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DE 


MATHÉMATIQUES. 


SUR  LES  MOIIVEMEVTS  PLA\S; 

Par  m.  L.  LECORNU, 

Ingénieur  des  Mines,  Docteur  es  Sciences. 


Lorsqu'on  veut  étudier  analytiquementle  mouvement 
d'une  figure  plane  invariable  qui  se  déplace  sur  un  plan 
fixe,  on  considère  à  la  fois  deux  axes  rectangulaires  liés 
à  cette  figure  et  deux  axes  rectangulaires  immobiles 
dans  le  plan.  En  appelant  alors  ^  et  ■f\  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  figure  par  rapport  aux  axes 
entraînés  avec  elle,  x  et  j  les  coordonnées  du  même 
point  par  rapport  aux  axes  fixes,  \  et  a  celles  de  l'ori- 
gine mobile,  Q  l'angle  de  l'axe  des  ^  avec  celui  des  x,  on. 
a  les  formules 

l  .r  =  X  +  ;  cosO  —  Tj  sinG', 
(  j'  =  [JL  +  ^  sin  0  -+-  Y)  cos  G  ; 

Ç  et  ri  sont  des  quantités  indépendantes  du  temps,  et  )v, 
|ji.,  9  sont  des  fonctions  du  temps.  Il  suffit  de  se  donner 
ces  dernières  pour  que  le  mouvement  soit  complètement 
déterminé. 

Ajoutons  l'une  à  l'autre  les  deux  équations  précé- 
dentes, après  avoir  multiplié  la  seconde  par  la  quantité 


(  M 

imaginaire  i,  et  posons  en  oulie 

;  -+-  i-'>  =  ^, 
À  -+-  i'j.  =  a, 

cos  6  -î-  i  sin6  =  b  ; 
il  vient 

(2)  z  =  a-{-b'!i. 

et  cette  équation  unique  peut,  comme  l'on  sait,  rempla- 
cer les  deux  premières.  On  a  ainsi  une  relation  entre 
les  affixes  z  el'C^  d'un  même  point  rapporté  successive- 
ment aux  axes  fixes  et  aux  axes  mobiles,  a  elb  sont  des 
fonctions  du  temps;  en  outre,  le  module  de  b  est  con- 
stant et  égal  à  l'unité,  de  sorte  qu'on  peut  écrire  b  =  e'^. 
Je  me  propose  ici  d'appliquer  l'équation  (2)  à  l'exa- 
men de  quelques  questions  concernant  les  mouvements 
plans.  D'abord,  la  vitesse  du  point  z  est  la  grandeur 
géométrique  représentée  par  la  dérivée  z' ,  et  l'on  a 

(3)  z  =  ci -\- b' ■:. 

Cette  vitesse  est  nulle  pour  le  point  Cdont  l'affixe  "Ce 
a  pour  valeur 

(4)  -  =  -è^- 
La  valeur  correspondante  de  z  est 

/A»  lY         ab'—bd 


b' 


le  point  C  est  le  centre  instantané  de  rotation,  ou  centre 
de  vitesse.  Pour  un  autre  point  quelconque  de  la  figure, 
on  peut  écrire 

(6;  z^b'iX-lc)^  ^{z-z,)^i^'iz-zc). 

On  voit   ainsi   qu'à   un   instant  donné  la   vitesse   de 


(  7  ) 
chaque  point  z  est  perpendiculaire  à  la  ligne  joignant  ce 
point  au  centre  instantané,  et  proportionnelle  à  la  lon- 
gueur de  celte  ligne.  Autrement  dit,  il  y  a  rotation  élé- 
mentaire autour  du  centre,  et  la  vitesse  de  rotation  est 
égale  à  Ô'. 

Mais,  dans  le  mouvement  continu  de  la  figure,  le 
centre  instantané  se  meut  à  la  surface  du  plan  fixe.  Sa 
position  au  temps  t  étant  déterminée  par  la  valeur  de  Zc^ 
la  vilesse  de  son  déplacement  est  donnée  par  z^.  On  tire 
de  l'équation  (5),  en  tenant  compte  de  (4), 

(7)  .,_6,,-- -^^ , 

^^  représente  la  vitesse  du  centre  par  rapport  aux  axes 
mobiles,  comme  z^  représente  la  vitesse  par  rapport  aux 
axes  fixes.  Le  module  de  h  étant  égal  à  l'unité,  ces  deux 
vitesses  sont  égales;  l'argument  de  h  étant  égal  à  9,  les 
deux  vitesses  ont  même  direction.  Ces  résultats  se  tra- 
duisent géométriquement  en  disant  que  la  courbe,  lieu 
du  centime  instantané  par  rapport  aux  axes  mobiles,  roule 
sans  glisser  sur  la  courbe,  lieu  du  centre  instantané  par 
rapport  aux  axes  fixes.  Ces  deux  courbes  sont  appelées 
respectivement  la  roulette  ou  courbe  roulante  et  la  base 
du  roulement. 

Une  courbe  (juelconque  faisant  partie  de  la  figure 
mobile  a  une  équation  de  la  forme 

(8)  Ç  =/("), 

où  u  désigne  un  paramètre  réel.  La  même  courbe  a  pour 
équation,  relativement  aux  axes  fixes, 

(9)  3=a^bf{u). 
L'élément  r/z  de  cette  courbe  est  exprimé  par 

(îo)  dz  =  hf'(  n)du. 


(8) 
Pour  avoir  l'enveloppe,  il  suffit  de  ditrérentier  l'équa- 
tivn  (9)  par  rapport  au  temps  f,  en  considérante  comme 
fonction  de  ?,  ce  qui  donne 

(11)  a'-+-  b'f{u)  -h  bf'(u)u'=  o. 

Entre  les  équations  (9)  et  (11),  éliminons  ^(u).   Il 

vient 

ab'—a'b        b'^  ,,.    ^    , 

^=  b' -ï^/(")"' 

ou  bien 

z  —  Zc  =  —  j,f'{u)u', 

ou  encore,  en  v^ertu  de  l'équation  (10), 

dz               b'  ,  .„,  , 

= ^dt  =—iQ  de. 


z  —  Zc  b 

Le  second  membre  étant  purement  imaginaire,  ou 
voit  qu'en  chaque  point  de  contact  de  la  courbe  avec 
son  enveloppe,  la  tangente,  qui  a  même  direction  que 
dz^  est  perpendiculaire  à  la  droite  z  —  z^  propriété  qui 
permet  de  construire  ce  point  de  contact. 

Ij'accélération  z"  d'un  point  quelconque  est  détermi- 
née par  l'équation 

(12)  ^''^a'-Hè"^. 

Elle  s'annule  pour  le  point  J  dont  l'affixe  'C,j  vérifie  l'é- 
quation 

(i3)  .  n"-hb"tj  =  o. 

La  valeur  correspondante  zj  de  z  est 

(i4)  Zj  =  a^blj=  p — ; 

J  est  le  centre  d'accélération.  Pour  un  autre  point  quel- 


(9) 
conque,  on  a 

(i5)    5"-è''(:;-0)-  jiz-zj)  =  {i^"-{%'n{z~zj). 

Il  résulte  de  là  que,  pour  un  instant  donné,  l'accélé- 
ration d'un  point  quelconque  est  proportionnelle  à  la 
dislance  r  de  ce  point  au  centre  d'accélération,  et  fait 
avec  la  ligne  joignant  les  deux  points   un  angle  ayant 

pour  tangente  -^7— 2  •  La  grandeur   de  l'accélération   est 

L'accélération  peut  aussi  s'exprimer  en  fonction  de  la 
vitesse.  On  a 

(16)  Z=-^,{^—Zj)=    ^7 {^—^j). 

L'accélération  est  donc  proportionnelle  à  la  vitesse 
relative  du  point  considéré  par  rapport  au  centre  d'accé- 
lération, et  fait  avec  elle  un  angle  constant. 

La  combinaison  des  équations  (5),  (^)  et  (i4)  con- 
duit à  la  suivante 

(  '  7  )  -Se  =  -^  (  -^y  ~  ^c  ) , 

d'après  laquelle  la  vitesse  de   déplacement   du  centre 
instantané  forme,    avec   la  ligne   joignant  ce  point  au 

b" 
centre  d'accélération,  un  angle  égal  à  l'argument  de  -j-,- 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  l'accélération  est  tan- 
gentielle  s'obtient  en  écrivant  que  l'accélération  a  même 
direction  que  la  vitesse,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en 

égalant  à  zéro  l'argument  de  ^'  On  trouve  ainsi 

Z  -  Zi  b" 

arg. -^  -r-  arg.-r,  =0. 

•3  ^r  O 


(  lo  ) 
Cette  expression  exprime  que  le  segment  ZjZc  est  vu 
du  point  z  sous  un  angle  constant  5  le  lieu  est  donc  une 
circonférence  passant  par  les  points  Zj  et  z^  :  c'est  la 
circonférence  des  inflexions.  Si  l'on  suppose  que  z  tende 
vers  Zc,  l'argument  de  z  —  z^a  pour  limite 

,  b" 

a'o-v-^c — *yj -T-arg.  ^, 

ou  bien 

T.  4-  arg.(^y-  Zc)-r-  arg.  ^,, 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  l'équation  (11), 

T-i-arg.^. 

La  circonférence  des  inflexions  a  donc  pour  tangente,  au 
point  Zc,  la  direction  de  z'^. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  l'accélération  est  nor- 

TT  z" 

maie  s'obtient  de  même  en  égalant  à  -  l'argument  de  —  • 

On  trouve  encore  une  circonférence  passant  par  les 
points  Zcf  Zj,  et  l'on  constate  que  les  deux  circonférence* 
se  coupent  ortliogonalement. 

La  théorie  des  accélérations  d'ordre  quelconque  s'éta- 
blit avec  la  même  facilité.  Bornons-nous  à  dire  que  le 
centre  des  accélérations  d'ordre   n   a  pour  aflîxe  z,i  la 

quantité tj^j ,  et  que  1  accélération  d  ordre  «  d  un 

point  z  quelconque  est  égale  à  —j-  (z  —  z„). 

Les  résultats  qui  précédent  subsistent  en  grande  partie 
quand  la  figure  considérée  se  déplace  en  changeant  de 
dimensions,  mais  en  restant  semblable  à  elle-même. 
Un  pareil  mouvement  peut  toujours  être  représenté  par 
l'équation  z  =  n+  b^,  avec  celte  seule  modification 
que  le  module  de  b  devient  différent  de  l'unité. 

En  effet,  on  voit  d'abord  que,  si  ^  et  ^  sont  les  affixes 


(  ï^  ) 

de  deux  points  dllFéreiUs  d  un  même  plan,  le  lieu  du 
points  est  semblable  à  celui  du  point  Ç,  car  la  multipli- 
cation de  ^  par  b  revient  à  faire  varier  dans  un  rapport 
donné  le  rayon  vecteur  issu  de  l'origine  et  à  faire  tourner 
ce  rayon  d'un  angle  donné,  puis  l'addition  de  a  imprime 
à  la  tîgure  un  simple  mouvement  de  translation.  On  voit 
en  outre  que  toute  figure  semblable  à  la  figure  (v)  peut 
être  repx^ésentée  par  l'équation  précédente,  car  on  peut 
choisir  a  et  ^  de  telle  façon  qu'à  deux  points  (!^<  et  î^o  de 
la  figure  initiale  correspondent  deux  points  arbitraire- 
ment choisis  z^  et  z.^  de  la  seconde  figure.  L'équation 
z  =  a -\- b'(^  est  donc  apte  à  représenter  dans  le  plan 
toutes  les  figures  semblables  à  une  figure  donnée,  et  il 
suffit  de  faire  varier  a  et  b  en  fonction  du  temps,  en 
laissant  ^  indépendant  du  temps,  pour  représenter  tous 
les  mouvements  possibles  d'une  figure  assujettie  à  rester 
semblable  à  elle-même. 

Cela  posé,  il  y  a  encore  un  centre  de  vitesse,   défini 

1,  ,           .                     ab' —  ba'  ,         .  ,, 

par  1  équation  Zc= j-, ?  et  la*  vitesse  d  un  point 

quelconque  z,  proportionnelle  à  sa  distance  au  centre, 
fait  avec  le  rayon  vecteur  issu  du  centre  vin  angle  égal  à 

l'argument  de  j-'  H  J  ^  également  un  centre  d'accéléra- 
tion, une  circonférence  des  inflexions,  une  circonférence 
des  accélérations  normales,  etc. 

Voici  maintenant  quelques  exemples  de  problèmes 
faciles  à  traiter  par  l'emploi  des  variables  imaginaires. 
Nous  nous  bornerons,  pour  simplifier,  au  cas  d'une 
figure  de  grandeur  invariable. 

1 .  Troiwer  les  déplacements  dans  lesquels  le  mouve- 
ment de  J  est  semblable  à  celai  de  C. 

En  plaçant  convenablement  l'origine  et  appelant  m 


(  I^  ) 

une  constante,  réelle  ou  imaginaire,  on  doil  avoir 


d'où 

ab" —  hd' 


=  m 


ab' —  ba'  b' 

En  intégrant  et  appelant  K  une  nouvelle  constante,  il 

vient 

■  ab' —  bd  =  K(i')'", 
OU  bien 

Zc=  K[b')m-K 

En  faisant  au  besoin  tourner  l'axe  des  x  et  choisissant 
convenablement  l'unité  de  temps,  on  peut  rendre  la 
constante  K  égale  à  l'unité.  L'équation  3^=  (b')"^~*  fait 
alors  connaître  la  base  du  roulement.  La  courbe  rou- 
lante est  donnée  par  les  deux  équations 

a+  è^,  =  (6')'»-i, 

a'  -—  b'Zc^=  o] 

d'où,  en  éliminant  «, 

bl',={m-i){b')"^--^b\ 
et  par  suite 

•  ib' )'"-"- b"    ,         (b')"'-i         nb'ydt 


■■{m 


V  — b — ^'=-^— -^j 


b-i 


L'argument  de  b  reste  arbitraire.  Si  l'on  appelle  tu  la 
vitesse  de  rotation,  cet  argument  est  égal  à  coi.  Le  mo- 
dule de  h'  est  égal  à  to,  et  comme  on  a  les  relations 

zj—z.c  =  (m~i)zc  =  (m  —  i)(b')'"-^, 

on  arrive  à  cette  conséquence  : 

La  vitesse  de  rotation  est  propoTlionnelle  à  la  racine 
{m  —  lyeme  ^^  ^^^  d/stauce  des  deux  centres  i  et  C. 

Dans  le  cas  où  la  vitesse  de  rotation  est  constante,  la 
valeur  de  Ç^.  peut  être  intégrée  complètement,  et  l'on 


(    13  ) 
trouve 

ni  —  2 
on  a  d'ailleurs 

Partant  de  là,  soient/?  la  partie  réelle  et  itj  la  partie 
imaginaire  de  vi,  et  soient  A,  B  deux  constantes  qui 
dépendent  de  p,  q^  to.  Un  calcul  sans  difficulté  conduit, 
pour  la  courbe  roulante  et  pour  la  base  du  roulement, 
rapportées,  chacune  dans  le  plan  qui  lui  est  lié,  à  des 
coordonnées  polaires,  aux  deux  équations 

p  =  ke^—P   , 

p  =  Be'-P   . 

Le  mouvement  est  donc  produit  par  le  roulement 
d'une  spirale  logarithmique  sur  une  autre.  Les  deux 
courbes  ne  peuvent  devenir  égales  que  si  q  est  nul,  mais 
alors  elles  se  réduisent  à  deux  circonférences. 

Le  cas  où  les  deux  centres  coïncident  rentre  dans  le 
précédent,  en  faisant  m  =  i.  On  voit  immédiatement 
que  ^c  est  alors  constant,  ainsi  que  "Çc',  le  mouvement 
consiste  dans  une  simple  rotation  autour  d'un  point 
fixe. 

Si  l'on  veut  simplement  que  le  centre  d'accélération 
reste  fixe,  on  peut  le  prendre  pour  origine,  ce  qui  re- 
vient à  faire  nt  =  o,  et  l'on  trouve 

_   I 

Dans  ce  cas,  la  vitesse  de  rotation  est  inversement  pro- 
portionnelle à  la  distance  des  deux  centres.  En  outre, 
si  0  désigne  l'argument  de  b  et  o  celui  de  Zc,  la  somme 
Ô -h  o  est  constante,  et  la   valeur  de  O'+o'  est  nulle. 


(  ^4  ) 

Par  suite,  le  rayon  vecteur  JC  tourne  en  sens  inverse  du 
système  mobile,  avec  une  vitesse  angulaire  égale  eu  va- 
leur absolue.  Quand  cette  vitesse  angulaire  ix>  est  con- 
stante, le  point  C  décrit  autour  du  point  J  un  cercle  ayant 

pour  rayon— •  D'autre  part,  on  a  pour  ^^  l'expression 

ce  qui  représente  une  circonférence  ayant  pour  rayon 
—  •  Le  mouvement  est  donc  celui  d'une  circonférence 

20) 

roulant  sur  une  circonférence  de  rayon  double.  Il  est 
clair  qu'il  s'agit  ici  d'un  roulement  intérieur. 

2.   Trouve?-  les  déplacements  tels  que   la  ligne  JC 
conserve  une  grandeur  et  une  direction  constantes. 

On  doit  alors  poser  Zj —  Zc=  K,  ou  bien,  en  tenant 
compte  de  l'équation  (17),  p  3^  =:  K.  En  intégrant,  il 

vient 

Zc=  K  \os.h' -+-  K,. 

La  constante  d'intégration  Kj  peut  être  annulée  par  un 
changement  d'origine.  La  constante  K  peut,  comme  pré- 
cédemment, être  rendue  égale  à  l'unité.  Nous  écrirons 
donc  "c=  Klog^':  c'est  l'équation  de  la  basc^  du  roule- 
ment. 

Remplaçant  Zc  par  sa  valeur  (5),  nous  avons 

ab' — ba        ,       ,, 
57 =log6, 

doù,  par  une  nouvelle  intégration, 

b'iosb' 


—  "/' 


U'      <"■ 


(  »^  ) 

et,  par  suite, 

On  déduit  de  là  la  valeur  do  J^^. 


^--i-fw"'- 


équation  qui  détermine  la  courbe  roulante. 
Quand  on  suppose  la  rotation  uniforme,  on  a 

•Sc=^  log(toj)H-  CUi  t 

et 


lc=   I  —■ ——dt  =  —e-'<àt. 


La  base  est  alors  une  ligne  droite,  et  la  courbe  roulante 
devient  une  circonférence. 

3.  Trouver  les  déplacements  tels  que  le  centre  d'ac- 
célération se  meuve  suivant  une  loi  donnée. 

Zj  est  ici  une  fonction  connue  du  temps.  Pour  déter- 
miner Zci  on  se  servira  de  la  formule  (17),  qui  donne, 
par  une  intégration  facile, 

^c=  -p  I  b"zjdt. 

On  a  ensuite 

ah' —  ha'  =  b'  Zc. 

d'où 


pui 


a'  =  —  b'J  —Jb"zjdf  -  i  jh"zjdt, 

l'argument  de  h  reste  arbitraire. 

Supposons,  par  cxempbî,  que  Zj  soit  un  polynôme  en 


(  i6  ) 
f,  F(if),  auquel  cas  J  décrit  une  courbe  unicursale,   et 
que  de  plus  la  vitesse  angulaire  (o  de  rotation  soit  con- 
stante. Nous  pouvons  écrire 

/  b"  zjdt  =  —  w2  /  e'<^t'^{t)dt  =  —  (M^e'^^i  o(t), 

^{l)  désignant  uu  autre  poljnôme. 
Alors 

et 

=  e-''^'[.|,(0-f-^''^2(0]. 

^{t)  étant  un  troisième  poljnôme  dont  <1/,  et  '^2.  sont 
respectivement  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaii^e. 
Dans  le  plan  fixe,  le  point  C  décrit,  comme  le  point  J, 
une  coui'be  unicursale.  La  courbe  mobile  est  représentée, 
en  coordonnées  cartésiennes  dans  le  plan  mobile,  par 
les  équations 

y;  =  —  'hiit)  ûnuit  -^  >i^^(  t)  cosoit. 
En  particulier,  si  Ion  prend 

r  (  ^ )  = lUit, 

2 

le  point  J  décrit  une  parabole.  Le  polynôme  '■:>{t')   est 
lié  à  F(t)  par  la  relation  générale 


o'(i)-i-  ioi  o(t)=  F{t) 
qui  devient  ici 

,  .  .  0)2/2 

o  (t)-+-  ùoo(t)  =  —  iiot  ->. , 

et  l'on  aperçoit  immédiatement  la  solution 

o(t)= 

■  1 


(   -7) 
De  même,  le  poljnôme  -}(/)  tst  lie  à  o{t)  par  la  rela- 
tion générale 

<Y(  t}—  i(M  •!^{t)=  iw  o'(i), 
qui  se  réduit  à 

d'où  la  solution 

Dans  ces  conditions,  la  base  du  roulement  a  pourétiua- 
tion 

•i. 

c'est  l'axe  de  la  parabole  parcouru  par  le  point  C  avec 
un  mouvement  uniformément  accéléré. 

La  courbe  roulante  est  déterminée  par  les  deux  équa- 
tions 

^  —  cosojï-î-wisinw;, 

Tj  =  —  sin  (jit-^iiit  cos  w  t  : 

c'est  une  développante  de  cercle.  Le  rayon  de  celui-ci 
est  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  au  paramètre  de  la  para- 
bole. On  parvient  ainsi  à  la  proposition  suivante,  dont 
la  vérification  directe  est  bien  facile  : 

Étant  donnée  une  parabole,  si  l'on  fait  rouler  sur 
son  axe  avec  une  vitesse  angulaire  constante  la  dévelop- 
pante d'un  cercle  ayant  un  rayon  égal  au  paramètre 
de  la  parabole,  le  point  de  contact,  parti  du  sommet 
avec  une  vitesse  nulle,  parcourt  V axe  d'an  ynouvement 
unifonncînent  accéléré,  et  le  centre  d'accélération, 
toujours  situé  sur  l'ordonnée  du  point  de  contact,  dé- 
crit la  parabole. 


Ann.  de  Mathéinat.,  3'  série,  t,  X.   (Janvier  1891.) 
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XOTE  SIR  LES  SURFACES  DE  RÉYOLITIOX  APPLICARLES  Sl]R 
l.\E  SIRFACE  DE  RÉVOllTIOX  DOWÉE,  ET  PLIS  GÉXÉRALE- 
^IE\T  SLR  LES  SURFACES  DO\T  LES  LIGNES  DE  COLRRLRE 
D1\E  FAMILLE  SO\T  SITUÉES  DA\S  DES  PLAXS  PARALLÈLES 
ET  OU]  SO\T  APPLICABLES  SUR  U\E  SURFACE  DE  MÊME 
NATURE; 

Pau  m.  a.  ADAM, 

Ingénieur,  ancien  élève  de  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées, 
Docteur  es  Sciences. 


On  sait  trouver  les  surfaces  de  révolution  applicables 
sur  une  surface  de  révolution  donnée,  mais  nous  ne 
croyons  pas  qu'on  ait  fait  sur  ces  surfaces  la  remarque 
suivante  : 

Quand  on  déforme  une  surface  de  rèvolulion  en  lui 
conservant  son  caractère,  la  forme  que  prend  le  méri- 
dien est  indépendante  de  sa  distance  à  l'axe  de  révo- 
lution. 

Cette  remarque  ressort  très  simplement  des  équations 
des  surfaces  de  révolution  applicables  sur  une  surface 
de  révolution  donnée. 

En  elfet,  les  équations  de  toute  surface  de  révolution 
peuvent  s'écrire,  en  employant  les  coordonnées  curvi- 
lignes u  et  V  de  Gauss, 

T  =  \J  COS(', 

y  =  U  sin  V, 
u  étant  une  certaine  fonction  de  u. 


(   '9  ) 

L'axe  des  z  est  alors  l'axe  de  révolution  de  la  surface 
et  les  lignes  u  =  const.  et  w"  =  const.  représentent  res- 
pectivement les  parallèles  et  les  méridiens. 

Les  équations  des  surfaces  de  révolution  applicables 
sur  la  proposée  sont,  d'autre  part, 

(' 
•         :r  =  aU  cos  —  , 
a 

(> 
y  =  aV  sin  —, 


P^ 


a^U'^du, 


a  étant  une  constante  arbitraire. 
Les  équations 

/•=U, 


-/^ 


I  —  U'2  du 


de  la  méridienne  primitive  deviennent  donc 
(0 


)  z=    f  ^i  —  a^U'idu, 


pour  la  méridienne  déformée. 

Changeons  d'une  quantité  b  la  distance  de  la  méri- 
dienne primitive  à  l'axe  de  révolution,  c'est-à-dire  rem- 
plaçons dans  les  équations  ci-dessus  U  par  U  +  ^  ;  les 
équations  (r)  de  la  méridienne  déformée  deviendront 

/  /•  —  aU  -I-  ab, 
(2) 


i  z  =    /  v/i  —  «-U'2rf«, 


et  l'on  voit  que  cette  méridienne  (2)  n'est  autre  chose 
que  la  méridienne  (i)  dont  la  distance  à  l'axe  de  révolu- 
tion aurait  varié  de  la  quantité  ab. 

Comme  exemple,  considérons  une  sphère  de  rayon  /• 


(    20  ) 
el  un  tore  dont  le  méridien  soit  un  cercle  de  rayon  égal 
aussi  à  /■  : 

Si  V on  déforme  le  tore  el  la  sphère  de  manière  que 
ces  surfaces  demeurent  de  rév>oLution,  les  méridiens 
successifs  de  la  j)jeniière  surface  sont  les  méridiens 
successifs  de  la  seconde. 

La  remarque  ([ue  nous  venons  de  faire  est  susceptible 
de  généralisation  en  considérant  les  surfaces  dont  toutes 
les  lignes  de  courbure  d'une  famille  sont  dans  des  plans 
parallèles. 

Mongc,  qui  a  découvert  ces  surfaces,  les  définit  de  la 
manière  suivante  dans  son  Application  de  l' Analyse  à 
la  Géométrie  : 

Si,  sur  un  cylindre  à  base  quelonque,  on  pousse  une 
moulure  d'un  profil  quelconque,  mais  constant,  per- 
pendiculairement à  la  génératrice,  la  surjace  de  cette 
moulure  sera  la  surface  demandée. 

On  peut  aussi  les  regarder  comuie  engendrées  par  une 
courbe  [)Iane  quelconque  dont  le  plan  roule  sur  un  cy- 
lindre (|uelconque. 

Avec  les  variables  u  et  v  de  Gauss,  les  équations  de 
ces  surfaces  peuvcwit  s  écrire 

I   X  =  U  cos  t-  -^  V, 

^.  '   r  =  U  sini'  -^  ^'^, 

(3; 

I    :■  =    I   y/i  —  U'"- du , 

U  désignant  une  fonction  de  u,  et  V,  V,  deux  fonctions 
de  i^  assujetties  à  la  condition 

(4)  ^   -h  V'i  lange  =  o. 

En  etlèt,  toute  courbe  ^' =  const.  de  la  suiface  (3)est 


(  2.  ) 


située  dans  un  plan 


x—y 


parallèle  à  oz,  dont  la  trace  AB  sur  le  plan  xoy  fait  avec 
ox  l'angle  v  et  passe  par  le  point  0(  ayant  pour  coordon- 
nées x  =  \,  j-=:  V,.  Ce  point  o,  décrit  dans  le  plan  xoj 


une  courbe  F  quelconque,  à  laquelle,  en  vertu  de  la  rela- 
tion (4),  la  droite  AB  demeure  normale-,  par  suite,  AB 
roule  sur  une  courbe  F,,  quand  o,  décrit  la  courbe  F. 

On    reconnaît    d'ailleurs    sans    peine  que    la    courbe 
V  =  const.  a  pour  équations,  dans  son  plan  .r,0|  rr, , 


T,  =  U. 


(5) 


fs/T:^îF^ 


du 


cette  courbe  -•'  est  donc  invariable  et  fixe  par  rapport 
aux  axes  o,.f, ,  0,7:, . 

Il  résulte  bien  de  tout  cela  : 

1"  Que  le  plan  de  y  l'ouIe  sur  un  cvlindre  C,  [)aral- 


(    22    ) 

lèle  à  oz  (it  de  base  quelconque  F,  pendanl  la  généraiion 
de  la  suiface  ; 

2"  Que  la  surface  est  aussi  une  moulure  de  profil  con- 
stant Y  poussée  sur  un  cylindre  C  parallèle  à  oz  et  de 
base  quelconque  F. 

Cela  posé,  admettons  qu'on  puisse  déformer  la  surface 
considérée  de  façon  qu'en  lui  conservant  son  cai'actère, 
les  courbes  v^  const.  continuent  d'être  les  génératrices. 

Pour  avoir  les  équations  de  la  nouvelle  surface,  il 
faudra,  dans  (3)  et  (4),  remplacer  U(«),  V(('),  V<(v') 
par  certaines  fonctions  U|  («1),  T((',),  Tj  (t^i)  ',  u^  et  v^ , 
qui  doivent  rester  constants  respectivement  avec  //  et  v ^ 
étant  certaines  fonctions  u,  =  /"(«),  v^  =  o(^'). 

Le  ds^  de  la  surface  (3),  qui  avait  pour  expression, 
en  vertu  de  la  condition  (4)7 

(18"'=  du'--\-  iv) ^yrfi;2 

\*  %\nv  ) 

deviendra  donc 

■^  \  sint'i/  •     ^    ' 

Identifiant  ces  deux  ds"^^  il  vient 

y'(«)  =  I  d'où  «<!  =    M, 

et 

V         /             T'   \ 
(6)  u-  ^—  -  (Ui-  ~. )cp'(p). 

Cette  dernière  équation,  différentiée  par  rapport  à  u, 
donne 


d' 


U',  I 

-rr,   =  — ; ;  =  une  const.  a, 

©(p)— P,=  -  et  Ui=:aU-i-6. 

a 

Les  équations  (4)  et  (6)  donnent  enfin  pour  T  et  T, 


(  -3  ) 
les  expressions 


rV'.in^ 
/     — ^ 


T=    /     — -. -dv  —  bcos 

sm  V 

V'i  cos 


T,  =    / d^  —  bsm-- 

^J  cosf  a 

Les  équations  de  la  surface  déformée  sont  donc 


V  sin 

a;  =  aUcos r-    /     — -. -dv, 

a 


-   /  /i  —  a-V>''- 


du. 


Par  suite,  les  équations  (5)  de  la  génératrice  primi- 
tive y  deviennent,  après  la  déformation, 

Zi=^   j   /i  —  a-V'-du; 

ce  qui  signifie  que  : 

La  génératrice  primitive  s'est  déformée  de  la  même 
façon  que  si  elle  eut  été  le  méridien  d'une  surface  de 
révolution  d^ axe  parallèle  à  oz^  et  cela  quelle  que  soit 
la  directrice  T. 

Par  exemple  : 

Si  l'on  prend  une  surface  canal  de  rayon  /•,  dont 
V  axe  soit  une  courbe  plane  quelconque,  et  si  on  la  dé- 
forme comme  il  est  dit  plus  haut,  ses  génératrices  suc- 
cessives seront  des  courbes  égales  aux  méridiens  des 
surfaces  de  révolution  applicables  sur  une  sphère  de 
rayon  r. 


(  M  ) 


FORMILE  DES  DIFFÉRENCES  ET  FORMULE  DE  TAYLOR; 

Par  m.  E.  GARVALLO, 

Examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 


I.  Formule  des  différences.  —  Je  considère  la  fonc- 
tion 7/=y(a:),  et  je  donne  à  la  variable  x  les  valeurs 
équidistantes  x,  :r  -h  Ax,  x  +  2  Ax,  . . . ,  x  -\-  n  ^.x.  On 
a,  pour  les  valeurs  de  la  fonction  et  ses  dili'érences  suc- 
cessives, le  tableau 


«0 

A  Mo 

A^Mo       . 

.  .        AP  Mo 

"1 

A«, 

A2m,         ., 

.  .        Aj^Mi 

«2 

AM2 

A2a2      .. 



U-I 

Aa„   1 

Un 

La  formule  que  je  veux  signaler  donne  Un  en  fonction 
des  nombres  de  la  première  ligne,  jusqu'à  la  colonne 
des  A^  et  des  nombres  de  cette  colonne  des  A^.  C'est 

"«=  "o-H  GiA«o+  G^A2ao  +  .  ..-H-  G^"' Ap-i  «q-i-  Q/.. 
avec 

Qp  =  G^ll  '^^  «0  +  ^Z-\  A/-  «,  H- . . .  +  G^I}  AP  a„_/,. 

Pour  p  =  i^  on  doit  la  remplacer  par  la  formule  évi- 
dente 

(l)       U,t=  Mo-r-  Amo-I-  A^i-t-  \Ui-^.  .  .-+-  ^U,i-i  =  «0-4-  Qi. 

Pour  passer  de  ^  =  i  à  p  =  2,  je  multiplie  les  deux 
membres  de  l'égalité  (i)  par  A,  ce  qui  revient  à  avancer 
d'une  colonne  vers  la  droite  dans  le  tableau  des  diifé- 
reiices^  dans  la  formule  obtenue,  je  remplace  n  succes- 
sivement par  les  nombres  o,  i ,  2,  .  .  . ,  «  —  i  et  j'ajoute^ 


(  '-5  ) 
j  obtiens 

Q,  =  CA  Amo^-  CA_,  A2  Uo-^  GA_,  A2  «,  ^ .  .  .  ^  Ci  A2  «„_2, 
et,  en  portant  cette  valeur  de  Q,  dans  l'égalité  (i), 
/   Un  =  Ko  ^  G  A  Amo  -^  Q-2 . 

(2)  ■■   avec 
i 

'     Q2  =  CA-i  A2  «0--  GA-2  A2u,  -^.  .  .+  Ci  A2  tt„_2. 

De  même  pour  évaluer  Qo  au  moyen  de  A-Mq  et  des 
difîérences  troisièmes,  je  multiplie  les  deux  membres 
de  la  formule  (i)  par  A^  et  je  i^emplace  successivement 
n  par  o,  1 ,  2,  .  .  . ,  «  —  2.  Pour  avoir  Qo,  il  suffit  de 
multiplier  les  deux  membres  des  égalités  obtenues  res- 
pectivement par  C,',_,,  C^,_2,  ...,  C)  et  d'ajouter.  On 
trouve  ainsi 

Q2=  C^A^Mo-h  C^_iA3«o-T-  G2_2A3Ml-4-...-^  G|A3a„_3, 

et,  en  portant  celte  valeur  de  Q2  dans  l'égalité  (2), 

,    {/„=  f/o-H  CAAwo-f- 02  A2ao-+- Q3, 

(3)  ■    avec 

'     Q3=   Cfi_il^Uo-^  G2_.,  A3ifi  +  .  .,-i-  Cl\^Un-3' 

Par  la  même  méthode,  on  passe  d'une  valeur  de  yw  à 
la  suivante.  On  a  donc  bien  la  formule  annoncée. 

II.   Formule  de  Taylor.  —  Je  pose 

n  Ix  =  h,         u,i—f{x-i-h),         UQ  =  f{x), 

et,  pour  simplifier  l'écriture,  je  considère  la  formule  (3) 
qui  correspond  h  p  =  3.  Elle  peut  s'écrire 

/i^  -^  h)  =fi.^)^  -  A..—  -^  —— -  A^-— -   +  Q3 


(3') 


(  26  ) 
Je    fais    inaintenaul    tendre    Ax    vers   o,  eu    laissant 
fixe  le  produit  n  \x  =  A,  et  je  suppose  que  les  rapports 

-—^,  -—;  ont  des  limites  que  je  désigne  par  -y-  =/  (x), 

^»  =f"{x)  (').  De  la  formule  (3')  elle-même,  résulte 

que  Qs  a  aussi  une  limite  et  que  l'on  a,   en  désignant 
cette  limite  par  R3, 

c'est  la  formule  de  Taylor. 

L'expression  de  Q3  dans  la  formule  (3')  fournit  intui- 
tivement les  diverses  formes  qu'on  peut  donner  au  reste. 

a.   On   peut    regarder   les    diverses    valeurs    de   -— j 

comme  atlectées  des  poids  C^"^_,,  C7^_o,  .  .  . ,  C^  dont  la 
somme  est  C,^^.  On  peut  alors  écrire 

O,  =  CU^3 _ 


n(n  —  i)(n  — -2).    ,  à^u 

=  — ^^7; ^  Aj;3  .  moy  --—  • 

1.2.3  "    Ax-* 

Si  l'on  fait  tendre  Ax  vers  o,   on   sait  que  Q3   a  une 

1.      .       T.  r  1  1  ^^" 

limite  K3,  cette  lormule  montre   alors  que  nioy  — — ^  a 

une   limite,   et    cela   sans   faire   aucune  hypothèse    sur 
Texistence  même  delà  dérivée  troisième.  En  désignant 

cette  limite  par  1    ,  ^  1    ,  on  a 


(')  Ces  limites  pourraieni   servir  de  définition   aux  dérivées  des 

divers  ordres;  la  notation  différentielle  n'en  serait  que  plus  intuitive. 

.1  ...  ,     r  ,     d'u         d      d 

Il  en  résulterait  avec  évidence  la  formule  —, —  —  -5—  -;-  u. 

dx^        dx  dx 


(  -7) 
Cette  formule  peut  remplacer  la  formule  de  Lagrange 

t|ui  est  équivaleute  à  la  précédente  dans  les  conditions 
bien  connues  où  on  a  l'habitude  d'établir  la  formule  de 
Taylor  par  la  méthode  de  M.  Rouché;  dans  ces  condi- 
tions, il  serait  sans  doute  malaisé  de  transformer  direc- 
tement la  première  formule  dans  la  deuxième.  La  trans- 
formation devient  facile  si  l'on  suppose  qu'à  cliaque 
nombre  e  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  •/)  tel 
que  l'on  ait 

A^  il        d^  u\  ,       I-  ■  ,1 

r^,    <  £,     toutes  les  tois  que       Aa?    <  r , 

Aj7'         dx^  I  .  1111' 

et  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  ^+  Ax  comprises 
entre  x  et  x  +  7«.  Je  ne  m'arrêterai  pas  sur  ces  difficultés 
dont  l'étude  est  très  loin  du  but  que  je  me  propose  ici. 

b.   Je  considère  un  terme  quelconque  de  Q3  dans  la 
formule  (3'),  savoir 

K  =  eu   , .  A:.3  ^1^  ^  (n-k-,)(n-k-^)  ^^^  A^_ 
Ax^  1 . 2  Ax^ 

Je  remplace  n  par  sa  valeur  —  ;  K  prend  la  forme 

K=  —[h-ik  +  i)\x][h-{k-^2)àx].Ax^^^' 

Enfin  je  pose 

x-hk\x  —  z,         uic  =  f{z),         S.x  =  \z; 
j'obtiens 

K=:  ~  {x-^h~~z  —  \x)(x---  h—z—î\x)  ^-^^-^  \z, 
1.2^  '^  '        A^î  ' 

et  par  suite,  en  faisant  tendre  ii«  =  Ax  vers  o, 


(  28) 
c.    Si  l'on  iiuagiue  le  tableau  des  diiiéreuces  prolongé 
vers  la  gauche,  eu  mettant  des  zéros  sur  toute  la  pre- 
mière ligne,  on  aura,  eu  multipliant  par  A~*  les  deux 
membres  de  la  formule  (3), 

Ou  a  de  même 
d'où  l'on  lire 


\x-^ 


=   llo\X  -h  Ui\x  -+-.  .  .-r-  U,i-l  AvT. 


Je  lais  tendre  Ax  vers  o  et  je  suppose  que  le  second 
membre  ait  une  limite  que  je  désigne  par 

a-1  u,i 


cl. 
on  aura 


^  =  /      /(-)^-^ 


..v-t-h 


••  .r 

Comme  on  a,  d'autre  part, 

A-3        A-i   A-i  A-» 

A-3  =  A-i.A-'.A-',  = , 

\x^  \x     \x     A^ 

1  ,  ,       .         A-> 

on  en  conclut,  en  supposant  que  chaque  opération  -— 

conduise  à  une  limite, 

d-^  _  tj'-i  ^-'  d-^ 
dx^         dx    dx    dx 

D'après  cela,  l'expression  de  (^3  prend  la  forme 

A-3    /A3?i„_3\         A-1   A-1   A-1  A3a„_3 


Ar'    /  Ax     Aj-     A^       A:r3 

et  conduit  à  la  valeur  limite 


(c) 


R3=    r        dz    f    dz    f  f"(z)dz. 


(  29) 

m.  Remarques.  —  En  combinant  les  deux  dernières 
méthodes  de  toutes  les  façons  possibles,  on  obtiendra 
p  expressions  du  reste  R^,  le  nombre  des  intégrations 
étant  respectivement  1,2,  .  .  . ,  ^.  La  première  fournit 
facilement  l'expression  de  Lagrange  et  la  dernière  celle 
de  Cauchy.  Enfin  on  retrouve  la  formule  de  Taylor  en 
partant  des  expressions  mêmes  du  reste,  pour  la  pre- 
mière (^)  en  intégrant  par  parties,  pour  la  dernière  (c) 
en  effectuant  les  intégrations  successives. 

Je  pense  avoir  suffisamment  montré  quels  avantages 
l'enseignement  pourrait  tirer  d'une  méthode  d'exposi- 
tion où  les  principes  du  Calcul  différentiel  et  intégral 
seraient  basés  sur  le  calcul  des  différences.  Celui-ci, 
s'occupant  des  quantités  finies,  est  pratique  et  appartient 
à  l'Algèbre  élémentaire;  celui-là,  s'occupant  des  limites, 
rentre  dans  l'Analyse.  Mais  le  lien  est  bien  évident,  le 
Calcul  différentiel  et  intégral  est  en  quelque  sorte  la 
limite  du  calcul  des  différences.  11  serait  peut-être  bon 
de  mettre  ce  lait  eu  évidence,  au  moins  dans  une  pre- 
mière exposition.  On  a  vu  combien  les  définitions  arri- 
vent intuitivement.  La  démonstration  que  j'ai  exposée 
de  la  formule  de  Taylor  met  bien  en  évidence  son  carac- 
tère de  simple  identité. 


I^TEUSECTIO\  ft  li\E  DIlOrfE  AVEC  l\  HYPERBOLOIDE 
DE  RÉVOLITIOX; 

Par  m.  s.  RAVIER, 

Élève    du    Ijxée    Condorcet. 

Premier   cas.  —  La  projection   de  la  droite  sur  le 
plan  du  cercle  de  gorge  rencontre  ce  cercle. 

Soit  (o,  o')  ijig-    1)  h-  centre  du  cercle  dégorge,  et 


(   ^o   ) 
(D,  D')  la  droite.  Menons,  par  la  verticale  o,  un   plan 
arbitraire  oA  (dans  la  figure  il  est  de  front,   mais  cela 
n'est  pas  nécessaire). 

Ce  plan  o  A  coupe  l'hyperboloide  suivant  une  hyper- 
bole ayant  pour  sommets  b  et  c,  et  dont  l'angle  des 
asymptotes  est  l'angle  au  sommet  du  cône  asymptote  de 
l'hyperboloide. 


Fis 


Cette  hyperbole,  et  l'hyperbole  de  section  de  l'hyper- 
boloïde  par  le  plan  vertical  D,  déterminent  deux  cônes. 
On  a  construit  le  sommet  (s,  s')  de  l'un  d'eux. 

Nous  sommes  amenés  à  trouver  l'intersection  de  la 
droite  (D,  D')  avec  le  cône  correspondant. 

Projetons,  de  (5, 5'),  la  droite  (  D,  D')  sur  le  plan  vertical 
oA,  puis  rabattons  ce  plan  autour  de  l'horizontale  oA 
sur  le  plan  du  cercle  de  gorge  [sur  la  figure,  les  deux 
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points  de  D  pour  lesquels  on  a  effectué  ce  rabattement 
sont  :  1°  le  point  de  rencontre  {fif)  de  (jD,  D')  avec  le 
plan  vertical  o  A  ;  il  se  rabat  eny,  tel  c\\xeff^  =  of;  2°  le 
point  à  l'infini  de  (D,  D')  qui  donne  la  direction  s' g' du. 
rabattement^,  Âj]. 

Nous  sommes  amenés  à  chercher  les  points  de  ren- 
contre d'une  droite  fifîf  et  d'une  hyperbole  dont  on 
connaît  les  sommets  b,  c  et  l'angle  des  asymptotes. 

Pour  cela,  on  remarque  que  le  cercle  de  gorge  et 
l'hyperbole  sont  homologiques,  b  étant  le  centre  d'ho- 
mologie,  et  la  tangente  en  c  l'axe.  D'ailleurs,  pour  avoir 
deux  points  homologues,  il  suffit  de  mener  par  b  une 
parallèle  à  l'une  des  asymptotes  (dans  la  figure,  elle  est 
parallèle  à  l'une  des  génératrices  de  contour  apparent  du 
cône  asymptote;  quelle  que  soit,  du  reste,  la  disposition  de 
l'épure,  elle  fait  avec  bc  un  angle  connu).  Le  second  point 
de  rencontre  Bj  de  cette  droite  avec  le  cercle  de  gorge,  et  le 
point  à  l'infini  sur  elle,  ^2^  sont  homologues.  Alors  on 
applique  une  construction  connue  pour  obtenir  l'homo- 
logue /A2  de  la  droi te yi //• , .  On  prend  les  points  de  ren- 
contre P21  72  de  /A"2  avec  le  cercle  de  gorge.  On  construit 
leurs  homologues  /;,,  q,  sur/,  //r,,  on  relève  ces  homolo- 
gues sur  (D,  D')^  (p,  p)  et  (c/,  q')  sont  les  points  de  ren- 
contre cherchés. 

Remarquons  qu'aucune  des  constructions  que  nous 
avons  effectuées  n'était  nécessaire,  et  qu'on  pourra  tou- 
jours les  modifier  de  manière  à  les  amener  dans  les 
limites  de  l'épure.  Remarquons  aussi  (jue  nous  n'avons  eu 
besoin  de  tracer  aucun  cercle  autre  que  le  cei'cle  de  gorge. 

Seco-nd  cas.  —  La  projection  de  la  droite  sur  le  plan 
du  cercle  de  gorge  ne  rencontre  pas  ce  cercle. 

Coupons  l'hyperboloïde  par  le  plan  vertical  D  (  fig.  2). 
La  section  est  une  hyperbole  le  long  de  l.unielle  est  cir- 
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conscrit  à  la  surface  un  cône  K  ayant  pour  sommet  s  le 
pôle  de  D  par  rapport  au  cercle  de  gorge. 

Ce  cône  coupe  le  cylindre  vertical  ayant  pour  base  le 
cercle  de  gorge  suivant  deux  courbes  planes. 

Pour  obtenir  le  plan  de  l'une  de  ces  courbes  planes, 


considérons  le  plan  vertical  se  perpendiculaire  à  os. 
Il  coupe  le  cône  suivant  deux  droites  dont  l'angle  avec 
le  plan  du  cercle  de  gorge  est  le  même  que  celui  des 
génératrices  de  l'hyperboloïde  avec  ce  même  plan,  c'est- 
à-dire  eo'd. 

On  en  déduit  que,  si  l'on  construit  le  triangle  rectangle 
ayant  pour  angle  aigu  eo' d  ei  pour  côté  de  l'angle  droit 
o' d  =^  se,  ed  est  la  hauteur  du  point  de  rencontre  du  cône 
K  avec  la  verticale  c  au-dessus  du  plan  du  cercle  dégorge. 
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ï*ortons  de  en  .v/i  sur  5C,  Y)aV^  sera,  dans  le  système 
x'y\  le  plan  de  l'une  des  eourbes  planes  communes  au 
cône  et  au  cylindre. 

On  peut  alors  regarder  le  cône  K  comme  défini  par 
une  conique  située  dans  le  plan  D«P)  et  ayant  comme 
projection  sur  le  plan  horizontal  le  cercle  de  gorge.  On 
cherchera  les  points  d'intersection  de  la  droite  (D,  D') 
avec  le  cône  ainsi  défini. 

Les  constructions  se  continuent  sans  difficulté  par  la 
méthode  liabituelle. 

lieniarque.  — -  Les  deux  méthodes  exposées  s'appli- 
quent, avec  des  modifications  de  détail  qu'il  est  facile  de 
voir,  à  un  hyperboloide  non  de  révolution. 


SOLUTION   m   L'EPIRE   DE   GÉOIIETRIE   DESCRIPTIVE 
DOi\i\EE  A  L'ÉCOLE  CE\rRALE  E\  1890  (1'^  SESSION)  ('); 

Pau  F.  J.  M. 


IiiLersecdon  de  deux  cônes.  Les  bases  sont  des  cet  clés 
dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à  la  droite  (^ab,  a' h') 
qui  joint  les  centres.  On  donne  la.  position  des  ce/itres 
par  leur  cote  et  leur  éloignement. 

On  prend  les  diamètres  horizontaux  des  cercles  de 
hase,  on  joint  les  extrémités  de  ces  diamètres  voisines 
du  côté  gauche  du  cadre  et  l'on  prend  sur  cette  droite 
un  point  de  cote  donnée  :  ce  sera  le  soin  met  du  cône  de 
hase  (a,  a').  De  même  à  droite  pour  le  sommet  de 
l'autre  cône. 


(')  Voir  l'énoncé  complet,  t.  I\  ('•'^90),  p.  o/jo. 
'Inn.  de  Mathémat.,  3°  série,  l.  \.  (.hmvicr  1891.) 
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Raprésenter    l'ensemble    des    deux     cônes,    limités 
chacun  à  son  sommet  et  à  sa  base. 

Les  données  se  placent  facilement,  puisqu'on  sait  que 
le  diamètre  horizontal  AE  a  sa  projection  horizontale  ae 
perpendiculaire  à  ab. 

Le  point  C  de  la  frontale  AC  du  plan  du  cercle  A  permet 
de  trouver,  par  un  rabattement,  un  point  c[uelcon(|ue  M 
de  la  base  du  cône  S  et  la  tangente  en  ce  point.  Pour 
trouver  ton t  ce  qui  est  demandé  dans  le  restant  de  l'énoncé, 
nous  allons,  suivant  la  méthode  générale,  couper  les  deux 
cônes  par  des  plans  passant  par  la  droite  des  sommets. 

Remarquons  d'abord  que  les  droites  TF  et  SE  étant 
parallèles,  les  points  t,  t'  et  t,  t'  sont  ceux  où  ST  ren- 
contre les  plans  des  bases  des  cônes.  Considérons  donc 
le  plan  auxiliaire  dont  la  trace  sur  le  plan  de  base  du 
cône  S  est  la  droite  yni.  Les  plans  des  bases  des  deux 
cônes  étant  parallèles,  menons  les  droites  t/,  t/z,  v/z  res- 
pectivement parallèles  aux  droites  'j'j.,  sm,  p.77r. 

Nous  obtenons  en  n  un  point  quelconque  de  la  base 
du  second  cône  et  la  tangente  [in  en  ce  point. 

Les  points  g  et  k  des  génératrices  sm  et  tn  sont  ceux 
où  ces  droites  rencontrent  le  plan  de  base  de  l'autre  cône  ; 
et  les  droites  gh  el  kl  respectivement  parallèles  aux 
droites  y.i?i  et  '^/i  sont  les  tangentes  en  ces  points. 

Le  point  t  de  rencontre  des  deux  génératrices  est  un 
point  de  l'intersection;  et,  en  le  joignant  à  //,  pointcom- 
mun  aux  droites  '^n  et  gh,  traces  des  plans  tangents  aux 
deux  cônes,   on  a  la  tangente  en  ce  point. 

D'autre  part,  s  considéré  comme  appartenant  au  plan 
de  base  du  premier  cône,  se  rabat  en  Sf  ;  de  sorte  qu'en 
menant  la  tangente  s,  o  on  obtient  suivant  sd  la  généra- 
trice de  contour  apparent  horizontal,  et  /  est  le  point 
où  elle  rencontre  l'intersection. 
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ÉTUDE  (iÉOMÉTRIOlE  DES  PROPRIÉTÉS  DES  CO.MOIES 
D'APRÈS  LEIR  DÉFINITION  ('); 

Par  m.  L.  .MALEYX. 


Soient  encore  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  {fîg.  5o), 
et  supposons  d'abord  la  tangente  PQ  située  à  distance 
finie;  si  E  est  l'un  des  points  de  contact  de  la  courbe, 
il  sera  l'un  des  points  doubles  de  l'involution  déterminée 
par  les  couples  de  points  P  et  Q,  R  et  S.  Unissant  un 
point  quelconque,  O,  du  plan  aux  cinq  points  P,  Q,  R, 
S,  E,  le  faisceau  ainsi  formé  sera  en  involution  et  OE  en 
sera  un  rayon  double.  Si  PQ  passe  à  l'infini,  les  quatre 
premiers  rayons  deviendront  parallèles  aux  côtés  du  qua- 
drilatère qu'ils  rencontrent  en  P,  Q,  R,  S,  respective- 

Fig.  5o. 


ment,  et  OE  sera  toujours  l'un  des  rayons  doubles  du 
faisceau  déterminé  par  ces  parallèles;  mais,  comme  OE 
rencontre  la  courbe  en  un  second  point  à  l'infini,  il  est 
parallèle  à  un  des  diamèti'cs  de  la  courbe  et  détermine 
cette  direction;  ouest  alors  ramené  au  cas  où  l'on  donne 


(')  Voir  l.  I\  (1890).  p.  jylj. 
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cincj  points  dont  Tun  est  à  l'infini  dans  une  direction 
donnée.  Comme  le  faisceau  OPQRS  a  deux  rayons  dou- 
bles, il  y  a  deux  solutions. 

La  tangente  peut  passe?-  à  l'infini  en  même  temps 
(lue  r un  des  points  y  passe  dans  une  direction  donnée. 

L'une  des  tangentes  passant  à  l'infini,  la  courbe  ne 
peut  être  qu'une  parabole;  on  peut  alors  supposer  que  le 
point  et  le  point  de  contact  ont  passé  à  l'infini  dans  la 
direction  donnée,  et  l'on  est  ramené  au  cas  où  l'on  donne 
cinq  points  dont  deux  ont  passé  à  l'infini  dans  la  même 
direction  donnée. 

Il  n'y  a  pas  de  modification  sensible  à  la  construction 
générale,  si  deux  des  quatre  points  passent  à  l'infini 
dans  des  directions  données,  la  tangente  restant  à 
distance  finie. 

3°  Construire  une  conique  dont  oji  donne  quatre 
tangentes  et  un  point. 

Théorème  corkélatif  de  celui  de  Desargues.  — 
Soient  AB,  BC,  CD,  DiV  les  quatre  tangentes  données, 
E  le  point  donné  {fig-  5i);  unissons  par  des  lignes  droites 

Fig.  5i. 


c 


le  point  E  aux  quatre  sommets  du  quadrilatère  circon- 
scrit. Si  nous  coupons  la  figure  par  une  transversale 
quelconque  PS,  les  couples  de  points  de  rencontre  de 
cette  droite  avec  les  rayons  EA  et  EC,  EB  et  ED  déter- 
minent une  involution  dont  font  partie  les  points  de 
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renconlre  Je  la  même  droite  avec  les  tleu\  tangentes 
issues  du  point  E;  mais,  comme  le  point  E  appartient  à 
la  courbe,  les  deux  tangentes  qui  en  sont  issues  se  con- 
fondent, et  leurs  points  communs  avec  PS  se  réduisent  à 
un  qui  est  le  point  double  de  l'involution  déterminée 
par  P  et  Q,  R  et  S.  On  déterminera  donc  un  cle  ces 
points  doubles,  en  l'unissant  au  point  E  par  une  droite^ 
on  aura  une  cinquième  tangente  et  l'on  sera  ramené  à 
un  cas  précédent.  Comme  l'involution  a  deux  points 
doubles,  il  y  a  deux  solutions. 

La  même  construction  s'applique  encore  si  le  point 
E  se  transporte  à  l'infini  dans  une  direction  donnée. 
Les  quatre  rayons  EA,EB,  FX,  ED,  devenant  parallèles, 
la  courbe  correspondante  peut  être  une  hyperbole  ou 
une  parabole:  dans  le  premier  cas,  la  cinquième  tangente 
sera  une  asymptote^  dans  le  deuxième,  cette  cinquième 
tangente  passe  à  l'infini  ;  la  courbe  sera  une  parabole 
dont  on  connaît  quatre  tangentes  ;  sa  construction  rentre 
dans  un  cas  précédent. 

Si  une  des  tangentes  AI)  passe  à  l'infini,  le  point 
E  restant  à  distance  finie,  la  courbe  ne  peut  être 
qu'une  parabole,  la  construction  continue  à  s'appliquer, 
deux  des  sommets  A,  D  du  quadrilatère  circonscrit  pas- 
sant à  l'inlini  dans  les  directions  BA,  CD. 

Enfin,  si  une  des  tangentes,  AD  par  exemple, 
passe  à  V infini,  et  que  le  point  E  passe  également  à 
Vinfini  dans  une  direction  donnée,  la  courbe  ne  peut 
être  qu'une  parabole;  mais  la  construction  ne  s'applique 
plus,  la  cinquième  tangente  qu'elle  détermine  passant 
elle-même  à  l'infini.  On  peut  alors  traiter  directement  la 
question  qui  se  réduit  à  construire  une  parabole  dont 
on  donne  trois  tangentes  et  la  direction  des  diamètres . 

Soient  AB,  BC,  AC  les  trois  tangentes  {fi g-  52), 
AX,  BX',  CX"  les  parallèles  aux  diamètres  menées  par 
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les  points  A,  B,  C  ;  prenons  pour  ineonnues  les  points  de 
contact. 

La  dioite  qui  unit  deux  d'entre  eux,  ceux  qui  se  trou- 
vent sur  les  tangentes  BA,  AC  par  exemple,  est  divisée 
par  AX  en  deux  parties  égales;  dès  lors  sa  direction  est 
déterminée  :  il  suffira  pour  l'obtenir  de  prendre  sur  BA 

Fig.  52. 


la  longueur  AB|  :=  AB  et  de  joindre  Bil,  I  étant  le 
point  de  rencontre  de  BX'  avec  AC  ;  B,  I  est  parallèle  aux 
cordes  divisées  par  AX  en  deux  parties  égales. 

On  déterminera  d'une  manière  analogue  les  directions 
des  deux  autres  cordes  de  contact  respectivement  paral- 
lèles à  JBj,  AU  ou  BoL.  La  question  se  ramène  alors  à 
construire  un  triangle  dont  les  côtés  soient  parallèles  à 
IB,,  IBo,  BoL,  et  dont  les  sommets  reposent  sur  AB, 
BC,  AC  ;  les  sommets  de  ce  triangle  seront  les  points  de 
contact  cherchés.  Pour  construire  ce  triangle,  il  suffit  de 
prolonger  IB,,  B^f.,  jusqu'à  leur  rencontre  en  K,  d'unir 
le  point  R  au  point  C  par  une  ligne  droite  coupant  AB 
en  G,  puis  de  mener  par  ce  point  G  les  droites  GG,, 
GGo,  respectivement  parallèles  à  IB,,  B^L.  Le  triangle 
GG(Go  remplit  les  conditions  de  l'énoncé  :  le  problème 
n'a  nu'nne  solution. 
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4"  Conslruire  une  conique  (fonl  on  donne  trois 
points  et  deux  tangentes. 

Desargues.  —  Soient  AB,  AC  les  deux  tangentes 
données,  E,  F,  G  les  trois  points  donnés  {/ig.  53): 
considérons  la  droite  MN  qui  unit  les  points  de  contact 
des  deux  tangentes  AB,  AC,  comme  formant  avec  elles, 
en  la  prenant  doublement,  un  quadrilatère  inscrit  dans 
la  conique.  Les  points  G  et  F,  qui  appartiennent  à  la 

Fig.  53. 


couibe,  et  les  points  P  et  Q  uii  la  droite  GF  rencontre 
les  côtés  opposés  AB,  AC  du  quadrilatère  inscrit  déter- 
minent une  involution  dont  le  point  (o,  où  GF  rencontre 
MN,  est  un  des  points  doubles.  En  construisant  les 
points  doubles  de  cette  involution  déterminée,  on  aura 
deux  points,  tels  que  w,  w,,  dont  l'un  se  trouvera  sur 
MN.  Répétant  le  même  raisonnement  relativement  à  la 
transversale  GE,  on  aura  deux  nouveaux  points  co',  co, , 
donlFun  appartiendra  à  la  droite  MN.  Cette  droite  peut 
donc  avoir  quatre  positions  déterminées,  en  associant 
deux  à  deux  les  points  co,  co,  avec  les  points  w',  o)\  5  à 
chaque  position  de  la  droite  correspond  une  conique 
dont  la  construction  se  raujène  à  un  cas  précédent  :  la 
question  a  donc  quatre  solutions. 
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Dans  les  cas  où  quelques-uns  des  éléments  donnés  se 
transporteraient  à  l'infini,  on  raisonnerait  comme  dans 
les  cas  prédents. 

5"  Construire  une  conique  dont  on  donne  trois  tan- 
gentes et  deux  pçints. 

Théorème  corrélatif  de  celui  de  Desargues.  — 
Soient  AB,  BC,  CD  les  trois  tangentes  données,  E,  F 
les  deux  points  donnés  {fig.  54);  considérons  les  deux 
tangentes  réduites  à  une  en  E,  et  les  deux  tangentes  ré- 
duites à  une  en  F,  comme  formant  un  quadrilatère  cir- 
conscrit à  la  conique,  ayant  deux  sommets  opposés  en  E 
et  F,  et  les  deux  autres  sommets  opposés  confondus  au 
point  O  où  elles  se  coupent. 

Les  tangentes  BA,  BC,  les  deux  rayons  BE,  BF  déter- 
minent un  faisceau  en  involution  dont  BO  est  un  rayon 
double  5  donc,  en  construisant  les  rayons  doubles  de  cette 

Fig.  54. 


involution,  déterminée  parles  quatre  rayons  connus,  on 
aura  deux  droites  BO,  BO),  dont  l'une  doit  passer  par 
le  point  de  concours  des  tangentes  en  E  et  F. 

En  répétant  le  même  raisonnement  sur  le  faisceau 
déterminé  par  CB  et  CD,  CE  et  CF,  on  obtiendra  deux 
nouvelles  droites  issues  de  C  et  dont  l'une  passera  par 
le  point  O.  En  associant  chacune  des  deux  droites  issues 
de  B,  et  telles  que  BO,  avec  chacune  de  celles  qui  sont 
issues  de  C,   dans  les  mêmes  conditions,  on  obtiendra 
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qiialre    points  qui   peuvent    appartenir  chacun  à  deux 
tangentes  en  E  et  F. 

On  pourra  ainsi  construire  quatre  systèmes  de  deux 
tangentes  qui,  associés  chacun  aux  trois  tangentes  don- 
nées, détermineront  quatre  coniques  remplissant  les 
conditions  de  l'énoncé. 

Si  un  ou  deux  des  éléments  donnés  passaient  à  l'infini, 
on  raisonnerait  comine  dans  les  cas  précédents. 

XV.  Etant  données  deux  coniques,  chacune  par 
cinij  points,  A,,  A^,  A3,  A4,  A3  pour  la  première,  B,, 
Bo,  B3,  B4,  Bg  pour  la  deuxième,  et  admettant  que  ces 
deux  coniques  ont  quatre  points  communs  inconnus,  on 
propose  de  construire  une  troisième  conique  passant 
par  ces  quatre  points,  et  par  un  cinquième  point 
donné  C. 

Par  le  point  C  menons  une  transversale  quelconque; 
d'après  le  théorème  du  n"  VI,  Chap.  II,  on  pourra  con- 
struire les  deux  points  M  et  M,,  où  elle  rencontre  la 
première  conique,  et  les  points  N  et  N,  où  elle  coupe  la 
seconde  5  le  point  conjugué  de  G  dans  l'involution  déter- 
minée par  les  couples  de  points  M  et  M| ,  N  et  N) ,  appar- 
tient à  la  troisième  conique,  d'après  la  généralisation  du 
théorème  de  Desargues,  n"  VIII,  Chap.  II,  et  peut  être 
construit. 

On  pourra  déterminer  ainsi  autant  de  points  qu'on 
voudra  de  la  troisième  conique,  et  la  question  est  réso- 
lue. 

XVI.  Deux  coniques  ont  deux  points  communs  Aj, 
A-2  donnés  ;  en  outre  on  donne  trois  autres  points  de 
chacune  d' elles  K^^  A4,  A^  pour  la  première.  A',,  A!,,  A^j 
pour  la  deuxième  :  on  demande  de  construire  leurs 
deux  nulles  points  communs. 
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CoupatiL  la  figuie  par  une  transversale,  d'après  le 
ihéorèiue  du  n"  VI,  Cliap.  II,  on  pourra  construire  les 
points  M  et  M,,  N  et  N,,  où  elli-  rencontre  1(!S  deux  co- 
niques qui  sont  chacune  définies  par  cinq  points.  Si  P 
est  le  point  où  la  mènie  droite  rencontre  la  droite  A,  A 2, 
le  point  conjugué  Q  dans  l'involution  déterminée  par  les 
couples  de  points  M  et  M),  N  et  N,  appaitient  à  la 
droite  qui  unit  les  deux  points  inconnus  (Gén.  du  th. 
dfi  Descu'i^iies,  n"  ^  III,  Chap.  II). 

On  jxjurra  construire  ce  point  Q,  et  de  la  nièine  ma- 
nière déterminer  un  second  point  Qi  de  la  droite  unis- 
sant les  points  inconnus.  Il  ne  resteia  plus  qu'à  trouver 
les  points  communs  de  la  droite  QQi  avec  l'une  des  co- 
niques données,  ce  qui  se  fera  par  l'application  du  théo- 
rème établi  au  n"  \  I,  Chap.  II. 

XVII.  Une  section  plane  d'un  cône  ayant  pour  di- 
rectrice une  conique  est  aussi  une  sectioji  conique. 

Kn  edet,  si  l'on  prend  le  sommet  du  cône  comme  point 
de  vue,  la  section  peut  être  considérée  comme  une  per- 
spective de  la  directrice. 

Comme  les  théorèmes  de  Desargues  et  de  Pascal  sont 
projectifs  et  s'appliquent  à  la  directrice,  on  pourra  con- 
struire tous  les  points  de  cette  ligne  par  leur  application 
et  au  moyen  de  cinq  d'entre  eux;  mais  on  pourra  aussi 
construire  tous  les  points  de  la  section  [)ar  l'application 
des  mêmes  théorèmes  aux  points  correspondants  de  cette 
section.  Il  en  résulte  que  tous  les  points  de  la  section 
appartiennent  à  la  conique  qui  passe  par  les  cinq  pre- 
miers et  qui  est  déteiiuinée,  et  qu'en  conséquence  cette 
section  est  une  coniciue. 
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CHAPITRE  III. 

THÉORÈMES  DIVERS  ET  APPLICATIONS. 


Théorème  de  Newton  et  conséquences. 

I.  Théorème  de  jNewton'.  —  Si  par  un  point  du  plan 
dhine  sccU'on  conique  on  mène  deux  sécantes  paral- 
lèles à  deux  directions  données,  parallèles  à  ce  plan, 
le  rapport  du  produit  des  deux  segments  déterminés 
par  la  courbe  sur  V une  des  sécantes  au  produit  des 
segments  déterminés  sur  Vautre  est  un  nombre  con- 
stant indépendant  de  la  position  du  point. 

Soient  O  le  cercle  directeur,  S  le  sommet  du  cône 
{fig-  55);   menons   par   le   sommet   du   côue  les   deux 


droites    SA,    SB,    respectivement   parallèles    aux    deux 
directions  données,  et  limitées  en  A  et  13  au  plan  de  la 
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Lase  circulaire,  le  plan  ASB  sera  parallèle  au  plan 
sécant. 

Par  le  point  /??,  pris  arbitrairement  dans  le  plan 
sécant,  menons  de,  ef  respectivement  parallèles  à  SA, 
SB,  puis  faisons  passer  un  plan  par  SA  et  de,  et  un 
autre  par  SB  et  ef\  le  premier  de  ces  plans  coupera  le 
cône  suivant  les  génératrices  SC,  SD,  le  deuxième  sui- 
vant SE,  SF-,  ils  se  couperont  entre  eux  suivant  la 
droite  SM. 

Traçons  ensuite  pjnq  parallèle  à  DC  et  mit  parallèle 
à  EF.  Delà  similitude  des  triangles  mdq,  DSA,  on  déduit 

md        SA 
mq        AD 

et  de  celle  des  triangles  Sun/,  SMT) 

7ncj         S  ;n 
XlD  ""   SÂT' 

d'où,  multipliant  membre  à  membre, 

md  _  AS         S  m 
iVÎD  ^  AD  ^  SM" 

On  trouve  de  même,  par  la  considération  des  couples 
de  triangles  semblables,  ?npe,  CSA,  S//?/?,  CSM, 

me  _  AS        S  m 
MG  ^  ÂG  ^  SM  ■ 

En  multipliant  membre  à  membre  les  deux  dernières 

me  x  md  SA  /  S  m\- 


iMG  X  MD        AC  X  AD        \  SM 

Répétant  des  calculs  analogues  sur  les  triangles  sem- 
blables :  Smt,  SMF,  et  nitf,  SBF;  puis  sur  les  deux 
autres  couples  de  triangles  semblables  :  S;;*;-,  SME,  et 
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mer.  BSE.  on  vn  déduit 

me  X  nif  SB  /S«i' 


\IExMF        BExBF 

Divisant  membre  à  membre  les  deux  dernières  éga- 
lités, en  remarquant  que,  d'après  les  propriétés  des 
sécantes  an  cercle,  MC  X  MD  ==  ME  x  MF,  on  trouve 

me  X  md        /SA\2    AC  x  AD 


m- 


me  X  mf        \  SB  /    '  BE  x  BF 

Le  second  membre  est  constant  et  le  théorème  est 
démontré. 

La  fig.  55  suppose  les  points  A  et  B  en  dehors  du 
cercle  directeur,  ce  qui  arrive  toujours  quand  la  conique 
est  une  ellipse  ou  une  parabole,  exceptant  dans  ce  der- 
nier cas  celui  où  l'une  des  directions  données  serait 
parallèle  aux  diamètres,  et  que  nous  examinerons  à  part 
à  la  fin  du  présent  numéro. 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  lun  ou  les  deux  points  A 
ou  B  peuvent  être  intérieurs  au  cercle  directeur,  si  les 
directions  SA,  SB  correspondent  à  des  cordes  rencon- 
trant les  deux  branches;  la  démonstration  se  fait  delà 
même  manière  et  conduit  au  même  résultat. 

Conservons  dans  la  fig.  56  les  notations  de  la 
fig.  55^  et  aussi  les  mêmes  hypothèses,  saut  que  SA 
est  une  direction  intérieure  au  lieu  d'être  extérieure 
comme  dans  la  figure  précédente. 

Des  deux  triangles  mdq^  DSA,  sont  toujours  sembla- 
bles et  donnent 

md  _  SA  _ 
/"^  ~  AD' 

il  en  est  de  même  des  triangles  Sfiu/^  SDiNl,  d'où  l'on 

déduit 

mq  _Sm. 
MD~  SM* 
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Multipliant  membre  à  membre, 


md  _  AS       S  m 
iVÎD  ""  ÂD  ^  SÂÏ' 


Fi  g.  56. 


Considérons  encordes  deux  couples  de  triangles  sem- 
blables, nipc^  ASC,  et  Sm/y,  SMC,  on  en  tire 


me 
MG 


AS       S  m 
ÂG^  SM' 


Multipliant  membre  à  membre  les   deux   dernières 
égalités,  on  a 


SA" 


md  X  me 


MD  X  MG       AD  X  AG 


S  m 
SM 


La  démonstration  s'achève  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, que  la  direction  SB  soit  intérieure  ou  extérieure. 

Il  nous  reste  à  exaniiiicr  ce  qui  advient  dans  le  cas 
de  la  parabole,  et  si  l'une  des  directions,  soit  SA,  est 
parallèle  aux  diamètres;  dans  ce  cas  SA  est  située  sur 
la  surface  du  cône,  et  SB  est  contenue  dans  le  plan  tan- 
gent suivant  SA  {Jig.  5^). 

Le  plan  de  la  parabole  est  parallèle  au  plan  tangent 
BSA,  et  coupe  le  plan  de  la  dircctri(;e  suivant  GH  parai- 
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lèle  à  AB.  Par  un  point  m  du  plan  de  la  section  menons 
les  droites  dinl,  einf^  respectivement  parallèles  à  SA, 
SB  5  puis  encore  rmt,  P^^^'^h  respectivement  parallèles 

Fig.  57. 


aux  traces  BFE,  Dx\  des  plans  SBm,  SA/??  sur  le  plan 
de  la  directrice. 

Ces  deux  plans  SB/??,  SA/??  coupent  le  cône  suivant 
les  couples  de  génératrices  SE,  SF,  et  SA,  SD;  de  plus 
ils  se  coupent  entre  eux  suivant  S?/?iM. 

La  trace  I  de  la  droite  f//??I,  intersection  du  plan  de  la 
courbe  et  du  plan  Sx\/?/,  sur  le  plan  de  la  directrice,  se 
déplace  sur  la  trace  GH  du  plan  de  la  section  sur  le  plan 
du  cercle  de  base. 

De  la  similitude  des  triangles  dmq^  S  AD,  on  déduit 


md 
mq 


SA 

AD  ' 


de  celle  des  triangles  Sqni^  SDM,  on  tire 

mq       S  ni  ^ 
DFI^  SM' 

Ann.  de  Matliémat.,  3'  série,  t.  \.   (Janvier  1891.) 
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multipliant  membre  à  membre,  on  a 

md  _  SA       S  m 
MD  ""  AÔ  ^  SM  ' 

De  la  considération  des  triangles  semblables  S/np^ 
SMA,  et  observant  que  mp  =  AI,  comme  côtés  opposés 
d'un  parallélogramme,  on  déduit 

mp  _  AI   _  Sm 
MI~  MÂ^  SM' 


multipliant  membre  à  membre, 


md  X  Al         SA        /Sm\2 
X     - 


MD  X  MA       AD       V  SM 

On  trouve,  comme  dans  les  cas  précédents  et  par  la 
considération  des  mêmes  triangles, 

me  X  mf  _        SB  /S/n\2 

ME  xMF  ""  BF  xBÉ  ^  [sM  )  ' 

Divisant  membre  à  membre  et  observant  que 

MD  X  MA  =  ME  X  MF, 


me  X  mf  SB  AD 

•'   — X  — 


m^xAI        BExBF        SA 


OU 


me  X  mf  _        SB"  AD  x  AI 

^^        ~  BE  x  BF  ^         SA 

Or  le  produit  AD  X  AI  est  constant  et  égal  à  AH  ;  le 
second  membre  est  donc  constant,  et  l'on  a 

'  2  2 

me  x  mf  _        SB  AH 

7^1        ~  BE  X  BF  ^  SA  ' 

c'est-à-dire  que,  dans  la  parabole,  le  point  commun 


1 


(  ^^I  ) 

(F une  corde  de  direction  fixe  avec  un  diamètre  par- 
tage celte  corde  en  deux  segments  dont  le  produit  est 
au  segment  du  diamètre  compris  entre  le  même  point 
et  la  courbe  dans  un  rapport  constant. 


II.  —  Propriétés  métriques  des  demi-cordes  parallèles, 
ou  ordonnées  d'une  section  conique,  par  rapport  aux 
segments  qu'elles  déterminent  sur  le  diamètre  qui  les 
divise  en  parties  égales.  Équations  des  coniques  à 
centre  rapportées  à  deux  diamètres  conjugués.  Équa- 
tion de  la  parabole  rapportée  à  un  diamètre  et  à  la 
tangente  à  l'extrémité  de  ce  diamètre. 

Les  propriétés  que  nous  avons  l'intention  d'établir 
dans  le  présent  numéro  sont  des  conséquences  immé- 
diates du  tliéorème  de  jNewton  que  nous  venons  de  dé- 
montrer. 

Considérons  séparément  les  trois  courbes. 

Ellipse.  —  Soit  l'ellipse  O  {^/ig-  58)-,  A  A',  BB'  deux 
diamètres  conjugués   dont   nous  supposerons  les  demi- 

Fig.  58. 


longueurs  respectivement  représentées  par  «' et  b' :,  CC 

une  corde  parallèle  à  BB',  et  divisée  en  deux  parties 

égales  par  son  point  de  rencontre  P  avec  A  A'. 

rk'       '     I     .1  '     '  1     \       .         1  PGx  PC 

U  après  le  théorème  de  Newton,  le  rapport  jr-r k-t-, 

'  '  ^^        PA  X  PA 


PC 

X 

PC 

PA 

X 

PA'  "" 

pc' 

(  5-^  ) 

conserve  une  même  valeur  constante  quand  le  point  P 
se  déplace  sur  AA';  en  conséquence,  on  a,  pour  tous  les 
points  de  la  courbe, 

PB  X  OB' 
OA  xOA'' 

_  6^ 
PA  X  PA'  "~  0^2  • 

Donc  :  le  carré  d'une  deini-corde,  ou  ordonnée,  qui 
se  déplace  en  conservant  sa  direction,  est  au  produit 
des  segmeTits  quelle  détermine  sur  le  diamètre  con- 
jugué dans  un  rapport  constant. 

Si  l'on  désigne,  d'une  façon  générale,  cette  ordonnée 
parj'^,  et  par  x  le  nombre  positif  ou  négatif  représentant 
OP,  l'équation  précédente  peut  s'écrire 


V- 

b'-^ 

(a'  —  x){a' ^  x) 

a- 

^-   ,  y^ 

a'2    '    6'2  ~  ' 

c'est  l'équation  cartésienne  de  la  courbe  rapportée  aux 
deux  diamètres  conjugués  AA',  BB'. 

Parabole.  —  Soit  une  parabole  dont  le  diamètre  AX 
divise  en  parties  égales  les  cordes  telles  que  CC,  paral- 
lèles à  la  tangente  AY  {fig.  Sp);  d'après  la  fin  du  nu- 
méro précédent,  on   sait  que,  lorsque  la  corde  CC   se 

déplace  parallèlement  à  elle-même,  le  rapport jp — 

est  constant^  et,  comme  le  point  P  où  CC  rencontre  le 
diamètre  conjugué  de  sa  direction  en  est  le  point  milieu, 

CP" 
cette  égalité  peut  se  mettre  sous  la  forme  ^p  =  2//,  // 

étant  un  nombre  représentant  une  longuetir  fixe. 
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Désignant,  d'une  façon  générale,  CPpar  j-  et  APpai  x, 
l'équation  précédente,  qui  a  lieu  pour  tous  les  points  de 
la  courbe,  peut  s'écrire 

équation  cartésienne  de  la  parabole  rapportée  à  un  dia- 
mètre et  à  la  tangente  à  son  extrémité. 

Fig.  59. 


Hyperbole.  —  Soient  enfin  l'hyperbole  O  {^fig-  60), 
ce  une  corde  variable  parallèle  à  01,  OX  le  diamètre 


conjugué  de  sa  direction^  d'après  le  théorème  de  Newton 
et  pour  tous  les  points  de  la  courbe, le  rapport 


PC  X  PC 
PA  X  PA' 


PC 


a  une  valeur  constante,  et  il  en  est  de  même  de  ^.  ., , 

'  PA  X  PA 

puisque  PC=  PC. 

Cherchons  à  déterminer  la  valeur  de  ce  rapport  :  dans 
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ce  but  iiiciioiis,  par  le  point  C,  Co)  parallèle  à  1  asym- 
ptote OB;  nous  avons  immédiatement 


PC  PC 


PA  X  PA'        (Pw  — a.A)(Po:»-,-wA') 
/PC 


coA\  /         wA' 


Si  le  point  C  s'écarte  indéfiniment  de  l'origine,  la 
droite  Coj  se  rapproche  indéfiniment  de  l'asymptote,  et 
le  point  oj  du  point  O;  il  en  résulte  que  ojA  et  toA 
restent  finis,  et  que  leurs  rapports  à  Pw  ont  pour  limite 
zéro  ;  de  plus,  si  nous  représentons  les  longueurs  OA,  AB, 
par  «',  b'  respectivement,  on  déduit  de  la  similitude 
des  triangles  (oPC,  OAB  l'égalité 


d'où 


PC       // 

Vm  ~~  a" 

\Pw) 

b' 

ojfA\  /         wA'X 
'        PoJ('-^P..J 

~  a' 

PA  X  PA' 


Donc  le  carré  d'une  demi-corde ,  ou  ordonnée, 
qui  se  déplace  en  conservant  sa  direction,  est  au  pro- 
duit des  segments  quelle  déternnne  sur  le  diamètre 
conjugué,  que  la  figure  suppose  rencontrer  réellement 
la  courbe,  dans  un  rapport  constant. 

Si  l'on  représente,  d'une  manière  générale,  cette 
ordonnée  par  y  et  par  x  le  nombre  positif  ou  négatif 
représentant  le  segment  OP,  l'équation  précédente  peut 
s'écrire 

(r  —  a'){x  -{-  a')        a'^ 
ou 
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C'est  i'ëcjualion   carlésienne  dv  la  courbe  rapportée  aux 
deux  diamètres  conjugués  OX,  OY. 
Cette  équation  peut  s'écrire 


X- 

= 

a' 2 

y'' 

î+ 

6'2 

6'2 

X- 

(7  +  èV-i)(j--6'v/-0        ^''' 

d'où  l'on  peut  conclure  que  le  carré  d' une  demi-corde 
qui  se  déplace  parallèlement  à  une  direction  fixe,  et 
dont  le  diamètre  conjugué  ne  rencontre  pas  réelle- 
ment la  courbe,  est  au  produit  des  segments  quelle 
détermine  sur  ce  diamètre  dans  un  rapport  constant, 

A  CONDITION  DE  CONSIDÉRER  LES  EXTRÉMITÉS  DE  CE  DIA- 
METRE COMME  DISTANTES  DU  CENTRE  DES  LONGUEURS  IMA- 
GINAIRES REPRÉSENTÉES  PAR  ±  l>\/ I. 

III.  Construire  une  conique  dont  on  donne  un  point 
réel  et  quatre  points  réels  ou  imaginaires  définis  par 
les  couples  de  points  oii  deux  droites  données  ren- 
contrent une  ou  deux  coniques. 

Remarquons  d'abord  C[ue,  d'après  le  tbéorème  établi 
au  11*^  VI,  Cliap.  II,  on  j)eut  remplacer  les  points  com- 
muns réels  ou  imaginaires  d'une  conique  définie  et  d'une 
droite  donnée  par  ceux  de  la  même  droite  et  d'un  cercle 
(ju'on  peut  construire-,  d'après  cela,  on  peut  considérer 
les  quatre  derniers  points  donnés  comme  situés  par  cou- 
ples sur  les  deux  droites  données  et  deux  cercles  donnés. 

Soit  donc  à  construire  la  conitjue  passant  par  le  point 
réel  donné,  A,  et  par  les  couples  de  points  de  rencontre 
des  droites  données  OX,  OY,  avec  les  cercles  donnés  to, 
(0(  respectivement  (fi g.  6i). 

Menons  par  le  point  A  la  j)aiallèle  à  OX  lencontrant 
OY  en  C,  et  soit  A)  son  second  point  de  reneonlre  avec 


(  -'«  ) 

la  courbe^  d'après   le  lliéorènie  de  Newton,  le  rapport 


du  produit  CA  X  CA,  à  celui  des  segments  interceptés 
sur  OY  entre  le  point  C  et  les  points  où  cette  droite 
rencontre  le  cercle  o),,  ce  dernier  produit  étant  égal  à  la 
puissance,  t.,  du  point  C  par  rapport  au  cercle  tO),  est 
égal  au  rapport  des  puissances  P  et  P)  du  point  O  par 
rapport  aux  cercles  co  et  oj,  respectivement. 
On  aura  donc  l'égalité 

CA,  X  G\        P 

d'où  Ton  pourra  déduire  une  construction  du  point  A,. 

On  pouria  déterminer  par  une  construction  analogue 
le  point  Ao  où  la  paiallèle  à  OY  menée  par  A  rencontre 
de  nouveau  la  courbe^  puis  encore  les  seconds  points  de 
rencontre  avec  la  courbe  des  parallèles  menées  à  OY  et 
OX  par  les  points  A,  et  A2,  soient  ces  points  A3  et  A4  ; 
connaissant  cinq  points  réels  de  la  courbe,  elle  est  dé- 
finie et  peut  être  construite. 

Remarque. —  La  construction  précédente  ne  pourrait 
se  terminer  de  la  même  manière  s'il  arrivait  que  les  points 
A3  et  A4  se  confondissent;  dans  ce  cas  OX  etOY  seraient 
parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  courbe, 
diamètres  qu'on  pourrait  construire  en  menant  des  paral- 
lèles à  OY,  OX  par  les  points  milieux  des  cordes  AA,, 
AA^;  on  connaîtrait  alors  le  centre  et  l'on  pourrait  con- 


^ 
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struire  la  longueur  de  ces  diamètres  d'après  le  théorème 
de  Newton,  ainsi  qu'il  suit. 

Conservons  dans  la  //g-.  62  les  notations  de\a.  Jig.  61, 
supposant  A3  et  A4  confondus  en  A3,  et  soient  R  et  R, 

Fig.  62. 


les  extrémités  du  diamètre  parallèle  à  OY.  On  a,  d'après 
le  théorème  de  Newton, 

iRxiR,       ea'  — Ô~l'      P, 


IA,xIA3  y^2  p 

P,  et  P  étant  toujours  les  puissances  du  point  O  par  rap- 
port aux  cercles  tO|  et  to  ;  la  dernière  égalité  permet  de 
construire  8R  et,  en  conséquence,  les  points  R  et  R, . 

Examinons  enfin  le  cas  où  les  droites  données  sont, 
parallèles. 

Proposons-nous  de  faire  passer  une  conique  par  le 
point  réel  A,  et  par  les  points  imaginaires  où  les  cercles 
(0,  to,  rencontrent  les  droites  parallèles  X,X,  Y,  Y  res- 
pectivement [Jig.  63). 

Les  points  milieux  des  cordes  interceptées  dans  la 
courbe  cherchée  sur  les  droites  X,  X,  Y)  Y  sont  placés 
aux  pieds  P  et  Q  des  perpendiculaires  abaissées  des 
centres  10,  oj,  des  cercles  donnés  sur  les  deux  droites 
données. 

PQ  est  donc  le  diamètre  de  la  courbe  divisant  en  par- 
ties égales  les  cordes  parallèles  à  X,X;  en  menant  par 


(58  ) 
A  la  parallèle  à  X|  X  et  en  la  prolongeant  au  delà  de  son 
point  de  rencontre  C  avec  PQ  d'une  longueur  CA,  =  CA, 
le  point  A,  sera  un  nouveau  point  de  la  courbe.   Dési- 
gnons par  R  et  R)  les  extrémités  du  diamètre  PQ  et  par 

Fi  g.  63. 


R/^i 


P  etPj  les  puissances  des  points  P  et  Q  [)ar  rappoit  aux 
cercles  to,  to,  respectivement:  nous  aurons,  par  applica- 
tion du  théorème  de  jNewton, 

CRxCR,       PRxPR,       QRxQR, 


CA 


ou 


GRxCR,      (PG  +  CR)(rC  — GR,)       (QG- GR)(QG-hGRi) 


GA 


P. 


ou  encore 


GRxGR,       PG'-t-PG(GR  — CRi)      QG"  —  QGf  GR  — GR,), 


GA 


GA 


P,^-GA 


Au  moyen  de  la  dernière  égalité,  on  peut  construire 
CR  —  CR,,  puis  au  moyen  de  la  première  un  carré 
équivalent  à  CRxGRi^  et.  d'après  un  problème  dont 
la  solution  est  connue,  on  pourra  construire  CR  et  CR| . 
Connaissant  le  diamètre  RR,  de  grandeur  et  de  position, 
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on  aura  le  centre  :  on  pourra  alors  construire  le  diamètre 
conjugué  qui  est  parallèle  à  X,X,  et  l'on  aura  sa  lon- 
gueur désignée  par  h'  d'après  l'égalité 

pr>^       GR  X  CRi 

qui  se  déduit  du  théorème  de  Newton. 

[A  suivre.) 


ÉCOLE  DES  PO^TS  ET  CHAUSSÉES  (COXCOIRS  DE  1890). 


Cours  préparatoires. 


Géométrie  analytique.  {Durée  de  l'épreuve  :  !\  heures.) 

Étant  donné  un  cercle  fixe  G  dont  le  centre  est  en  un  point 
de  l'axe  des  ^,  et  une  série  de  circonférences  tangentes  à  l'axe 
des  X  à  l'origine,  on  mène  des  tangentes  communes  à  ces  cir- 
conférences et  au  cercle  fixe,  et  on  demande  le  lieu  des  points 
de  contact  M. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  oîi  le  cercle  fixe  se  réduit 
à  un  point  et  celui  oii  le  centre  de  ce  cercle  coïncide  avec 
l'origine. 

Algèbre.  (Durée  :  "i  heures.) 

On  désigne  par  x  et  y  les  distances  AM,  BM  de  deux  points 
A  et  B  à  un  point  I\I  pris  arbitrairement  sur  une  droite  D. 
On  demande  de  déterminer  le  maximum  et  le  minimum  du 

Y 
rapport  —  • 


Lavis.  (Feuille  |  grand-aigle.)  (Z>«/-ee  ;  3  heures.) 

.Moulures.  —  Laver  à  l'encre  de  Chine,  à  teintes  plates  ou  à 
teintes  fondues,  à  volonté,  les  moulures  dont  le  croquis  est 
donné  ci-contre. 

MN,  M'N'  est  l'arête   verticale  d'un  pilastre,  portant    ombre 


(  6o  ) 

à  45°  sur  les  moulures  horizontales  situées  en   arriére  et  dans 
la  position  relative  qu'indique  la  coupe. 


M 

Élévation 

M 

Coupe 

— jr 

a- 

Oy 

b 

^^^^^^ 

'^9> 

^ 

c- 

j!^/////' 

^T 

d. 

1 

N 

./        N 

y 

Les  profils  g' c  et  d f  pourront  être  formés  par  des  quarts 
d'ellipse. 

On  ne  lavera  que  l'élévation,  ombres  propres  et  ombres 
portées. 

Epure.  (  Feuille  +  grand-aigle.)  {Durée  :  4  heures.) 

Cône  et  cylindre  de  révolution.  —  Un  cylindre  de  révolu- 
tion a  pour  axe  la  droite  horizontale  (ab,  a'b')\  il  est  tangent 


au  plan  horizontal  et  il  est  limité  par  deux   plans   de  section 
droite  passant  par  les  extrémités  (a,  a')  et  (è,  b')  de  l'axe. 


(  6i   ) 

Un  cône,  également  de  révolution,  a  pour  sommet  le  point 
(s,  s')  situé  sur  le  plan  horizontal;  son  axe  passe  par  le  point 
(0,0')  milieu  de  l'axe  du  cylindre  et  il  est,  lui  aussi,  tangent  au 
plan  horizontal.  En  projection  horizontale,  les  axes  des  deux 
surfaces  sont  perpendiculaires  l'un  sur  l'autre. 

On  demande  de  chercher  l'intersection  des  deux  surfaces  et 
de  représenter  le  cylindre  seul  en  supposant  le  cône  enlevé 
après  avoir  fait  son  entaille  dans  le  cylindre. 

L'épure  devra  indiquer  la  marche  suivie  pour  trouver  un 
point  courant  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point.  Elle 
comportera  également  les  constructions  faites  pour  trouver  les 
points  les  plus  remarquables  de  l'intersection. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  MVALE 
M  1889. 


Compositions  écrites. 


Arirhinétique  et  Algèbre.  (4  heures.) 

I.  Calculer,  à  un  centième  près,  le  cosinus  de  l'angle  B  d'un 
triangle  ABC  rectangle  en  A,  dont  les  côtés  b  et  c  ont  pour 
longueurs  b  =  1 15'",6543,  c  =  i7'"4326. 

II.  On  donne  une  demi-circonférence  BDC  et  une  droite  AD 
perpendiculaire  en  A,  au  diamètre  BG,  et,  par  un  point  X  situé 


sur  ce  diamètre,  on  mène  XE  i)aralléic  à  AD;  on  joint  1>E 
et  on  projette  sur  XE,  orthogonalcment  en  H,  le  point  G  où 
BE  rencontre  AD.  Désignant  OA,  OX,  OC  respectivement  par 
a.  X.  R,  on  demande  : 

/ 1^ j. 

1°  D'étudier  les  varialicMis  de  HE  =(r  —  «)l/  n ^  quand 

\     R  -f-  .r  ^ 


(  ^'-^  ) 

le  point  X  se  déplace  sur  le  diamètre  BC,  en  considérant  suc- 
cessivement les  cas  où  ce  point  est  situé  entre  B  et  G,  au  delà 
de  G  ou  au  delà  de  B  ; 

2^  D'étudier  le  même  problème  en  prenant  pour  variable 
l'angle  XOE  =  o. 

Géométrie  descriptive,  (i  heure  et  demie.) 

xy  étant  la  ligne  de  terre,  on  donne  sur  le  plan  horizontal 
un  triangle  ABG  dont  l'un  des  côtés  AB  est  situé  sur  la  ligne 
de  terre.  Les  côtés  ont  pour  valeur 

AB  =  ioo°"", 
BG  =  68""", 
GA  =  loo"". 

1°  Construire  au-dessus  du  plan  horizontal  un  tétraèdre 
ayant  pour  base  le  triangle  ABG  et  tel  que  les  dièdres  AB,  BG, 
GA  aient  respectivement  pour  valeurs 

dièdre  AB  =  80°, 
dièdre  BC  =  60°, 

dièdre  GA  =  80°. 

1°  Construire  les  projections  des  sphères  circonscrite  et  in- 
scrite à  ce  tétraèdre. 

Calcul  trigonomé trique,  (i  Jieure.) 

Calculer  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0°  et  90°,  qui  satis- 
font à  la  relation 

tang  i99°i8'';>6''  x  (  cos  19.1°  ig'ii"  )"' 


■in^f  4rr  -f-  21°)  = 


2,98761  X(sin348''i4'57";^ 


Géométrie  et  Géométrie  analytique.  (3  heures.) 

I.  Géométrie.  —  Connaissant  les  trois  côtés  d'un  triangle, 
calculer  les  médianes,  les  hauteurs,  les  bissectrices,  les  rayons 
du  cercle  circonscrit,  des  cercles  inscrit  et  exinscrits. 

II.  Géométrie  analytique.  —  Etant  donnés  deux  axes  rec- 
tangulaires ox,  oy  et  un  point  M  de  coordonnées  a  et  b,  on 
demande  de  mener  par  le  point  M  deux  droites  MA,  MA',  fai- 
sant entre  elles  un  angle  donné  V,  et  telles  que  les  quatre  points 
A,  B,  A',  B'  de  rencontre  avec  les  axes  soient  sur  une  même 
circonférence. 
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1°  Le  problème  admet  pour  chaque  valeur  de  V  deux  solu- 
tions. Equations  des  deux,  circonférences  correspondant  à  cha- 
cune de  ces  deux  solutions.  Les  distinguer. 

2°  Le  point  M  étant  fixe,  on  suppose  que  l'angle  V  varie 
d'une  manière  continue.  Démontrer  que  le  lieu  des  centres  de 
toutes  ces  circonférences  est  une  ligne  droite  et  qu'elles  ont  un 
même  axe  radical.  Étudier  comment  varie  la  longueur  du 
rayon;  trouver  ses  valeurs  minima. 

3°  L'angle  V  étant  constant,  on  suppose  que  le  point  M  décrit 
une  circonférence  autour  du  point  O  comme  centre;  trouver  le 
lieu  des  centres  de  chacune  de  ces  circonférences. 


COXCOIRS  D'ADMISSIO\  A  L'ÉCOLE  NAVALE 
Ei\  1890. 


COMPOSITIOXS   ÉCRITES. 


Arithmétique  et  Algèbre,  {^heures.) 

I.  Calculer,  à  plus  ou  moins  yo^  près,  la  valeur  de  tangiS" 
donnée  par  la  formule 


/ 


I  —  cosSo" 
I  -T-  cos3o° 


II.  On  donne  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A  et  isoscèle, 
tel  que  AB  =  AC  =  b.  D'un  point  X  situé  sur  AB  comme 
centre,  avec  XA  comme  rayon,  on  décrit  une  circonférence;  on 
joint  le  point  X  aux  deux  points  M  et  N  où  cette  circonférence 
coupe  l'hypoténuse. 

Étudier  les  variations  de  la  surface  du  triangle  XMN  quand 
le  point  X  se  déplace  sur  AB  et  sur  ses  prolongements. 

III.  Représenter  par  une  courbe  rapportée  à  des  axes  rec- 
tangulaires les  variations  de  la  fonction 

,  ,    ,  .        ,     cosa? -f- i/cos^a?  —  cos'^a 

Y  =  logr.  nepenen  de — , 

•^  -        '  cosa 

a  étant  compris  entre  o  et  - • 

^  '2 

i>         •         1  ■     I  ■         .  "^ 

Examiner  le  ca«  partirulici-  ou  a  =  o  et  </  =  -• 
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Géométrie  cotée,  (i  heure  et  demie.) 

Etant  donnés  deux  points  A  et  B  dont  les  cotes  au-dessus  du 
plan  de  comparaison  sont  respectivement 

A  =  o'",38,         B  =  o'"56. 

et  dont  la  distance  horizontale  est  de  o™,  42,  construire  à  l'é- 
chelle de  -.î-  la  projection  cotée  d'un  prisme  droit  à  base  carrée, 
satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

Le  côté  de  la  base  est  AB,  la  pente  du  plan  de  cette  base 
est  de  |,  la  hauteur  du  prisme  est  de  o™,6o. 

Indiquer  les  intersections  de  la  figure  avec  une  série  de  plans 
horizontaux  équidistants  entre  eux  de  o'",20. 

Calcul  trigonométrique.  (i  heure.) 

Calculer  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0°  et  3Go",  qui  sa 
tisfont  à  l'équation 

._  .        sin3('226"i5'i8",6)  X  tano;2(338°42'i3") 


(0,56417)-^  X  cos245°i9'56",  3 


Géométrie  et  Géométrie  analytique.  (3  heures  et  demie.) 

I.  Géométrie.  —  Énoncer  et  démontrer  succinctement  les 
principaux  théorèmes  qui  servent  à  établir  que  le  rapport  des 
volumes  de  deux  pyramides  quelconques  est  égal  au  produit 
du  rapport  des  bases  par  le  rapport  des  hauteurs. 

II.  Géométrie  analytique.  —  Oay  étant  deux  axes  rectan- 
gulaires, BL  une  droite  fixe  parallèle  à  l'axe  des  x{y  =  b),  et 
A  un  point  mobile  sur  cette  droite  (B  A  =  a),  à  chaque  position 
du  point  A  correspond  une  hyperbole  équilatère  passant  |)ar 
les  trois  points  A,  B,  O  et  tangente  en  O  à  l'axe  des  x. 

\°  Trouver  le  lieu  des  centres  de  toutes  ces  hyperboles  et 
construire  pour  une  position  donnée  de  A  le  centre  et  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère  correspondant  à  ce  point. 

2°  On  joint  le  point  variable  A  à  un  point  fixe  Q  pris  sur 
l'axe  des  ^,  la  droite  QA  rencontre  l'hyperbole  correspondante 
à  ce  point  en  un  second  point  M  dont  on  demande  le  lieu; 
discuter  la  nature  de  ce  lieu  suivant  la  position  de  Q  sur  l'axe 
des  r. 
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li\TEI{SECTIOi\  DE  DEUX  OLADUIQUES; 

Pau  m.  Lucien  LÉVY. 


Dans  le  numéro  des  JVohuelies  annales  de  décembre 
1890,  M.  Carvallo  a  publié  un  intéressant  article  où  il 
a  l'occasion  d'appliquer  une  méthode  de  M.  Darboux  à 
la  recherche  des  conditions  de  contact  de  deux  qua- 
driques.  La  méthode  indiquée  me  païaît  plus  puissante 
qu'il  ne  semble  résulter  de  l'article  cité  et  je  voudrais 
montrer  qu'elle  permet  une  discussion  complète  de 
l'équation  en  À  relative  â  deux  quadriques,  au  moins 
si  l'on  fait  abstraction  du  réel  et  de  l'imaginaire.  Je  re- 
trouverai ainsi  tous  les  résultats  obtenus  par  Paiuvin 
{\o\r  Nouvelles  annales,   i86"8  et  1869). 

Pour  abréger,  je  conserverai  les  notations  de  M.  Car- 
vallo et  je  renverrai,  au  besoin,  à  sa  IVote. 

Soient 


(•) 


j   S  r:^  o{T,y,  :.,/) 

\  -t-  ■2^"cr_y  -h  Q.^(.T  ~h  "i^ç'y  -\-  '^y''^  -I-  0  =  o. 

(    S'=/(37,J,   Z,  t) 

(2)  I       =  A.r2+ A>2-i- A"^2h- 2Bj^ -h2B'^^ 

(  -+-  2  B".rj-  +  2(  .r  M-  2  G  y  -{-  2  G  "^  H-  D  )  =  o 

les   équations   de  deux   surfaces  de   second   ordre   (S) 
et  (S'); 

(3)  f{x,y,z,t)  +  'koix.y,z,t)  =  o 

l'équation  générale  des  quadriques  qui  passent  par  leurs 
intersections  5 

(4)  A().)  =  o 

Ann.  de  Mathéniat.,  A"  série,  l.  \.  (Février  i8yi.)  5 
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l'équation  du  quatrièm<i  degré  en  A  qui  exprime  que 
l'équation  (3)  représente  un  cône. 

Si  le  déterminant  A(a)  est  nul  sans  que  tous  ses  mi- 
neurs du  premier  ordre  le  soient,  l'équation  (3)  repré- 
senteia  un  cône  ou  un  cylindre  non  décomposaLles. 

Si  les  premiers  mineurs  de  A  (A)  sont  nuls  sans  que 
tous  les  mineurs  du  second  ordre  le  soient,  l'équa- 
tion (3)  représentera  un  système  de  deux  plans  distincts, 
parallèles  ou  non,  réels  ou  imaginaires. 

Si  les  mineurs  du  second  ordre  de  A()^)  sont  nuls 
sans  que  les  éléments  de  A()>)  le  soient  tous,  l'équa- 
tion (3)  représentera  deux  plans  confondus. 

Enfin  si  les  éléments  de  A(À)  sont  tous  nuls  pour  la 
valeur  de  A  considérée,  l'équation  (3)  est  indéter- 
minée. 

jNous  considérerons  successivement  ces  diverses  hy- 
pothèses. Cela  posé,  la  méthode  de  IM.  Darboux  repose 
essentiellement  sur  le  lemme  suivant  dont  j'omettrai  la 
démonstration  : 

Si  l'on  remplace  les  deux  surfaces  Set  S'  d'un  fais- 
ceau de  quadriques  par  deux  autres  surfaces  'ï.  et  S' 
du  même  faisceau,  l'équation  en  u  {^(j ni  exprime  que 
le  discriminant  «fe  S  -j-  p.S'  est  nul)  a  ses  racines  reliées 
par  une  relation  ho?7iographiq ne  à  celles  de  l'équation 
en  \  provenant  de  la  forme  S  -f-  AS'. 

Il  en  lésulte  que  les  équations  en  ),  et  en  a  acquer- 
ront en  même  temps  une  ou  deux  racines  doubles,  une 
racine  triple,  une  racine  quadruple,  et  que  l'on  peut 
choisir  les  surfaces  S  et  S'  qui  servent  de  bases  au  fais- 
ceau, sans  que  l'intersection  ni  la  nature  des  racines  de 
l'équation  en  ).  en  soient  affectées. 
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1. 

A(À)  EST    ^^JL   SAKS   QUE    TOUS  SES    PREMIERS    MIIVEURS 
LE  SOIENT . 

Les  quaUe  cônes  qui  correspondent  à  chaque  valeur 
de  À  sont  tous  de  véritables  cônes  ou  des  cylindres.  Je 
supposerai  que  la  surface  (i)  soit  un  de  ces  cônes  :  par 
suite,  l'équation  en  À  aura  une  racine  nulle.  Si,  confor- 
mément aux  notations  usuelles  (Salmon,  Géométrie 
analytique  à  trois  dimensions,  §  234),  nous  posons 

A  (X  )  =  A  À*  —  0  À^  —  '!>  A'-  —  0'  À  —  A', 
l'équation  (4)  s'écrira 

(5)  AÀ*— eX»— *).-  — e'À  =  o. 

a.  Théorème  I.  —  ^4  toute  racine  simple  de  cette 
équation  correspond  un  cône  n  ayant  pas  son  sommet 
sur  une  quadrique  du  faisceau. 

D'après  le  leninie  cité  plus  haut,  on  peut  supposer 
que  cette  racine   simple  soit  la  racine  nulle.  Le  cône 

correspondant  a  pour  équation 

(i)  f{x,  y,z.t)  =  o. 

Les  coordonnées  .r,,  j  ),  ^i,  t^  de  son  sommet  véri- 
fient les  égalités  [voir  l'article  de  M.  Carvallo) 

xi  y\  z\  o.XiV^         a-i-r. 


i%) 

\dx']      Ua'V 

\dW'J 

7-) 

\r)B'l 

aji^i         2^1  ^1 

2.>-l  ti 

IZiti 

^î 

\dB)        \âC/ 

m 

m 

{dUj 

et  1  on  a 

=  'f(r,.  ji, 

s,,^). 
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Si  la  racine  nulle  est  simple,  0'  n'est  pas  nul  et  le 
point  X,)  i  z,  t,  u'est  pas  sur  la  surface  (S).  Mais  la  dé- 
monstration suppose  que  la  surface  (S')  est  un  véritable 
cône  (')  :  il  faut  la  modifier  pour  le  cas  où  elle  serait 
un  cvlindre.  Dans  ce  cas,  soit 

une  parallèle  à  l'axe  de  cylindre,  on    vérifie  aisément 
les  égalités 

('A)      (^\      (^)      (^]      f^\      (A)' 

^d\J        \dA'J        \'JA"/        \âB"J         \dB'J        \0BJ 

Si  nous  appelons  alors  '■:>'[x^j-,  z)  l'ensemble  des 
termes  du  second  degré  en  x,  y,  ^  de  la  fonction 
o(.r,  }  -i  ^1  t)i  nous  aurons 

Cette  expression  n'est  donc  nulle  que  si  la  surface 
(S)  a  une  génératrice  (réelle  ou  imaginaire)  parallèle  à 
l'axe  du  cvlindre  (S').  Ce  cas,  par  une  extension  de  lan- 
gage connue,  rentre  donc  dans  le  précédent  ( -). 

Donc,   si   toutes  les  racines  de  l'équation  en  A  sont 


(')  On  se  contente,  en  général  {voir,  par  exemple,  le  Mémoire  de 
Pain  vin  et  la  Note  de  ^I.  Carvallo),  de  donner  les  théorèmes  rela- 
tifs aux  cônes  ou  aux  plans  se  coupant.  Il  m'a  paru  intéressant  de 
montrer  que  la  méthode  employée  s'applique  à  tous  les  cas,  sans 
faire  appel  aux  méthodes  de  transformation. 

{")  Pour  être  complet,  il  est  utile  de  remarquer  que  la  démonstra- 
tration  ci-dessus  tombe    elle-même    en   défaut  si   tous  les  mineurs, 

sauf  un,  par    exemple  — r-'  se  réduisent   à  zéro.    IMais,  dans  ce  cas, 

^,    ,     .  C'A  .  ,   .    ,  ,         ,•    , 

0    devient  —  a  — >  et  a—  o  exprime  précisément  que  le  cvlindre  a 
t'A  .  ■  .. 

ses  génératrices  parallèles  à   une    direction   asymptotique  de  l'autre 
quadriqiie. 
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simples,  l'intersection  des  deux  quadriques  présentera 
le  même  aspect  que  l'intersection  (sans  point  double) 
de  deux  cônes  ou  cylindres  n'ayant  entre  eux  aucune 
relation  de  position  particulière. 

h.  Théorème  H.  — A  toute  racine  double  de  l'équa- 
tion en  À  correspond  un  cône  ajant  son  sommet  sur 
toutes  les  quadriques  du  faisceau,  ou  un  cylindre  dont 
V axe  est  une  direction  asymptotique  commune  à  toutes 
les  quadriques  du  faisceau.  (Nous  supposons  toujours, 
pour  le  moment,  les  cônes  indécomposables.) 

Ce  théorème  est  démontré  par  ce  qui  précède. 

Deux  cas  peuvent  ici  se  présenter  :  i"  L' ne  seule  ra- 
cine est  double.  L'intersection  est  une  quartique  à 
point  double  réel  ou  isolé  :  toutes  les  quadriques  ont 
un  même  plan  tangent  en  ce  point.  i"  Il  y  a.  deux  ra- 
cines doubles.  Il  leur  correspond  deux  cônes  ayant 
chacun  son  sommet  suf  toutes  les  surfaces  du  faisceau 
et  en  particulier  sur  l'autre  cône.  Les  deux  cônes  et,  par 
suite,  toutes  les  quadriques  ont  une  génératrice  com- 
mune; le  reste  de  rinlersection  est  une  cubique  gauche, 
coupant  la  génératrice  commune  en  deux  points  dis- 
tincts. 

c.  Théorème  111. —  A  toute  racine  tiiple  de  V équa- 
tion en  h  correspond  un  cûne  ayant  son  sommet  sur 
toutes  les  surfaces  du  faisceau  et  de  plus  le  plan  tan- 
gent à  toutes  ces  surfaces  en  ce  point  est  aussi  langent 
au  cône. 

11  suflit,  pour  le  voir,    de  nicltre  l'équaliori  du   cnnc 

sous  la  forme 

A"^-  —  -i.  \^>"  ry  =  o, 

ce  qui   est  toujours  possible.  La   (juantité  *^  de    l'écpia- 


tion  (5)  clc'\icnl  alors 

B"(B"7""^-o.A"yy'), 

et,  comme  B"  ne  peul  être  nul  (cône  indécomposable), 
il  faut,  pour  acquérir  une  racine  triple,  annuler  le  second 
facteur,  ce  cjiii  exprime  précisément  la  condition  de 
l'énoncé. 

Dans  ce  cas,  toutes  les  quadriques  du  faisceau  ont 
encore  un  même  plati  tangent  en  un  point  P^  leur  inter- 
section est  une  courbe  du  quatrième  ordre  indécom- 
posable et  présentant  au  point  P  un  rebroussement. 

d.  11  reste  à  examiner  la  singulaiité  introduite  par 
une  racine  quadruple. 

D'après  le  cas  précédent,  on  pourra  écrire  l'équation 

du  cône  S' 

A"z-—  'xW  xy  =  o, 

et  prendre  le  plan  des  zj^  tangent  à  la  surlace  S.  L'équa- 
tion de  cette  dernière  devient  alors 

o{x,  y,  z,  t)  =  oix-  -\-  y.'r^  -+-  a" z'^  -h  'i'^ yz 

~  -i. ^' zx  -I-  i  ^" xy  -h  -j-^x  =  o. 
et  l'équation  (5), 

AXi—  3t'Y2A"X3  =  o. 

Pour  qu  il  y  ait  une   racine  quadruple,    il  faut  et  il 

suffit  que 

a' Y"  A"  =  o 

et,  comme  A"  ^  o,  que  v  =  o  ou  a':=  o. 

Si  y  =  G,  les  deux  surfaces  sont  des  cônes  de  même 
sommet,  comme  toutes  les  surfaces  du  faisceau  :  l'équa- 
tion (5)  est  indéterminée  ;  ce  n'est  pas  le  cas  actuel. 

Si  y.'  =z  o,  la  suiface  S  conti(;nt  l'axe  desj^  :  les  sur- 
faces du  faisceau  ont  toutes  une  génératrice  coniviune, 
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et  le  reste  de    l' intersection  est  une  cubique   gauche 
tangente  à  la  génératrice  commune.   Le  point  de  con- 
tact est  le  sommet  du   cône  ([uadiuple.   Les   quadriques 
ont  en  ce  point  un  même  plan  tangent. 

IL 

A(X)   EST  NUL,    Ai:\SI    QUE   TOUS    SES    MIA'EC'RS    DU    PREMIER 
ORDRE,    MAIS     UN     MIKEUR     AU     MOIKS     DU     SECOKD    ORDRE 
•       EST    DIFFÉREjVT    DE     ZÉRO. 

Le  cône  qui  correspond  à  cette  valeur  de  1  se  réduit  à 
un  système  de  deux  plans  distincts.  Nous  supposerons, 
comme  précédemment,  que  ce  cône  soit  la  surface  S'  et, 
par  suite,  qne  la  racine  )>,  qui  annule  à.Çk)  et  ses  pre- 
miers mineurs,  soit  zéro.  A'  et  0',  qui  est  une  fonction 
linéaire  des  premiers  mineurs  de  A',  sont  nulles. 

L'équation  (5)  devient  alors 

a.  Ainsi  la  racine  nulle  est  double  lorsque  le  cône 
correspondant  est   un  sj  stème  de  deux  plans  distincts. 

Si  Ton  suppose  les  deux  plans  distincts  se  coupant, 
on  peut  les  prendre  pour  plans  des  xj^  et  des  yz  et  <ï> 
a  pour  valeur  y'2 — a'o;  si  les  deux  plans  sont  paral- 
lèles, on  peut  prendre  pour  leurs  équations  :;  =  o  et 
z  =  II,  et  la  fonction  ^  a  pour  valeur  h-['^J''  —  aa').  Par 
conséquent,  l'intersection  des  deux  plans  qui  consti- 
tuent le  cône  dégénéi'é  coupe  la  sui'face  (S)  et,  par 
suite,  toutes  les  surfaces  du  faisceau  en  deux  points 
distincts. 

Cela  posé,  nous  avons  trois  cas  h  distinguer  : 

1°  Les  deux  racines  non  nulles  de  l'équation  en  A 
sont  distincles.  Il  leur  correspond  deux  cônes  n'ayant 
pas  leurs  sommets   sui'  rinterseclion  ;  cette  dernière  se 
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compose  donc  de   deux  courbes  planes  non  évanouis- 
santes et  ne  se  toucliant  pas.  Les  quadriques  sont  bitan- 
genles. 

2°  Les  deux  racines  non  nulles  sont  égales  entre  elles, 
mais  n'annulent  pas  les  premiers  mineurs  de  A(X). 

Le  cône  double  qui  leur  correspond  est  un  cône 
effectif  ayant  son  sommet  sur  l'intersection  :  celle-ci  doit 
donc  être  composée  de  deux  courbes  planes  dont  une 
passera  au  sommet  du  cône,  c'est-à-dire  sera  un  système 
de  deux  droites.  Les  quadriques  se  touchent  en  trois 
points. 

3°  Les  deux  racines  non  nulles  sont  égales  entre  elles 
et  annulent  les  premiers  mineurs  de  A(}.). 

Il  leur  correspond  un  système  de  deux  plans  distincts. 
L'intersection,  devant  être  dans  quatre  plans  di(îérents, 
ne  peut  se  composer  que  de  droites.  C'est  un  quadrila- 
tère gauche.  Les  quadriques  se  touchent  en  quatre 
points  qui  sont  les  quatre  sommets  du  quadrilatère. 

b.  Supposons  maintenant  la  fonction  <ï>  nulle.  La  ra- 
cine nulle  de  l'équation  en  A  devient  triple.  L intersec- 
tion des  deux  plans  distincts  est  tangente  à  la  surface. 

La  racine  qui  reste  correspond  nécessairement  à  un 
cône  véritable  qui  n'a  pas  son  sommet  sur  l'intersec- 
tion. Il  est  coupé  par  les  deux  plans  suivant  deux  co- 
niques, tangentes  entre  elles,  qui  constituent  l'intersec- 
tion des  deux  quadriques.  Ces  deux  surfaces  ont  un 
plan  tangent  commun  au  point  de  contact  des  deux  co- 
niques. 

c.  La  racine  qui  annule  A(â)  et  ses  premiers  mi- 
neurs est  quadruple,  B  =  o. 

Je  prendrai  pour  plan  de  coordonnées  les  deux  plans 
qui  composent  la  surface  (S'),  pour  axe  des  j  leur  in- 
tersection, pour  oiigine  le  point  où  les  deux  coniques 
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se   louchent  (^voir  le   paragraphe  précédent),  point  oii 

toutes  les  quaclriques  du  faisceau  ont  un  même  plan 

laugent  qui  passe  évidemment  par  Oy.  Alors  l'équation 

de  (S')  devient 

•iW  zx  =  o, 

et,  dans  l'équation  de  la  surface  (S),  0  =  0;  0  =  o 
donne  ^^  o;  0  devient  égal  à  B'a'yv". 

D'où  trois  cas  à  considérer  : 

1"  a'=  o.  —  Le  plan  des  j'^  est  sur  les  deux  surfaces. 
Toutes  les  quadriques  du  faisceau  se  raccordent  suivant 
Oy  et  ont  de  plus  en  commun  deux  génératrices  de 
l'autre  système.  Le  cône  quadruple  se  compose  de  deux 
plans  passant  l'un  par  0}  et  par  une  génératrice  com- 
mune, l'autre  par  Oy  et  par  l'autre  génératrice  com- 
mune. 

2"  Y  =  o.  —  Le  plan  des  xy^  qui  compose  une  partie 
du  cône  (S'),  est  tangent  à  la  surface  (S).  L'intersection 
se  compose  alors  d'une  véritable  conique  et  de  deux 
droites  qui  se  coupent  sur  celte  conique  .  le  plan  de  ces 
deux  droites  est  tangent  à  la  conique. 

30  y"^  o.   C'est  le  môme  cas  que  le  précédent. 

IIL 

TOUS   LES   MINEURS    DU   SECOND  ORDRE   DE  A(à)    SONT   NULS, 
MAIS    UN    ÉLÉMENT  AU  MOINS  EST  DIFFÉRENT  DE  ZÉRO. 

L'équation  (5)  se  réduit  à 

AÀi-  0X3=  o. 

Donc  l(L  racine  nulle  est  triple,  lorsque  le  cône  cor- 
respondant se  compose  de  deux  plans  confondus. 

a.  B  n'est  pas  nul.  A  la  racine  non  nulle  corres- 
pond un  cône  véritable  n'ayant  pas  son  sommet  sur  la 


(74  ) 

surface.  Les  quadriques  sont  insciilcs  dans  un  cône  le 
long  d'une  mètne  conifjue. 

Si  la  conique  est  véritable,  on  ne  peut  pas  avoir, 
dans  le  cas  actuel,  de  racine  quadruple  :  car,  en  prenant 
le  plan  de  cette  conique  pour  plan  des  jy,  une  tangente 
à  la  conique  pour  axe  des  y,  un  plan  tangent  à  la  sur- 
face (S  )  pour  plan  des  zy^  enfin  l'axe  des  z  conjugué  de 
celui  desj)  dans  le  plan  tangent,  Fécpiation  (5)  devient 

}.ol'u"-+-  a' A"  =  o. 

A  n'est  pas  nul;  a'  ne  peut  l'être  sans  qu'il  y  ait   une 
indétermination  complète. 

b.  Supposons  alors  la  conique,  située  dans  le  plan 
double,  évanouissante,  0  =  o  et  l'équation  se  réduit  à 

\}:*=  o. 

11  y  a  toujours  une  racine  quadruple  :  ce  cas  est 
donc  séparé  du  précédent.  Les  deux  quadriques  se  rac- 
cordent le  long  de  deux  droites  concourantes. 

IV. 

TOUS    LES    ÉLÉMENTS  DE   A(X)  SONT  NULS  (pOUR  LA   VALEUR 
DE  A  considérée). 

Les  deux  quadriques  coïncident.  La  racine  de  l'équa- 
tion en  A  est  quadrujjle. 


L  EOUATIOV    E>    /.   RST   UNE   IDENTITE. 

Toutes  les  (piadriques  du  faisceau  sont  des  cônes  ou 
des  systèmes  de  plans.  ^Sous  pouvons  éliminer  en  bloc 
les  cas  de  cônes  ayant  un  sommet  commun  à  distance 
finie  on  infinie,  ces  cônes  pouvant  d'ailleurs  dégénérer 
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c'u  plans  :  car  loules  les  vaiiétés  possibles  se  rencontre- 
ront en    joignant  par  des  droites  tous  les  points  d'une 
des  variétés  dti  coniques  à  un  point  situé  hors  du  plan 
de  la  conique. 

Supposons  donc  le  cône  (S')  non  décomposabh;  :  son 
sommet  sera  sur  l'autre  cône  qui,  réciproquement,  aura 
son  sommet  sur  le  premier  (s'il  ne  se  décompose  pas). 
Cela  résulte  du  théorème  I,  Enfin  le  second  théorème 
nous  apprend  que  le  premier  cône  aura  un  j)lan  tangent 
commun  avec  le  second.  Les  deux  cônes  se  touchent 
donc  le  long  d'une  génératrice  :  le  reste  de  l'intersection 
est  une  conique.  Si  l'on  observe  que  le  faisceau  de  cônes 
comprend  le  cône  composé  du  plan  tangent  commun  et 
du  plan  de  la  conique  commune,  plan  cpii,  exceplion- 
nellement,  peut  se  confondre  avec  le  plan  tangent,  si 
l'on  admet  aussi  que  le  second  cône  peut  dégénérer  en 
deux  plans,  on  aura  toutes  les  variétés  que  comporte  ce 
cas. 

La  discussion  de  ce  cas  se  ferait  suivant  les  mêmes 
principes  que  précédemment.  Ainsi,  1  et  A'  étant  nuls, 
les  deux  surfaces  S  et  S'  seraient  des  cônes  véritables, 
des  cylindres,  des  systèmes  de  plans  ou  des  plans  con- 
fondus. Dans  chacun  de  ces  cas  les  coefficients  0,  6',  <I> 
seraient  nuls  soit  parce  que  les  mineurs  d'un  certain 
ordre  de  A  ou  de  A'  seraient  nuls,  soit  par  suite  des  po- 
sitions mutuelles  des  deux  cônes.  Ce  qui  a  été  dit  dans 
les  paragraphes  précédents  suffit  pour  guider  dans  la 
discussion  actuelle,  et  nous  nous  bornerons  à  renvoyer 
le  lecteur  pour  le  résumé  des  cas  qui  peuvt'ut  se  pié- 
senter  au  Mémoire  de  Painvin  [Nouvelles  yinnales, 
p.  2i3  et  2i4:  1869).  Il  conviendra  cependant  d'ajou- 
ter à  l'énumération  détaillée  de  Painvin  le  cas  de  deux 
quadriques  composées  l'une  d'un  plan  P  et  d'un  plan  Q, 
l'autre  du  mémo  plan  P  er  d'un  aulrc  [)lau  Q'  :  Pain\in 
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ayanl  cru,  avec  raison  d'ailleurs,  devoir  signaler  à  part 
les  cônes  de  même  sommet,  les  cylindres  parallèles,  etc., 
il  m'a  semblé  utile  de  signaler  un  cas  intéiessant  où 
toutes  les  quadriques  du  faisceau  sont  des  systèmes  de 
plans.  Il  y  en  a  encore  d'autres  que  les  lecteurs  des 
Nouvelles  annales  découvriront,  comme  je  l'ai  indi- 
qué plus  haut,  en  annulant,  non  seulement  A  ou  A', 
mais  encore  leurs  mineurs. 

a.  A  et  A'  sont  nuls  sans  que  leui^s  premiers  mineurs 
soient  nuls.  Ce  sont  de  véritables  cônes  (ou  cylindres), et 
l'on  peut  appliquer  les  théorèmes  de  l'article  preuiier  : 
ils  ont  chacun  leur  sommet  sur  la  surface  de  l'autre,  et 
un  plan  tangent  au  premier  cône  en  son  sommet  est 
aussi  tangent  à  l'autre  ($  =  o).  Les  deux  cônes  sont 
donc  tangents  tout  le  long  d'une  génératrice;  le  reste 
de  l'intersection  est  une  courbe  plane.  Il  peut  aussi  ar- 
river ici  que  les  deux  cônes  aient  même  sommet. 

b.  A'  est  nul  sans  que  ses  premiers  mineurs  le  soient  ; 
A  est  nul  ainsi  que  ses  mineurs  du  premier  ordre.  La 
surface  (S')  est  un  véritable  cône;  (S)  est  un  système 
de  deux  plans  distincts.  Les  théorèmes  de  l'article  T  s'ap- 
pliquent toujours  :  le  cône  (S')  a  son  sommet  sur  la  sur- 
face (S)  et  un  des  deux  plans  qui  composent  la  surface 
(S)  touche  le  cône  (S').  C'est  au  point  de  vue  du  fais- 
ceau de  cônes  le  même  cas  que  le  précédent. 

c.  A'  est  nul  sans  que  ses  premiers  mineurs  le  soient; 
A  est  nul  ainsi  que  ses  mineurs  du  premier  et  du  second 
ordre.  (S)  est  un  plan  double  qui  passe  par  le  sommet 
du  premier  cône.  C'est  encore  un  cas  particulier  (cônes 
tangents  entre  eux  le  long  de  deux  génératrices). 

Il  n'y  a  plus  à  associer  que  des  couples  de  plans. 
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OBSERVATIONS  SIR  ll\  MÉMOIRE  DE  M.  IIEXRI  POI\CARÉ, 
riRLIÉ  E\  1887,  I)A\S  LES  «  ACTA  MATHEMATICA  »  DE 
STOCKHOLM,  ET  RELATIF  Al\  RÉSIDIS  DES  INTÉGRALES 
DOIBLES; 

Par  m.  Maximilien  MARIE. 


Je  n'ai  eu  que  par  hasard  connaissance  de  ce  Mé- 
moire, où  cependant  je  suis  pris  à  partie.  H  m'a  été 
communiqué,  le  i*^'  février  1890,  par  un  professeur  de 
Mathématiques  spéciales,  à  l'occasion  de  mes  confé- 
rences. 

J'ai  lu  ce  Mémoire  avec  d'autant  plus  d'intérêt  que 
j'avais  moi-même  traité  la  question  près  de  quinze  ans 
auparavant  (^Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  1874? 
et  Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires, 
1875  et  1876). 

Je  nie  trouve  en  accord  à  peu  près  complet  avec 
M.  Poincaré  relativement  à  une  pai  tie  de  son  Mémoire 
et  en  désaccord  absolu  relativement  à  l'autre  partie. 

Les  deux  Parties  dans  lesquelles  je  divise  le  Mémoire 
de  M.  Poincaré  traitent  de  questions  dillérentes. 

Dans  la  première  Partie,  M.  Poincaré  se  propose  de 
déterminer  les  résidus  d'une  intégrale  double  de  la 
forme 

P(X,Y) 


// 


Q(X,  Y)R(X,Y) 


d\d\. 


où   P,  Q  et  R  désignent  des  fonctions   entières,   et  il 
donne,  sans  démonstration,   pour  représenter  ces  ré- 
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siJus,  les  deux  intégrales  simples 


J  =27:/— 


et 


dR 

où  X  et  y  doivent  successivement  satisfaire  aux  équa- 
tions 

Q(a~,j')=o         et         ï{(cr.y)=o. 

Je  retrouve  ces  formules  comme  applications  immé- 
diates de  la  règle  que  j'avais  donnée  en  1874  pour  former 

les    résidus    de   la   cubatrice   /  /  ^X  dY  d'une    surface 

F(X,  Y,  Z)=o, 
dans  le  parcours  d'une  courbe 

/(X,Y)=o 

le  long  de  laquelle  Z  serait  intini.  Mais  ma  démonstra- 
tion ne  suppose  rien  relativement  aux  fonctions  P,  Q, 
R,  qui  peuvent  être  irrationnelles,  transcendantes,  ou 
même  définies  implicitement.  D'un  autre  côté,  M.  Poin- 
caré  ne  dit  pas  entre  quelles  limites  il  faudrait  prendre 
respectivement  les  intégrales  J  et  J'  pour  obtenir  les  ré- 
sidus de  l'intégrale  double. 

M.  Poincaré  i-eclierclie  ensuite  les  périodes  des  inté- 
tégrales  J  et  J'.  Ces  périodes  se  rapportent  soit  aux  con- 
tours fermés  que  présenteraient  les  lieux  Q  z=  o,  R  =  o  ; 
soit  aux  points  doubles  des  courbes  O  ==  o,  F»  =  o  et 
QR=o. 

Rien  à  diie  des  premières. 
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Quant  aux  autres..  M.  Poincaré  les  exprime  de  la  ma- 


nière suivante  : 

P(a.h) 


4^^ 


et 


,  P(a',b') 

seraient  respectivement  les  [)érioJes  de  Jetde  J',  relatives 
aux  points  doubles  (rz,  b)  de  Q  =  o  et  (a',  b')  deR  =  o-, 
et  les  valeurs  de 

4x-         f  <"■•  *•' 


da"  àb"        db"  da" 


seraient  les  périodes  communes  à  J  et  à  J',  relatives  aux 
points  de  rencontre  (rt",  b")  des  deux  courbes  Q  =  o  et 
R  =  o. 

M.  Poincaré  ne  donne  non  plus  aucune  démonstration 
de  ces  formules;  mais  je  les  retrouve  immédiatement 
par  application  de  la  règle  que  j'avais  donnée  en  1874 
pour  le  calcul  des  résidus  relatifs  aux  points  doubles. 

Sauf  quelques  points  de  détail,  l'accord  entre  M.  Poin- 
caré et  moi  est  donc  à  peu  près  complet  jusqu'ici.  Je 
signalerai  cependant  ce  fait  que  M.  Poincaré  a  omis  les 
résidus  qui  se  rapporteraient  aux  points  multiples  d'or- 
dres supérieurs. 

Mais  M.  Poincaré  croit  établir,  dans  la  seconde  Partie 
de  son  Mémoire,  cette  proposition  entièrement  neuve  et 
qui  aurait  une  portée  incalculable  :  que  les  périodes  de 

l'intégrale  double  l  j  — —  dX  âY  seraient  exactement 

celles  des  deux  intégrales  J  et  J'  cumulées. 
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Il  est  facile  de  démontrer,  par  un  exemple,  l'inexac- 
titude de  cette  proposition. 
Je  prends  l'intégrale  double 

f  r/(X.  Y)(M^X  ^  X,  Y)+/.(X,  Y)(MX  -f-  N  Y) 
JJ  (MX-i-NY)(M,X-hN,Y)  ' 

où  /(X,  Y)  et  /,  (X,  Y)  sont  deux  polynômes  quel- 
conques du  second  degré;  cette  intégrale  double  est  la 
cubatrice  de  la  surface 

^^    /(X.Y)      .      /,(X,Y) 


MX-i-XY       MiX^XjY 
et  allé  est  la  somme  des  cubatrices  des  deux  surfaces 

Z=M^4l         et  Z=      ^■^^•^) 


MX-)-NY  MiX-^N,Y 

qui  sont  deux  hyperboloïdes  (sauf  les  cas  particuliers). 
Chacune  des  deux  intégrales 

a  donc  une  période  et  ces  deux  périodes  appartiennent 
à  leur  somme. 

Or  les  intégrales  .1  et  J'  relatives  aux  lignes 

M  X  ^  N  Y  =  o        et        M,  X  ^-  N,  Y  =  o, 

calculées  par  la  formule  de  M.  Poincaré,  sont  respective- 
ment 


aTTv/-'     /      ^ à\ 


J  =  a-  /—  1     f      ^ ^^ àX 

et 
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et  elles  n'admettent  pas  de  périodes,  puisqu'elles  sont 
algébriques. 

La  fin  du  Mémoire  de  M.  Poincaré  passe  mon  enten- 
dement. J'y  trouve,  page  354  des  Acta  : 


«  Nous   avons  vu  que  l'intégrale  double    /   /  -~ — 
est  égale  à  l'intégrale  simple  abélienne  J=  ii~    i  —^ 

relative  à  la  courbe  algébrique  Q  =  a.  » 


Je  ne  comprends  pas  comment  une  intégrale  double, 
dont  la  valeur  numérique  dépend  d'un  contour,  pourrait 
être  égale  à  une  intégrale  simple,  dont  la  valeur  numé- 
rique dépend  seulement  des  valeurs  extrêmes  d'une  seule 
variable. 

Je  sais  bien,  par  ce  qui  précède  dans  son  Mémoire, 
que  M.  Poincaré  croit,  à  tort  du  reste,  que  les  deux  in- 
tégrales, dont  il  s'agit  ici,  ont  les  mêmes  périodes.  Mais 
quand  même  il  en  serait  ainsi! 

Deux  intégrales,  même  de  même  espèce,  c'est-à-dire 
toutes  les  deux  simples  ou  toutes  les  deux  doubles,  se- 
raient-elles donc  égales  par  cela  seulement  qu'elles  au- 
raient les  mêmes  périodes? 

Est-ce  que  les  quadratrices  d'une  même  courbe  placée 
successivement  de  dilïérentes  manières  dans  le  plan  de 
deux  axes  fixes  sont  égales.?  Est-ce  que  les  cubatrices 
d'une  même  surface,  placée  successivement  de  dilïérentes 
manières,  dans  l'espace,  par  rapport  à  trois  axes  fixes, 
sont  égales?  Et  cependant  la  permanence  des  périodes, 
dans  les  deux  cas,  a  été  démontrée  par  moi,  en  i853, 
ainsi  que  le  constate  le  Rapport  de  iMM.  Cauchy  t-'t 
Sturm,  présenté  à  l'Académie  en  i854- 

Au  reste,  un  exemple  simple  suffira  poui'  montrer  que 
l'hypothèse  de  M.  Poincaré  est  inexacte. 
Ann.  de  Mathémat.,  Z'  série,  t.  X.  (Février  1891.)  6 
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Je  prends  l'intégrale  double 

'A.T^-+Bxy  -+-  Cy^-h  D ar  -i-  Ejk  -i-  F 


-If- 


y  — Cl. 


dx  dy 


qui  est  la  cubatrice,  transcendante,  d'un  hyperboloide  : 
l'intégrale  simple  correspondante,  J,  est  alors 

i  =z  lÏT.  I  (Ax--^By.x  ~h  CoL--^  "i-Dx  -^  "iJLa  -+-F)  dx; 

elle  est  algébrique  :  est-ce  que 

I  =  J? 

Quant  aux  conséquences  où  ces  prémisses  mènent 
M.  Poincaré,  je  ne  les  discuterai  pas,  parce  que  je  n'en 
saisis  pas  toujours  les  énoncés  et  qu'une  telle  discus- 
sion m'entraînerait  dans  des  détails  qui  ne  sauraient 
avoir  place  ici. 


SUR  l\E  COL'RBE  DÉFIME  PAR  LA  LOI  DE  SA  RECTIFICATION; 

Pau  m.  m.  d'O GAGNE, 
Incénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


1.  Quand  on  observe  le  petit  nombre  des  courbes 
classiques  dont  l'arc  est  exprimable  au  moven  des  fonc- 
tions élémentaires,  voire  des  fonctions  elliptiques,  ou 
même,  en  général,  le  peu  de  simplicité  de  cette  expres- 
sion quand  elle  est  possible,  on  est  tenté  de  rechercher 
quelles  sont  les  courbes  qui  présentent  les  lois  de  recti- 
fication les  plus  simples. 

Une  idée  qui  se  présente  tout  naturellement,  pour 
préciser  la  question,  consiste  à  faire  correspondre  à 
chaque  point  de  la  courbe  un  point  d'une  droite,  sui- 
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vant  une  loi    géométrique  simple,  et  à  déterminer   la 
courbe  par  la  condition  que  l'arc  compris  entre  deux 
points   de  cette  courbe  soit  égal  au  segment  compris 
entre  les  points  correspondants  de  la  droite. 

C'est  cette  idée  qui  a  déjà  donné  naissance  à  nos  re- 
cherches sur  les  courbes  que  nous  avons  appelées  iso- 
métriques  de  droites  (*  ). 

La  loi  de  correspondance  la  plus  simple  consiste  à 
placer  les  points  correspondants  sur  des  droites  con- 
courantes. C'est  à  ce  cas  que  sont  consacrés  le  \\°  5  de 
notre  première  Note  (-)  et  la  seconde  tout  entière. 

2.  Nous  allous  ici  examiner  un  nouveau  cas  qui 
présente  l'intérêt  de  pouvoir  être  traité  géométrique- 
ment. 

Etablissons  entre  les  points  de  la  courbe  cherchée  et 
les  points  de  la  droite  cjue  nous  nous  donnons  le  mode 
de  correspondance  ainsi  défini  :  La  distance  entre  les 
points  correspondants  est  constante. 

Soient  B  un  point  pris  sur  la  courbe  cherchée,  A  le 
point  correspondant  de  la  droite  d  donnée  :  AB  étant  de 
longueur  constante,  si  la  normale  en  B  à  la  courbe  c 
coupe  au  point  N  la  perpendiculaire  élevée  en  A  à  la 
droite  r/,  N  est  le  centre  instantané  de  rotation  de  AB 
et  on  a  le  point  P  où  AB  touche  son  enveloppe  en  abais- 
sant de  N  la  perpendiculaire  NP  sur  AB.  Or,  si  <^(B  )  et 
d{K)   sont  les  différentielles  des    arcs  décrits   par  les 

points  B  et  A,  on  a 

r/(B)  _  NB 

d(  A)  ~  PS  A' 


(')  Bulletin    de   la  Société    mathématique,    t.    XIII,    p.  71,   el 
t.  XVII,  p.  171. 

(-)  A  l'endroit  cite,  pour  les  expressions  (7  ),  (8)  et  (9)  àey,  on 

doit,  dans  le  second  terme  de  la  parenthèse,  remplacer  x  par  — • 
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et  puisque,  par  hypothèse,  ces  arcs  doivent  être  égaux, 

on  a 

NB  =  NA. 

Le  triangle  NBA  étant  isoscèle,  le  point  P  est  le  mi- 
lieu de  AB  et  PA  est  constant.  11  s'ensuit  cjue  l'enve- 
loppe de  AB  ou  le  lieu  de  P  est  une  tractrice  t  ayant  la 
droite  d  pour  asymptote.  La  courbe  cherchée,  qui  est  le 
lieu  du  point  B,  s'obtient  donc  ainsi  :  Prendre,  sur 
chaque  tangente  à  une  tractrice,  le  symétrique,  par 
rapport  au  point  de  contact,  du  point  où  cette  tan- 
gente coupe  l' asymptote  de  la  courbe. 

La  courbe  ainsi  obtenue  appartient  à  la  catégorie  de 
celles  que  ls\.  Sylvester  appelle  sjnLractrices  ('). 

Le  problème  se  trouve  ainsi  résolu.  Remarquons  en 
passant  que  notre  courbe  est  celle  qu'on  doit  faire  déciûre 
à  l'extrémité  d'une  bielle,  dont  l'autre  extrémité  est  arti- 
culée à  une  tige  animée  d'un  mouvement  rectiligne, 
pour  qu'à  chaque  instant  les  deux  extrémités  de  la  bielle 
aient  même  vitesse,  en  grandeur. 

3.  Cette  courbe  ])eut  encore  se  déduire  de  la  trac- 
trice, en  ne  faisant  iiit(!rvenir  que  les  points  de  celle-ci 
et  non  ses  tangentes. 

A  cet  elïet,  O  étant  un  point  fixe  quelconque  de  la 
droite  J,  prenons  le  symétrique  Q  de  O  par  rapport  à  P, 
puis  le  symétrique  C  de  Q  par  rapport  à  B.  Puisque 
0Q=  aOP,  le  lieu  du  point  Q  est  homolhétique  à  celui 
du  point  P  par  rapport  au  point  O;  c'est  donc  une  trac- 
trice 9.  D'ailleurs,  le  point  P  étant  à  la  fois  le  milieu  de 
AB  et  le  milieu  de  OQ,  QB  est  parallèle  et  égal  à  OA, 
et  il  en  est  de  même  de  BC.  Par  suite,  OC  =  AB  et  le 

(')  Salmon,  Courbes  planes,  traduction  Cbemin,  p.  4o5. 


(85  ) 
lieu  du  point  C  est  un  cercle  v  de  centre  O  et  de  rayon 
égal  à  AB. 

Ainsi,  lacoiirhe  cherchée  c  est  le  lien  du  milieu  d'un 
segment  de  droite  parallèle  à  V asymptote  d'uJie  tr ac- 
trice 0,  et  doiit  les  extrémités  s'appuient  d'uiie  part 
sur  cette  tr  actrice,  de  Vautre  sur  un  cercle  v  ayant 
son  centre  sur  V asymptote  et  un  rayon  égala  la  tan- 
gente constante  de  la  tractrice. 

On  doit  associer  les  points  du  cercle  y  et  de  la  trac- 
trice 9  de  façon  qu'aux  extrémités  du  segment  de  droite 
QC  les  convexités  des  deux  courbes  soient  de  niême 
sens. 

On  peut  dire  plus  simplement  que  la  courbe  cher- 
chée est  la  courbe  moyenne  (  '  )  f/e  la  tractrice  Q  et  du 
cercle  y  relativement  à  la  direction  de  l'asymptote  de 
la  tractrice. 

A.  Ce  mode  de  génération  résulte  immédiatement 
d'un  théorème  général  obtenu  dans  notre  première 
Note  sur  les  isométriques  de  droite  (-). 

En  elîet,  si  du  point  A  comme  centre  on  décrit  avec 
AB  pour  rayon  un  cercle  qui  coupe  la  droite  d  en  B,, 
l'arc  BB'  de  la  courbe  étant,  par  hypothèse,  égal  au 
segment  de  droite  AA',  l'est  aussi  au  segment  B,  B, .  Par 
suite,  la  courbe  cherchée  est  isométrique  de  la  droite  d 
par  rapport  au  système  formé  par  les  cercles  de  rayon 
AB,  c'est-à-dire  par  les  positions  successives  du  cercle 
ci-dessus  désigné  par  y  lorsque  son  centre  décrit  la 
droite  d. 

Donc,  en  vertu  du  théorème  général  auquel  nous  ve- 
nons de  faire  allusion,  on  aura  la  courbe  cherchée  en 


C)  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XIII,  p.  -/\. 
(")  Ibid.,  p.  73  et  74. 
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prenant  la  courbe  moyenne  du  cercle  v  et  d'une  quel- 
conque des  trajectoires  orthogonales  du  système  qui 
vient  d'être  défini,  c'est-à-dire  de  la  tractrice  9. 

On  retrouve  ainsi  le  résultat  énoncé  au  numéro 
précédent. 

o.  Voici  encore  quelques  propriétés  géométriques  de 
la  courbe  qui  nous  occupe. 

La  détermination  de  son  centre  de  courbure  résulte 
d'un  théorème  que  nous  avons  fait  connaître  dernière- 
ment (*)  et  que  nous  rappelons  ici  : 

Si  en  chaque  point  P  d'une  courbe  quelconque  on 
porte  sur  la  tangente,  de  part  et  d  'autre  du  point  P, 
des  longueurs  égales  et  constantes  PA  et  PB,  les  cen- 
tres de  courbure  des  lieux  décrits  par  les  points  A  ef  B 
sont  en  ligne  droite  avec  le  point  P. 

L'application  de  ce  théorème  au  cas  qui  nous  occupe 
montre  que  le  centre  de  courbure  lî  répondant  au 
point  B  est  le  milieu  de  la  distance  du  point  B  au 
centre  de  courbure  correspondant  N  de  la  tractrice  9. 

6.  Occupons-nous  maintenant  de  l'aire  de  la  courbe. 
Prenons,  à  cet  effet,  pour  centre  O  du  cercle  y  le  point 
où  la  tangente  au  point  de  rebroussement  R  de  la  trac- 
trice 9  rencontre  l'asymptote  d  de  cette  courbe. 

Puisque  le  milieu  du  segment  QC  parallèle  k  d  se 
trouve  sur  la  courbe  c,  le  double  de  l'aire  comprise 
entre  la  courbe  c,  la  droite  OR  et  la  droite  QC  est  égal 
à  l'excès  du  demi-segment  de  cercle  RKC  sur  l'aire 
comprise  entre  les  mêmes  droites  et  la  tractrice  9.  On  a 


(')  Association  française  pour  l' avancement  des  Sciences,   1S89. 
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donc 

2aireRKB  =  aireRKG  —  aircRKQ 

=  aireRKG  — (aire  RO^Q  —  aire  KO  g- QV 

Mais   nous  avons   fait  voir   (^)  que 
aircRO^Q  =  aireRKG. 
Il  vient  donc 

2  aire  RKC  =  aire  KO  q  Q. 

Or,  si  M  est  le  milieu  de  KG,  on  a 

KG        ,„       KG        KG  —  KQ        KO 
BM  = KB  =  — -^  =  — ^ . 

•X  il  2 

Par  suite, 

2aireMm6B=  aircKO^Q, 

et 

aireRKB=  aireMm^>B 

Lorsque  le  point  K  est  au-dessous  du  point  D  de  la 
courbe  c,  le  rectangle  ]\I/?<^B  représente  la  différence 
comprise  entre  la  demi-boucle  RD  et  le  triangle  mixti- 
ligne  formé  par  les  droites  OR  et  QC  et  la  courbe  c. 
Cette  différence  tend  vers  zéro  lorsque  QC  tend  vers 
l'asymptote.  En  d'autres  ternies,  l'aire  comprise  dans 
la  boucle  de  la  courbe  c  est  égale  à  l'aire  comprise 
entre  cette  courbe  et  son  asymptote. 

7.  Soient  AB  et  A'B'  deux  positions  infiniment  voi- 
sines de  AB,  se  rencontrant  en  P.  Elles  coupent  la 
courbe  c  respectivement  en  M  et  en  ]M'.  Appelons  o-  l'aire 
comprise  entre  AB  et  la  concavité  de  la  courbe  c,  a-, 
l'aire   comprise  entre  AB,  la  convexité  de  la  courbe  c 


C)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  iSS'j,  p.  554,  et  bro- 
chure Coordonnées  parallèles  et  axiales,  p.  '(5. 
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et  l'asymptote  de  cette  courbe.  Nous  avons 

rfa  =  aireMPM'  —  aire  PBB', 
c?(Ti=  —  aire  A  M  M' A'. 
Donc 

d^  —  drji  =  aireMPM'— aire  PBB'+  aire  A  M  M' A' 
=  aire  PAA'  —  airePBB'. 

Mais  les  triangles  PAA'  et  PBB'  sont  équivalents, 
aux  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  près.  Par  suite, 

di  —  d'il  =  o, 

et  la  différence  or  —  g-,  est  constante.  Or  nous  venons 
de  démontrer  que  cette  différence  est  nulle  lorsque  AB 
coïncide  avec  OR.  Donc 

a  —  Tj  =  o, 

c'est-à-dire  que  l'aire  comprise  entre  une  position  quel- 
conque de  la  droite  AB  et  [la  concavité  de  la  courbe  c 
est  égale  à  l' aire  comprise  entre  la  droite  AB,  la  con- 
vexité de  la  courbe  c  et  l' asymptote  de  cette  courbe. 

8.  Revenant  au  problème  général  défini  au  n°  1  de 
cette  Note,  nous  ferons  remarquer  que  la  solution  de 
ce  problème  se  ramène  toujours  à  une  quadrature 
lorsque  la  position  du  point  A  de  la  droite  d^  correspon- 
dant au  point  B  de  la  courbe,  ne  dépend  que  de  la  pro- 
jection du  point  B  sur  la  droite  d. 

En  effet,  en  prenant  la  droite  d  pour  axe  des  ^,  on 
voit  que  l'équation  différentielle  du  problème  s'écrit 
alors 

r/.r2  +  dy-  =  [o'(a^)  rt'-r]-  : 
et  l'on  a 

y  =  I   V9'^7■  )  —  I  dx. 
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9.  Le  problème  se  ramène  encore  à  une  quadrature 
lorsque  la  distance  du  point  A  au  pied  h  de  la  per 
pendiculaire  abaissée  de  B  sur  la  droite  d  ne  dépend 
que  de  la  dislance  BZ»  du  point  B  à  celte  droite.  Mais, 
dans  ce  cas,  la  solution  peut  revêtir  une  forme  géomé- 
trique remarquable. 

Posons,  en  tenant  compte  du  signe,  Z>A  =  «,  et  sup- 
posons que  cette  longueur  soit  liée  à  l'ordonnée  èB  =  JK 
par  la  relation 

Prenons  le  point  A  comme  origine  des  coordonnées, 
l'axe  des  X  étant  confondu  avec  la  droite  d  parcourue 
dans  le  sens  positif,  l'axe  des  Y  étant  perpendiculaire 
au  premier,  et  considérons  la  courbe  dont    l'équation 

est 

<?(-X,  Y)  =  o. 

Cette  courbe  s  coupera  la  courbe  cherchée  c  au  point 
B  et  la  droite  d  en  un  certain  point  M. 

Lorsqu'on  passera  d'un  point  à  un  autre  point  B  de 
la  courbe  c,  la  courbe  s  glissera  parallèlement  à  <f,  sans 
changer  de  forme,  en  engendrant  un  système  (5),  et 
la  distance  MA  restera  constante.  Mais  les  segments 
parcourus  par  A  sont,  par  hypothèse,  égaux  aux  arcs 
correspondants  décrits  par  B;  il  en  est  de  même  des  seg- 
ments parcourus  par  M,  et  la  courbe  cherchée  est  iso- 
métrique de  la  droite  d  par  rapport  au  système  [s). 

Donc,  en  vertu  du  théorème  général  rappelé  plus 
haut,  la  courbe  cherchée  est  moyenne  par  rapport  à  la 
direction  de  la  droite  d  de  la  courbe  s  prise  dans  une 
quelconque  de  ses  positions,  et  d'une  quelconque  des 
trajectoires  orthogonales  du  système  (>v),  lesquelles  sont 
elles-mêmes  les  positions  successives  d'une  même  courbe 
/  glissant  |iarallèlement  à  d. 
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On  a  ainsi  la  généralisation  de  la  solution  donnée 
au  n"  4. 

On  peut,  pour  simplifier  le  langage,  dire  que  les 
courbes  s  et  t  sont  conjuguées  orthogonales  par  rap- 
port à  la  direction  de  la  droite  d. 

r.e  résultat  précédent  s'énoncera  dès  lors  ainsi  : 

■5/,  en  appelant  h  la  projection  de  B  sur  la  droite  d, 
et  posant  Z>B  =j)',  bA  =  u^  oji  définit  le  mode  de  cor- 
respondance entre  les  points  A  ef  B  par  la  relation 
o(^u,  y)  =^  G,  on  obtient  la  courbe  clierchée  en  prenant 
la  courbe  moyenne,  par  rapport  à  la  direction  de  la 
droite  d  de  la  courbe  o  ( —  x,  j^)  =  o  et  de  sa  conjuguée 
orthogonale  suivajit  cette  direction. 

Si  la  relation  es  a  la  forme  u--\- y-  =  R-,  on  retombe 
sur  le  cas  auquel  a  été  consacrée  la  présente  Note. 

Si  elle  a  la  forme  j'  =  j-  «^,  A  étant  une   constante, 

la  courbe  clierchée  est 

Ou  reconnaît  là  l'équation  de  la  courbe  de  poursuite 
lorsque  le  point  poursuivi  décrit  l'axe  des  x  et  que  le 
rapport  de  sa  vitesse  à  celle  du  point  poursuivant  est 
égal  à  A  —  I .  Lorsque  h  =  2,  on  retrouve  le  cas  traité  au 
n"  3  de  notre   première  Note,  pour  lequel   le  second 

terme  de  la  parenthèse  devient  égal  à 


loiï.r 
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ÉTLDE  GÉOIIÉTRIOLE  OES  PROPRIÉTÉS  DES  COMQIES 
D'APRÈS  LEIR  DEFI.MTIOX  C); 

Par  :\I.  L.  MALEYX. 


IV.  Conslrnive  les  points  commuîis  de  deux  coniques 
situées  dans  un  même  plan,  ayant  un  diamètre  commun 
CONNU,  divisant  en  parties  égales  des  corde<>  de  direc- 
tion donnée. 

Supposons  d'abord  deux  couiques  à  centre  ayant  le 
diamètre  commun  EF;  divisant  dans  l'une  et  l'autre  en 


parties  égales  les  cordes  parallèles  à  AB,  la  position  du 
diamètre  étant  connue,  ainsi  que  la  direction  de  la  corde 

jNous  pouvons  supposer,  en  outre,  la  ptcmière  co- 
nique définie  par  trois  points  M,  N,  P,  qui,  d'après  la 
propriété  du  diamètre,   en  font  connaître  trois   autres. 


(■)  Voir  t.  \  (iSoi).  p.  37. 
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et  la  deuxième  par  Irois  autres  poiuts  M,,  N,,  P,. 
D'après  le  théorème  établi  au  n°  \I,  Chapitre  II,  nous 
pouvons  construire  un  cercle  O  passant  par  les  points 
réels  ou  imaginaires  E,  F,  où  la  première  conique  ren- 
contre le  diamètre  commun,  et  de  même  un  cercle  O) 
passant  par  les  points  G,  H,  où  la  seconde  rencontre  le 
même  diamètre. 

Si  A,  B,  C,  D  sont  ces  points  inconnus,  la  question 
se  ramène  à  déterminer  les  cordes  communes  AB,  CD, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  points  R  et  S  où  elles 
rencontrent  EF. 

Menons  par  les  points  M  et  M<  les  parallèles  à  AB, 
MK,  M,  Ki,  coupant  EF  en  K  et  K,  -,  désignons  par  P 
et  p  les  puissances  des  points  R  et  K  par  rapport  au 
cercle  O,  et  par  P<  et  /?,  les  puissances  des  points  R  et 
K,  par  rapport  au  cercle  0|  ;  nous  aurons,  d'après  le 
théorème  de  Newton, 

AR"  _  MK'  ÂR^  _  mTk'i 

~P~^    P  ^^  P.    "     Pi     ' 

d'où,  divisant  membre  à  membre, 
P      mTîî'       p 

. :;^    . - L    y^     '      , 

Pi  ^-  Pi 

Le  rapport  des  puissances  du  point  R,  par  rapport 
aux  cercles  O  et  O,,  est  donc  connu 5  il  en  résulte  que 
le  point  R  et  le  point  S,  pour  lequel  il  en  est  de  même, 
se  trouvent  sur  un  cercle  ayant  même  axe  radical  avec 
les  cercles  O  et  O,  ;  ce  cercle  peut  être  construit,  comme 
on  l'a  fait  au  n"  VI,  Chapitre  II,  et  la  question  est  ré- 
solue. 

Considérons  actuellement  le  cas  où  l'une  des  coniques 
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est  une  parabole;  supposons  toujours  connu  le  diamètre 
commun  EZ  de  position  et  la  direction  des  cordes,  telles 
que  AB,  qu'il  divise  en  parties  égales  (Jig.  65).  Suppo- 
sons la  parabole  définie  par  deux  points  qui  en  déter- 
minent deux  autres,  d'après  la  propriété  du  diamètre  5  il 
est  facile  de  construire  le  point  E  où  la  courbe  coupe  le 
diamètre,  car  il  est  le  centre  de  l'involution  déterminée 
sur  EZ  par  ses  points  de  rencontre  avec  les  couples  de 
côtés  opposés  du  quadrilatère  inscrit,  dont  les  sommets 

Fig.  65. 


se  déduisent  des  données,  son  conjugué  étant  à  l'infini. 
Les  points  G,  H,  où  la  seconde  conique  rencontre  EZ, 
sont  à  l'intersection  de  cette  droite  et  d'un  cercle  O», 
qu'on  peut  construire,  si  l'on  connaît  trois  points  de  la 
courbe,  comme  dans  le  cas  précédent. 

Menons,  par  le  point  M  de  la  parabole  et  par  le  point 
M,  de  la  seconde  conique,  MK  et  M<  K,  parallèles  à  la 
direction  de  AB  et  coupant  EZ  en  K  et  K( ,  et  proposons- 
nous  de  trouver  les  points  R,  S  où  les  cordes  communes 
parallèles  coupent  EZ. 

D'après  la  modification  du  théorème  de  Newton  éta- 
blie au  u'^  I  du  présent  Chapitre,  quand  la  courbe  est 
une  parabole  et  quand  l'une  des  sécantes  est  parallèle 
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au  diamètre,  nous  aurons 

ER   ~  "ËK 

et,  d'après  le  théorème  de  ÎNewLon  lui-même, 

AR"        _        mTk,         _  mTkJ 
RHITRG  "  Kl  H  X  Kl  G  "  ~jir  ' 

si   Pi     est  la    puissance   du    point   K,    par    rapport  au 
cercle  O, . 

Divisant  membre  à  niemliie, 

RH  X  RG         ÂIk'  n, 

i:^ = ^  X  h-r  =  «! 

EH  ^T'r-        EK 

Ml  Kl 

a  étant  une  longueur  qu'on  peut  construire. 

D'après  cela,  le  point  Pv  et  le  point  S,  sur  lequel  on 
peut  répéter  le  même  calcul,  appartiennent  au  lieu  des 
points  dont  la  puissance  par  rapport  au  cercle  0(  et  la 
distance  à  une  droite  quelconque  passant  par  E  (perpen- 
diculaire à  EZ,  si  l'on  veut),  comptée  parallèlement  à 
EZ,  sont  dans  le  rapport  a\  ce  lieu,  qu'on  a  déterminé 
d'après  le  théorème  II,  Chapitre  II,  n*^  I,  est  un  cercle, 
qui  peut  être  construit  et  dont  l'intersection  avec  EZ 
donne  la  solution  de  la  question. 

Enfin  les  deux  coniques  peuvent  être  deux  paraboles 
ayant  un  diamètre  commun. 

Supposons  que  ce  diamètre  soit  EZ,  divisant  en  parties 
égales  les  cordes  parallèles  à  AB  ifig-  66);  admettons  du 
reste  que  nous  connaissions  des  éléments  en  nombre 
suffisant  pour  déterminer  ces  deux  courbes  5  nous  pou- 
vons supposer  connus  \qs  points  E,  E,,  où  elles  rencon- 
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trent  EZ,  et  les  ordonnées  parallèles  à  AB  d'un  point 
de  chacune  d'elles,  soient  JMK,  M,  K,.  D'après  ce  que 

Fis.  66. 


nous  avons  vu  au  n°  I  du  présent  Chapitre,  nous  aurons 


les  égalités 


EH    "~    KE 


et 


AR    _  MiK" 
ETR  "   Ejïi 


Divisant  membre  à  membre, 


EiR 
ER 


MK 

mTk' 


X 


EK 


Le  second  membre  est  connu,  on  en  déduit  la  position 
du  point  R,  connaissant  le  rapport  de  ses  distances  aux 
points  E  et  E,;  la  seconde  sécante  commune  passe  à  l'in- 
tini,  la  question  est  complètement  résolue. 

Remarque  importante.  —  Cette  question  peut  être 
utilisée  pour  déterminer  exactement  les  points  doubles 
virtuels  de  la  projection  sur  un  plan  de  l'intersection  de 
deux  quadriques. 


V.   Théorème  de  Carnot.  —  Si  l'on   considère   une 


(9M 
conique  et  un  triangle   situés  dans  un   même  plan,  la 
conique    rencontrant    en  deux  points  chaque  côté  du 
triangle,    le  produit  des    six  segments  déterminés   sur 
chaque  côté  entre  un  sommet  du  triangle  et  ses  points      J 
de  rencontre  avec  la  conique,  ces  segments  étant  comp-      ^ 
tés  dans  le  sens  du  mouvement  d'un  point  qui  parcoui't 
le  périmètre  du  triangle  sans  rétrograder,  est  égal  au 
produit  des  six  segments  comptés  de  la  même  manière 
en  sens  contraire. 

Considérons  la  conique  de  \ajig.  67  coupée  par  les 
côtés  du  triangle  ABC  aux  couples  des  points  D  et  D,, 


FiK.  6- 


EetE,,  F  et  F,;  j)ar  un  point  O  du  plan,  menons  les 
transversales  PP,,QQ|,RR,  respectivement  parallèles 
aux  côtés  AB,  AC,  BG  du  triangle. 

D'après  le  théorème  de  Newton,  on  a  les  égalités 


AD  X  AD,       OP  X  OP, 


AF  X  AFi 

BE  X  BEi 
BD  xBDi 

GF  X  CF, 


OQx  UQ, 

ORx  ORi 
OP  X  OP,' 

OQxOQi 


GExCEj        ORx  OR,' 
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inultipliaut  membre  à  membre. 


AD  X  ADi  X  BE  X  BEj  x  CF  x  CF,  _ 
AF  X  AF,  X  CE  X  CE,  x  BD  x  BD,  ~  '' 


ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Entre  autres  usages  de  ce  théorème,  on  peut  s'en  servir, 
quand  on  connaît  cinq  points  d'une  conique,  pour  dé- 
terminer le  second  point  de  rencontre,  avec  cette  courbe 
d'une  droite  quelconque  passant  par  l'un  des  cinq  points 
donnés. 


Propriétés  des  coniques  dont  les  points  communs 
appartiennent  à  un  cercle. 

Vî.   Soient  O    {fi§-   (:)8)  une  conique;   Â,  B,    C,  D 
quatre  points  communs  à  cette  conique  et  à  un  cercle  5 


construisons  un  des  couples  de  sécantes  rectilignes, 
passant  par  ces  quatre  points,  soit  AC,  BD  se  coupant 
en  to. 

Si  par  un  point  quelconque,  A,  du  plan  nous  menons 
les  parallèles  AoCo,  B^  Do  aux  droites  AC  et  BD  res- 
pectivement, les  points  communs  Ao,  B2,  Co,  Do  de  ces 
sécantes  avec  la  conique  appartiennent  à  un  même 
•  ercle. 

Ann.de  Mathemat.,   o'série,  t.  \.   (  Février  i8gi.  )  7 
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Eu  eli'el,  d'apiès  le  théorème  de  iNfwton,  ou  a  l'éga- 

lilé 

X  A  9  X  À  C2  _  w  A  X  to  G  _ 
X  B,  X  X  D.  ~~  loB  X  wD' 

mais,  d'après  une  propriété  connue  des  sécantes  au 
cercle,  le  second  niend)r(;  est  égal  à  i  :  donc  il  en  est  de 
même  du  premier^  dès  lors,  d'après  la  réciproque  de  cette 
propriété,  qui  est  vraie  et  aussi  connue,  la  proposition 
énoncée  est  évidente. 

En  second  lieu,  les  deux  sécantes  considérées  AC, 
BD  sont  égalem.ent  inclinées  sur  l'un  des  axes  de  la 
courbe,  soit  PQ. 

Pour  le  démontrer  traçons  la  sécante  A,  C)  parallèle 
à  AC,  et  faisons  passer  par  A,  et  C,  un  cercle  dont  le 
centre,  0,  soit  situé  sur  l'axe  PQ.  Ce  cercle  passera  par 
les  points  D,,  B(  respectivement,  symétriques  de  A,  et 
Cl,  par  rapport  à  PQ;  la  droite  B|  D,  sera  symétrique  de 
A,  C,  par  rapport  à  PQ  ;  ces  deux  droites  se  couperont 
sur  PQ  et  seront  également  inclinées  sur  cette  droite.  Il 
suffit  donc  de  montrer  que  B,D,  est  parallèle  ta  BD  :  or 
cela  est  évident;  car,  si  nous  nienions  par  B,  une  paral- 
lèle à  BD,  le  second  point  de  rencontre  de  cette  droite  et 
de  la  conique  appartiendrait  au  cercle  9,  d'après  la  pro- 
position précédente,  et,  si  ce  second  point  était  distinct 
deD,,  c'est-à-dire  si  B,  D,  n'était  pas  parallèle  à  BD,  le 
cercle  8  aurait  avec  la  conique  cinq  points  communs  et  se 
confondrait  avec  elle,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Il  résulte  de  ces  deux  théorèmes  : 

1°  Que,  si  les  points  comnniiis  de  deux  coni</ues  sont 
situés  suj'  un  cercle,  les  axes  de  ces  coniques  sont  paral- 
lèles aux  bissectrices  des  angles  d'un  de  leurs  systèmes 
de  sécaJites  rectilignes  communs,  et,  en  conséquence, 
parallèles  entre  eux  ; 

2"   Que,  si  un   des  sj  sternes  de  sécantes  /ectilignes 
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communs  de  deux  coniques  est  composé  de  deux  droites 
ésalement  inclinées  sur  Lhin  des  axes  de  L'une  d'elles, 
les  points  communs  des  deux  coniques  appartiennent  à 
un  même  cercle;  car  les  points  communs  de  deux  paral- 
lèles à  ces  droites  menées  par  un  point  de  l'axe  avec  la 
conique  correspondante  sont  symétriques  deux  à  deux 
par  rapport  à  cet  axe  et,  en  conséquence,  sur  un  même 
cercle  ; 

3°  Que,  si  deux  coniques  ont  leurs  axes  parallèles, 
leurs  points  conununs  sont  situés  sur  un  cercle,  et  qu'en 
conséquence  leurs  couples  de  sécantes  comnnaies  sont 
composés  de  droites  également  inclinées  sur  les  axes. 

Soient,  en  eilét,  deux  coniques  dont  on  suppose  les 
axes    parallèles,    et    se  coupant  -aux  points  A,  B,  C,  D 

{fis- ^9)- 

Faisons  passer  un  cercle  par  les  points  A,  B,  C,  et 
menons  par  le  point  B,  BR  parallèle  à  AC  ;  soit  encore 
PQ  l'un  des  axes  et  l'une  des  coniques,  ou  une  parallèle 


d;  d 


à  cet  axe.  Si  le  cercle  passant  par  A,  B,  C  passe  égale- 
ment par  D,  le  théorème  résulte  des  propositions  pré- 
cédentes-, mais  il  ne  peut  en  être  autrement,  car  s'il 
rencontrait  les  deux  coniques  en  des  points  difTérents, 
soient  D'  et  D'',  les  trois  droites  BR,  BD',  BD",  issues  du 
même  point,  seraient  également  inclinées  sur  une  même 
droite  PQ,  ce  qui  est  contradictoire  avec  un  théorème 
connu  :  la  proposition  est  donc  établie. 
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\  11.  Conslrnction  du  cercle  osculaleur  en  un  point 
d'une  conique.  —  Si  trois  des  points  communs  d'un 
cercle  variable  et  d'une  conique  fixe  viennent  se  réunir 
en  un  seul,  la  limite  du  cercle  variable  porte  le  nom  de 
cercle  osculateur  de  la  conique  en  ce  point  C  {fig-  70 )• 

Dans  ce  cas,  les  trois  systèmes  de  sécantes  rectilignes 
qui  passent  par  les  quatre  points  communs  de  la  co- 
nique et  du  cercle  se  réduisent  à  un  seul  composé  de  la 
tangente  à  la  conique  au  point  d'osculation,  C,  et  de  la 
droite  (jM  qui  unit  ce  point  au  quantième  point  com- 
mun qui  en  reste  séparé.  Dès  lors,  en  construisant  la 
tangente  Cl'  au  point  C  de  la  conique,  et  la  droite  CM, 
de  telle  sorte  que  les  droites  CM  et  CT  soient  également 
inclinées  sur  l'un  des  axes  de  la  courbe,  soit  PQ,  puis 

Fig.  70. 


déterminant  le  point  M,  où  CM  rencontre  la  conique, 
le  cercle  osculateur  sera  défini  par  les  conditions  d'être 
tangent  à  CT  en  C  et  de  passer  par  le  point  M. 

VIII.  Prop/iétés  de  certaines  sécantes  communes  au 
cercle  et  à  l'hyperhole  èquilaiere.  —  Oii  donne  le  nom 
à'hjperbole  èquilatère  à  celle  dont  les  asymptotes  sont 
rectangulaires;  il  en  résulte  que  les  axes  de  cette  courbe 
sont  égaux,  et  qu'il  en  est  de  tnème  de  deux  diamètres 
conjugués  cjuelconques  d'après  le  seccAid  des  tliéorèmes 
d'ApoLLOJvius.  Dès  lors  le  parallélogramme  construit  sur 
deux  dianièties  conjugués   est  un  losange,  et  les  asym- 
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ploies  qui  en  sout  les  diagonales,  n"  XVII,  Cli.  I,  sonl 
bissectrices  des  angles  de  deux  diamètres  conjugués. 

On  donne  le  nom  de  cordes  siippléinentaires  d'une 
conique  à  deux  cordes  unissant  un  point  de  la  courbe 
aux  extrémités  d'un  même  diamètre.  Il  en  résulte  que 
deux  cordes  supplémentaires  d'une  conique  sonl  tou- 
Ij  jours  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués,  ceux  qui 
unissent  le  centre  au  milieu  de  chacune  de  ces  cordes, 
et  de  là  que  deux  cordes  supplémentaires  d'une  hyper- 
bole équilatère  sont  également  inclinées  sur  les  asym- 
ptotes. 

De  ces  définitions  ou  propositions,  et  de  celles  sur  les 
sécantes  à  une  conique  et  à  un  cercle  on  peut  déduire  la 
proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si  Vune  des  sécantes  comuiuncs  à  un 
cercle  et  à  une  hyperbole  éqidlathre  passe  par  le 
centre  de  l'hyperbole,  la  sécante  associée  passe  par  le 
centre  du  cercle. 

Soient  A,  B,  C,  D  quatre  points  communs  à  l'hyper- 
bole équilatère  dont  les  asymptotes  sont  PQ  et  RS,  et  à 
un  cercle  [Jig.  71)5  de  plus,  supposons  que  la  sécante 
AD  passe  par  le  centre  O  de  l'hyperbole. 

Menons  AX,  AY  respectivement  parallèles  aux  asym- 
ptotes PQ,  RS;  la  bissectrice  AZ  de  l'angle  XAY  est 
parallèle  à  un  des  axes  de  la  courbe  et  fait  avec  AY  un 
demi-angle  droit.  Prolongeons  CA  suivant  AL,  lîA  sui- 
vant AM,  et  menons  AN  parallèle  à  CD  ;  AN  étant  pa- 
rallèle à  la  corde  CD  supplémentaire  de  CA,  Ai\  et  AL 
font  des  angles  égaux  avec  AY,  d'où  NAY  =  YAL;  AB 
et  CD  étant  deux  cordes  communes  de  l'hyperbole  et 
du  cercle  sont  également  inclinées  sur  les  axes  ;  il  en  ré- 
sulte que  AM,   prolongement  de  BA,  et  AN,  parallèle  à 


(  't>^  ) 

CD,  font  des   angles  égaux  avec  AZ,  el  ZAÏN  =  ZAM. 
Ajoutant  membre  à  membre 

ZAN  -f-  NAY  =  ZAM  +  YAL, 

et   le   premier   membre  étant  égal  à  un  demi-droit,  la 
somme  des  deux  membres  est  égale  à  un  angle  droit; 


donc  MMj  =  CAB  =  i  droit,  et  le  cercle  circonscrit  au 
quadrilatère  ABCD  a  son  centre  sur  BC,  ce  qu'on  vou- 
lait démontrer. 

i^A  suivre.) 


ERRATA  AIX  TARIES  DE  LOGARITHMES  DE  SCHROiX. 


Log.  de  17189,  au  lieu  de  9855,  lisez  g855. 
Log.  de  18^9-2,  au  lieu  de  9889,  lisez  gSSg. 
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Recueil  d'exkucices  sir  le  Calcul  ikfimtésimal, 
par  F.  Frenet,  Professeur  honoraire  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Lyon.  S*"  édition,  i  vol.  in-8,  xiv-536  pages. 
Paris,  Gaulliier-Villars  et  fils  ;  1891 . 

La  succession  régulière  des  éditions  d'un  Livre  de  cette  na- 
ture suffit  à  l'éloge  de  son  auteur.  Ce  Recueil,  auxiliaire  de 
l'enseignement,  n'a  pu,  en  effet,  conserver  la  place  conquise 
dès  l'abord  que  grâce  aux  continuels  et  laborieux  perfection- 
nements apportés  à  l'œuvre  par  son  auteur  pour  la  ^tenir  au 
niveau  des  exigences  de  plus  en  plus  grandes  des  programmes 
et  des  examens. 

C'est  ainsi  que  ses  dimensions  ont  presque  triplé  depuis  son 
apparition,  qui  remonte  à  i856. 

La  précédente  édition,  notamment,  avait  réalisé  un  progrès 
marqué  sur  les  précédentes  par  l'addition  de  questions  nom- 
breuses relatives,  surtout,  à  l'intégration  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre.  Mais,  en  même  temps,  une 
lacune  commençait  à  s'y  manifester,  résultant  de  la  place  nou- 
velle et  de  plus  en  plus  large  faite  chaque  jour  à  l'étude  géné- 
rale des  fonctions,  et  spécialement  des  fonctions  elliptiques, 
dans  l'enseignement  de  l'Analyse  infinitésimale. 

Cette  lacune  est  aujourd'hui  comblée,  grâce  à  un  Appendice 
étendu,  composé  par  M.  Laurent,  examinateur  d'admission  à 
l'Ecole  Polytechnique. 

Cet  Appendice  présente  un  heureux  choix  de  nombreux 
exercices  sur  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  imagi- 
naire, sur  le  calcul  des  résidus,  sur  les  fonctions  0,  H  et  sur 
les  fonctions  elliptiques,  Il  comprend  en  outre  des  problèmes 
sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  et  sur  les  équations 
aux  différentielles  totales.  Enfin  les  solutions  de  ces  diverses 
questions  sont  précédées  de  plusieurs  Tableaux  présentant  la 
réunion  de  toutes  les  formules  importantes  qu'on  rencontre 
dans  l'étude  des  fonctions  elliptiques. 
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Ainsi  enrichi  encore  par  ces  additions  nouvelles,  le  Recueil 
.e  M.  Frenet  conservera  la  place  incontestée  qu'il  occupe  au 
premier  rang  parmi  les  Ouvrages  classiques  pour  l'étude  des 
hautes  Mathématiques.  J.  C. 
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MATHEMATIQUES   SPECIALES. 
Ma  thé  mal  iq  u  es . 

On  donne  une  surface  du  second  ordre  S,  un  point  fixe  A 
sur  cette  surface  et  une  conique  G  située  dans  un  plan  P. 

Les  trois  droites  qui  joignent  le  point  A  aux  sommets  Aj, 
A2,  A3  d'un  triangle  T  situé  dans  le  plan  P  rencontrent  res- 
pectivement la  surface  S  en  des  points  ai,  a^,  as  autres  que  A. 

1°  Démontrer  que  le  plan  aia2  0.3  passe  par  un  point  fixe  M 
quand  le  triangle  T  se  déplace  dans  le  plan  P  en  restant  con- 
jugué par  rapport  à  la  conique  C. 

1°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M,  quand  la  conique 
C  varie  en  restant  circonscrite  à  un  quadrilatère  donné. 

3°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  même  point  M,  quand  la 
conique  G  varie  en  restant  inscrite  dans  un  quadrilatère  donné. 

Physique. 

I.  Densité  des  gaz.  Expliquer  comment  l'étude  complète  de 
la  densité  d'un  gaz  peut  dispenser  de  l'étude  de  sa  dilatation. 

II.  Avant  les  mesures  précises,  on  pouvait  hésiter,  pour  re- 
présenter la  loi  de  la  réfraction,  entre  la  formule  sin  i  =  n  sin  r 
et  des  formules  analogues,  telles  que  i=nr,  tang  i=  n  tangr. 
Reprendre  complètement  la  théorie  du  prisme  en  substituant 
ces  dernières  formules  à  la  formule  exacte. 

Reconnaître,  en  particulier,  si  la  propriété  du  minimum  de 
déviation  subsiste  toujours,  et  déterminer  le  foyer  du  prisme. 
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Chimie. 

F.  Acide  sulfureux.  Préparation.  Propriétés.  Décrire  les  réac- 
tions où  cet  acide  intervient,  soit  directement,  soit  par  ses 
sels,  dans  la  préparation  des  différents  composés  oxygénés  du 
soufre  (abstraction  faite  de  tous  détails  de  préparation  indus- 
trielle). 

II.  On  chauffe  avec  un  excès  d'acide  sulfurique  concentré 
3'"",  Sac  d'oxalate  neutre  de  potasse. 

Le  produit  gazeux  de  la  réaction  est  dirigé  dans  une  enceinte 
en  verre,  close,  communiquant,  d'une  part  avec  un  manomètre 
à  mercure,  d'autre  part  avec  un  matras  en  porcelaine  vernie  à 
l'intérieur,  contenant  ao^""  de  chaux  vive  et  ïO"""  de  carbonate 
de  chaux. 

L'espace  total  offert  aux  gaz  est  de  i'",3oo. 

On  demande  quelle  sera  la  force  élastique  finale  et  la  com- 
position du  gaz,  l'enceinte  étant  maintenue  à  o°  et  le  matras 
en  porcelaine  étant  chauffé  à  860°. 

On  ne  tiendra  pas  compte  de  la  dilatation  du  gaz  contenu 
dans  le  matras  chauffé  à  860°,  le  volume  de  ce  gaz  étant  assez 
petit  par  rapport  à  la  capacité  de  l'enceinte  pour  que  cette 
correction  soit  négligeable. 

La  formule  de  l'oxalate  neutre  de  potasse  est  C^O^,  2KO. 

La  tension  de  dissociation  du  carbonate  de  chaux  à  890"  est 
8  S™"". 

L'équivalent  du  potassium  est  Sg. 

III.  L'action  de  l'eau  sur  un  équivalent  de  trichlorure  de 
phosphore  dégage  63"',  6;  celle  de  la  potasse  étendue  sur  un 
équivalent  de  trichlorure  de  phosphore  dégage  i32"''',4)  celle 
de  la  potasse  étendue  sur  un  équivalent  d'acide  chlorhydrique 
étendu  dégage  i3''^',7. 

On  demande  la  chaleur  de  formation  à  l'état  dissous  du 
phosphite  bipotassique. 

PHILOSOPHIE. 

Ma  thé  ma  tiq  ues . 

I.  On  donne  quatre  points  A,  B,  C,  D  situés  sur  la  circonfé- 
rence d'un    cercle  O.  On  prend,  dans  le  plan  du  cercle  O,  un 
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point  P,  et  on   mène  le  cercle  circnnscrit  au  triangle  PAB,et 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  PCD;  ces  deux  cercles  se  cou- 
pent au  point  P  et  en  un  autre  point  O. 

1°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  Q  quand  le  point  P 
décrit  une  droite  donnée  dans  le  plan  du  cercle  0. 

2°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  0  quand  le  point  P 
décrit  la  circonférence  d'un  cercle  donné  dans  le  plan  du 
cercle  0. 

3°  Trouver  la  ligne  sur  laquelle  devrait  rester  le  point  P 
pour  que  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  PAB,  PCD 
fussent  toujours  tangents,  quelle  que  soit  la  position  du  point 
P  sur  cette  ligne. 

II.  On  donne  deux  cercles  tangents  intérieurement;  le 
point  de  contact  est  O;  le  diamètre  OA  du  plus  grand  cercle 
est  égal  à  «,  le  diamètre  OB  de  l'autre  cercle  est  égal  à  è.  A 
un  point  P  de  la  circonférence  du  premier  cercle  on  fait  cor- 
respondre un  point  Q  de  la  circonférence  du  second  cercle  tel 
que  l'angle  POQ  soit  droit.  Déterminer  le  point  P  de  façon 
que  la  dislance  du  point  O  à  la  droite  PQ  soit  la  plus  grande 
possible. 

MATHÉMATIQUES   ÉLÉME.NTAIRKS. 

Mathématiques   et   Mécanique. 

I.  A  tout  point  M  d'une  parabole  on  fait  correspondre  un 
point  m  déterminé  comme  il  suit  : 

Soit  N  le  point  de  rencontre  de  la  normale  en  M  à  la  para- 
bole avec  l'axe  de  cette  parabole;  soit  P  le  point  de  rencontre 
de  la  perpendiculaire  à  la  normale  MN  menée  par  le  point  >i 
et  de  la  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole  menée  par  le  point  M. 
Le  point  m  est  le  point  de  rencontre  de  la  normale  MN  avec 
la  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole  menée  par  le  point  P. 

Gela  posé,  trouver,  dans  chacun  des  quatre  cas  suivants,  le 
lieu  du  point  m  que  l'on  fait  ainsi  correspondre  à  un  point  M 
d'une  parabole. 

1°  Le  point  ÎM  est  fixe,  et  l'on  considère  toutes  les  paraboles 
qui  passent  par  ce  point  M  et  qui  ont  pour  foyer  un  point 
donné  F. 

■1°  Le  point  ."M  est  fixe,  et  l'on  considère  toutes  les  paraboles 
qui  passent  par  ce  point  ÎM  et  qui  ont  pour  directrice  une 
droite  donnée  DD'. 
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3°  Le  point  .M  est  mobile  sur  une  droite  donnée  TT'  et,  pour 
chaque  position  du  point  M,  on  considère  la  parabole  qui  est 
tangente  à  la  droite  TT'  en  ce  point  et  qui  a  pour  foyer  un 
point  donné  F. 

4°  Le  point  M  est  mobile  sur  une  droite  donnée  TT',  et, 
pour  chaque  position  du  point  M,  on  considère  la  parabole 
qui  est  tangente,  en  ce  point,  à  la  droite  TT',  et  qui  a  pour 
directrice  une  droite  donnée  DD'  située  dans  un  plan  qui  con- 
tient la  droite  TT'. 

II.  On  donne  un  losange  OAGB;  par  le  sommet  G  on  mène 
une  droite  quelconque  qui  rencontre  la  droite  OA  en  un  point 
D  et  la  droite  OB  en  un  point  E.  On  mène  les  droites  AE,  BD, 
et  Ton  désigne  par  la  lettre  M  leur  point  de  rencontre. 

1°  ÎMontrer  que,  quand  la  droite  DCE  tourne  autour  du 
point  G,  le  point  M  décrit  une  courbe  fermée,  circonscrite  au 
triangle  OAB,  et  construire  la  tangente  au  point  A  et  la  tan- 
gente au  point  B  à  cette  courbe. 

1°  Soit  0  l'angle  donné  AOB  :  soit  X  l'angle  variable  formé 
par  la  droite  mobile  GD,  prise  dans  le  sens  GD,  avec  la  droite 
fixe  BG,  prolongée  au  delà  du  point  G  dans  le  sens  BG.  On 
suppose  d'abord  l'angle  X  compris  entre  o"  et  i8o° — 6,  et, 
dans  ce  cas,  on  désigne  par  a  l'angle  BAM  et  par  p  l'angle 
ABM  :  former,  dans  ces  conditions,  l'équation  qui  lie  les  angles 
variables  a,  X  et  l'angle  6,  et  l'équation  qui  lie  les  angles  [3,  X 
et  0.  Indiquer,  dans  le  cas  où  X  est  compris  entre  i8o° —  6  et 
i8o",  quelle  signification  il  faut  donner  aux  lettres  a  et  p  pour 
que  les  équations  trouvées  dans  le  cas  de  X  compris  entre  o**  et 
i8o°  —  6  soient  encore  applicables. 

Former  l'équation  qui  lie  a,  [3,  et  l'angle  donnée  0,  quel  que 
soit  X. 

Galculer,  en  fonction  de  6,  les  valeurs  de  oc  et  de  |j  qui  satis- 
font au  système  d'équations  composé  de  l'équation  entre  a,  ^ 
et  6,  trouvée  ci-dessus  et  de  l'équation  a  -t-  ^  =  6.  —  Gas  d'in- 
détermination. Interprétation  géométrique. 

SECONDE. 

Algèbre  et  Géométrie. 
I.   Résoudre  l'équation 

4  x-  %-  ci-  ()  a 

IH 1 i = 

■IX-  -\-  Qax        IX-  ^-  ■]  ax  —  .\a-        -xx — a 
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II.  Un  losange  ABGD,  dont  les  diagonales  AC  et  BD  ont 
pour  longueur  respective  ia  et  a,  est  la  base  d'un  prisme 
droit  illimité  :  sur  les  arêtes  latérales  de  ce  prisme  on  porte, 
dans  le  même  sens,  les  longueurs 


A  A'  =  3  « , 


BB': 


4  a, 


GC: 


1°  Calculer  le   volume  du  solide  compris  entre  le  plan  des 
points  A',  B',  G'  et  la  base  du  prisme. 

2°  Evaluer  la  surface  totale  du  même  solide. 


TROISIEME. 

Arithmétique,  Algèbre  et  Géométrie. 

I.  Quelle  est  la  plus  petite  valeur  de  la  différence  entre  deux 
nombres  entiers  qui  sont  l'un  multiple  de  io5,  l'autre  multiple 
de  5o4'? 

Quels  sont  les  deux  nombres  dont  la  différence  répond  à 
l'énoncé,  et  qui  ont  1270080000  pour  somme  de  leurs  carrés? 

II.  On  considère  le  quadrilatère  inscriptible  convexe  ABGM  : 
les  sommets  ABG  sont  fixes,  mais  le  sommet  M  est  mobile. 

1°  Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  P  des 
droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés. 

2°  Déterminer  les  positions  limites  du  point  P,  et  calculer 
la  longueur  du  chemin  parcouru  par  ce  point  pour  passer  de 
l'une  de  ces  positions  à  l'autre.  On  désignera  par  a,  b,  c  les 
longueurs  des  côtés  du  triangle  ABG  et  par  a,  p,  y  ses  angles; 
toutes  ces  quantités  sont  connues. 
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DÉIIOXSTRATIOX  M  THEOREME  F0\D\1IE\TAL 
DE  LA  THÉORIE  DES  ÉQIATIOXS; 

Par  m.  E.  CARVALLO, 

Examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polyleciinique. 


Théorèmk.  —  Toute  é(/iiatic7i  entière  J'(^z)=  o  n 
une  racine. 

M.  Amigues  a  donné  récemment  une  démonstration 
habile  de  ce  théorème  (').  Dans  le  fond,  la  méthode  est 
celle  de  Caucliy;  l'intérêt  de  la  nouvelle  démonstiation 
est  d'être  purement  algébrique  et  de  ne  pas  introduire 
la  Trigonométrie.  Dans  une  voie  opposée,  il  importe  de 
rechercher  la  forme  la  plus  simple  pour  les  élèves.  Je 
propose  la  suivante. 

I. a  fonction  [mody^(c)]-  est  toujours  positive;  elle  est 
finie  et  continue  pour  les  valeurs  Unies  de  z  et  croit 
indéfiniment  avec  z  ;  donc  elle  a  au  moins  un  mini- 
mum. Je  dis  que,  [)our  ce  minimum,  on  a  J'(^z)=o. 
Pour  cela,  il  suffit  de  prouver  que  ce  minimum  n'est 
pas  atteint  tant  que  ^{z)  n'est  pas  nul.  C'est  sur  ce 
dernier  point  que  porte  la  simplification  que  je  propose. 

Soitz  =  x+j)f  une  valeur  f[ui  n'annule  pasj"(:^), 
Zi  =  X  — j  i  l'imaginaire  conjuguée  de  z,J\  la  fojiction 
conjuguée  dej\  c'est-à-dire  celle  que  l'on  déduit  du  po- 
lynôme y  en  remplaçant  tous  les  coellicicnts  par  leurs 
conjugués;  y",(2|)  sera  l'imaginaire  conjuguée  de  /(-)• 
On  aura  donc 

(')   Comptes  rendus,  l.  C\II  ;  ■>()  j.invier  iN()i. 

Ann.  de  Malhenial.,  o"  si-rit,',  t.  \.  (Mars  iSjji.)  "^ 


(  1'^'  ) 

Je  donne  à  z  un  accroissement  !^;  ")  prend  l'accrois- 
serueut  conjugué  v|.  L'accroissement  de  F  sera  donné 
par  la  formule  de  Taylor  à  deux  variables 

Dans  ce  développement,  soit  y"  (s)  la  première  déri- 
vée de/(z)qui  ne  s'annule  pas  ;y"','(^(  )  sera  la  première 
dérivée  dey,  (^i  )  qui  ne  s'annule  pas.  Dès  lors,  tous  les 
termes  qui  précèdent  le  terme  de  rang  n  sont  nuls  5  de 
plus,  celui-ci  se  réduit  à  la  somme  des  deux  termes  ex- 
trêmes ducrocliet,  savoir ^^«/«(z)/, (z,)-|- S^"  /'[ {z,)f(z)  ; 
c'est  la  somme  de  deux  imaginaires  coîijuguées.  Soient 
(0,  w),  {a,  a),  (b,  [îi)  les  modules  et  les  arguments  de  "Ç, 
J"  {z)clj\  (s,  ).  Le  premier  terme  t^"f"  {z)/t  (~i  )  aura  pour 
module  a"ab  et  pour  argument  «to  +  a-f-  [j.  Dans  la 
somme  de  ce  terme  avec  son  conjugué,  les  parties  ima- 
ginaires se  détruisent  et  les  parties  réelles  se  doublent 
pour  donner  20'^ ab  <;os(/2to  -h  v-  -h  3).  On  a  donc 

_,        o  0"  ab        ,  „, 

IF  =  — — ; —  cos(/ioi  -I-  a-r-  [j)  +  . .  . . 

IL  ! 

Dans  cette  somme,  on  peut  disposer  de  (o,  de  façon 
que  l'on  ait  cos ( /z oj -f- a  +  j'i ) ^ — i;  puis  on  pourra 
prendre  0  assez  petit  pour  que  le  premier  terme  donne 
son  signe  à  la  somme,  c'est-à-dire  le  signe  ( — ).  L'ac- 
croissement AF  est  alors  négatif.  Donc  la  valeur  consi- 
dérée de  [mod/(s)]-,  différente  de  zéro,  n'est  pas  un 
minimum.  c.   o.   f.    d. 


(  ".  ) 


SIR  LES  ÉOIIATIOXS  ALGÉBRIQIES; 

Par  m.  Damkl-E.  I\]AYER, 

Ingénieur    des   Ponls   et   Chaussées. 


La  présente  Note  a  pour  objet  : 

i"  La  démonstration  d'un  théorème  sur  les  racines 
des  équations  dans  un  cas  particulier; 

2°  L'indication  d'une  métliode  pour  le  calcul  appro- 
ché des  racines  d'une  équation. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

Théorème.  —  Si,  dans  une  équation  algébrique,  à 
coejfficienls  réels  ou  imaginaires,  il  existe  un  ternie 
d' exposant  k,  dont  le  coefficient  ait  une  valeur  abso- 
lue (ou  un  module)  plus  grand  que  la  somme  des  va- 
leurs absolues  [ou  des  modules)  des  autres  corj/icienfs, 
l'équation  donnée  admet  ni  —  A"  racines  dont  les  va- 
leurs (ou  les  modules)  sont  supérieurs  à  i ,  et  fc  racines 
dont  les  valeujs  [ou  les  modules)  sont  injérieurs  à  i. 

Pour  le  démontrer,  écrivons  l'équation  sous  la  forme 

P\  P'>  Pk  „  / 

X  X''  x" 

et  considérons  d'abord  le  cas  où  p^ ,  />o,  .  .  .  ,  t:,  ,  ttj,  .  .  . 
sont  des  quantités  toutes  réelles,  positives,  et  dont  la 
somme  est  égale  à  i . 

Imaginons  un  jeu,  auquel  prennent  [)art  ///  joueurs, 
avec  des  chances  de  gagner  cliaque  partie,  dilTéreiiles 
pour  chacun  d'eux  et  respecliveiuent  égales  a 

Pu      Pi-       ■■■,      Pk-,       ~\-       ~27       •■•>       ~m     k- 


(  "^  ) 

Ils  (conviennent  que,  à  chaque  partie  gagnée  par  un  des 
h  premiers  joueurs,  la  cagnotte  lui  devra  une  somme 
égale  à  X,  si  c'est  le  premier  joueur,  2  si  c'est  le  second, 
.  .  .,  A  si  c'est  le  A'""'',  et  que,  au  contraire,  à  chaque 
partie  gagnée  par  un  des  derniers  joueurs,  celui-ci  de- 
vra à  la  cagnotte  une  somme  égale  à  1  si  c'est  le 
(A'-|-i)''^'"%  2  si  c'est  le  (A'-j-  2)'*^™%  . .  .,  m  —  A"  si  c'est 
le  dernier. 

Le  jeu  s'arrêtera  quand  la  fortune  de  la  cagnotte 
aura  atteint  ou  dépassé  H-  P  ou  —  Q. 

Il  est  clair  que,  dans  ces  conditions,  le  jeu  peut  finir 
de  m  façons  dillérentes. 

En  eifet,  si  la  cagnotte  arrive  aux  valeurs  négatives 
fixées  pour  la  fin  du  jeu,  cette  éventualité  peut  se  réa- 
liser de  k  façons  diiférentes,  soit  que  la  fortune  de  la  ca- 
gnotte devienne  exactement  égale  à  —  Q,  soit  que, 
après  avoir  atteint  la  valeur  — (Q  —  1),  elle  soit  portée 
par  un  succès  du  A'*^'"<^  joueur  à  — (Q  +  ^ — 0'  ^®^'- 
(|u'elle  atteigne  une  des  valeurs  intermédiaires  entre  ces 
deux  extrêmes. 

Et,  de  même,  si  c'est  par  les  valeurs  positives  de  la 
(•agnolteque  le  jeu  finit,  cela  peut  se  réaliser  de  m  —  A 
façons  diflérentes,  soit  que  la  valeur  finale  atteigne P,  ou 
P-hi,  ou  (P  -T-  2),   .  .  -,  ou  (P  -\-in  —  k  —  i). 

Cherchons  l'espérance  matliémati(|ue  d'un  parieur 
qui  doit  recevoir  i'"",  si  l'une  de  cqsiu  solutions,  qu'il  a 
choisie,  se  réalise. 

Si  nous  désignons  par  x  la  Ibrtune  de  la  cagnotte,  au 
moment  considéré,  et  \)3iV  fi^x)  l'espérance  cherchée,  on 
voit  d'abord  que  /"(  x)  est  défini  par  la  relation 

Appelons   a,,  a^,   ..-,  x,„   les   jn   racines  de   l'équation 


(  "^  ) 

algébiiqui* 


r.^' 


-^T.ix  -^TZiX--^-..  .-^~„i^i,x"i-'^; 


il  est  aisé  de  vérifier  que  l'expression  A,  aj',  où  A,  est 
une  constante  arbitraire,  satisfait  à  l'équation  aux  dif- 
férences finies  qui  donne  la  valeur  dey(j:).  On  a,  de 
même,  une  seconde  solution  Aoa'o,  ...  et,  en  écrivant 

f{x)=  A]  af  +  A,  7.1  -h .  . . -^  A,„  a^, , 

on  a  la  solution  complète,  puisqu'elle  contient  autant 
de  constantes  arbitraires  A,,  Ao,  •••^  A,„  que  nous 
avons  de  données  pour  déterminer  y(a:). 

Supposons  que  la  combinaison  choisie  par  le  parieur 
et  dans  laquelle  il  doit  recevoir  i^''  soit  celle  où,  à  la  fin 
du  jeu,  la  cagnotte  atteindra  exactement  4- P.  Les  con- 
stantes A(,  Ao,  .  . . ,  A,„  seront  déterminées  par  les  rela- 
tions 


'  w  ^nn 


\  —  AiO(^-l-  A^a^-l-. .  . 

o  =  A,a'f'+"-^  A,A'|'+"  +  .  . .+  A,„(a„OP+'. 

o  =  A,  a'i'+"'-^-i)  +  A2  a'f+'«-^""  ^ . . .  +  A„,  (  oi,n  )r"+"'-  ^->, 
o  =  Aia7<-'-i-  AsaJ^^^. .  .-1-  A,„a~<-*, 

o  =  A,A7'0+''+A2a7'0+i'  +  ...+  A,„a-'«+", 

o  =  A,  a7t«+^-'>+  A,a7'<^+''-"  +  . .  .-^  A„,a-'«+^"-", 

qui,  en  supposant  connues  les  racines  a,,  a,,  .  .  . ,  a,„, 
sont  des  équations  du  premier  degré  par  rapport  aux 
constantes  à  déterminer. 

On  peut  résoudre  ces  équations,  remplacer  A,,  Ao,  •••. 
A,„  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a,,  a^,  ....  7.,„  cl 
l'on  aura  l'expression  dr  /(r  )  en  fonction  de  7, .  y.,^  ■  •  -i 
y.n, . 


(  'i4  ) 

Or,  il  est  cviJcnl,  d'après  les  Jouiiées  du  problème, 
que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a*,  comprise  entre  +  P 
et  —  Q,y(a;),  qui  représente  l'espérance  mathématique 
du  parieur,  a  une  valeur  réelle,  positive  et  plus  petite 
que  I .  Cela  est  vrai,  quels  que  soient  P  et  Q. 

Si  l'on  fait  Q  infini  en  valeur  absolue,  le  problème 
de  probabilité  conserve  une  signification  précise.  Cela 
veut  dire  que  le  jeu  durera  jusqu'à  ce  que  la  fortune  de 
la  cagnotte  atteigne  ou  dépasse  P,  sans  limitation  des 
valeurs  négatives  par  lesquelles  elle  peut  passer.  Il  y  a 
encore  m  —  Â  éventualités  possibles  pour  la  fin  du  jeu, 
de  P  à  (P+/«  —  A-  —  i)  el  f(x)  représente  encore 
l'espérance  malliéniatîque  du  parieur  qui  recevra  i*'"si 
la  cagnotte  atteint  exactement  P;  f{jc)  est  encore  une 
quantité  réelle,  positive  et  plus  petite  que  i. 

Je  dis  (|u'il  faut  pour  cela  que,  dans  l'expression  de 
f{x)  en  fonction  des  racines  a,,  ao,  .  .  .,  a„,,  le  coeffi- 
cient de  toute  racine,  dont  la  valeur  (ou  le  module)  est 
inférieur  h.  l'unité,  devienne  nul  lorsque  Q  devient  in- 
fini. 

En  effet,  soit  qu'on  considère  un  terme  Aa^  corres- 
pondant à  une  racine  réelle  ou  le  groupe  de  deux  termes 
H-'(A  costox  H-  Bsinw.r)  correspondant  à  deux  racines 
imaginaires  conjuguées,  on  voit  que  si  a  ou  H  sont  infé- 
rieurs à  l'unité,  on  pourrait  toujours,  si  ces  termes  ne  dis- 
paraissaient pas,  donner  à  x  des  valeurs  négatives  assez 
grandes  pour  que  la  valeur  absolue  de  ces  termes  devînt 
supérieure  à  tonte  quantité  donnée.  Et  ces  termes  ne 
pouiraient  se  détruire  l'un  l'autre  puisque,  pour  des 
valeurs  diiférentes  de  a  ou  de  il,  ils  seraient  d'ordre  de 
grandeur  différent.  Ln  fonctiony(x)  ne  pourrait  donc 
conserver  une  valeui"  plus  petite  <jue  l'unité,  ni  même 
une  valeui-  limitée. 

L'expression  de  /(,i^),  dans  le  cas  où  Q  est  infini,  ne 


(1.5) 
contiendra  donc  que  des   icrnies   correspondant   à  des 
racines  supérieures  ou  au  moins  égales  à  l'unité. 

De  même,  si  l'on  cherche  l'espérance  mathématique 
du  parieur  qui  devrait  recevoir  i''  dans  le  cas  où  la  ca- 
gnotte atteindrait  • —  Q  avant  d'avoir  atteint  ou  dé- 
passé P,  et  si  l'on  fait  P  inlini,  l'espérance  mathéma- 
tique de  ce  pari  aura  une  expression  qui  ne  contiendra 
que  les  termes  correspondants  à  des  racines  dont  les 
valeurs  (ouïes  modules)  sont  inférieurs  ou  au  plus  égaux 
à  l'unilé. 

Or,  dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  nous  apercevons 
a  pi'iori  combien  de  termes  doivent  subsister  dans  l'ex- 
pression de  y  (x). 

En  e(ï"et,  s'il  s'agit  d'un  jeu  qui  doit  finir  quand  la 
cagnotte  aura  atteint  ou  dépassé  P,  sans  limitation  des 
valeurs  négatives,  il  fa\U  qu'on  ait,  dans  l'expression 
de  J\x),  m  —  A'  constantes  à  déterminer,  dont  la  valeur 
changera  suivant  que  le  parieur  aura  choisi  l'une  ou 
l'autre  d<^s  m  —  A'  éventualités  possibles. 

Et,  s'il  s'agit  du  jeu  qui  doit  finir  par  la  cagnotte  né- 
gative, il  faut  quey"(x)  conlienne  k  constantes  à  déter- 
miner. 

On  arrive  donc  à  cette  conclusion  que  l'équation  algé- 
brique donnée  contient  : 

m  —  /i  racines  supérieui-es  ou  au  moins  éi;ales  à  l'unité, 
k  racines  inférieures  ou  au  plus  égales  à  l'unité. 

L'unité  est  elle-même  une  des  racines  de  l'équation. 

Donc  si  l'on  considère  les  deux  paris  distincts,  l'un 
que  la  cagnotte  arrivera  à  -+-  P,  sans  limitation  des  va- 
leurs négatives,  l'autre  que  la  cagnotte  arrivera  à  —  Q, 
sans  limitation  des  valeurs  positives,  les  expressions  de 
l'espérance  mathématique  seront  telles  que  dans  un  cas 
l'espérance  tend  vers  une  cjuantité  dillérente  de  zéro,  et 


{  '16  ) 
que  dans  Taulre  cas  elle  tend  vers  zéro,  lorsque  P  el  Q 


augmentent  indéfiniment. 


Or,  pour  savoir  laquelle  des  deux  espérances  tend 
vers  une  limite  différente  de  zéro,  et  laquelle  tend  vers 
zéro,  il  suffit  de  reclierclier  si,  d'après  les  conditions  du 
jeu,  la  probabilité  est  favorable  à  l'accroissement  positif 
ou  négatif  de  la  cagnotte,  c'est-à-dire  si  l'expression 


(Pl  -t-  2/3,  —.  .  .-^kpA)  -^  [-1  M-  2/)2 


,-f-(  m  — A- )/>,„_/.], 


qui  n'est  autre  (|ue  la  dérivée  du  second  membre  de 
l'équation  algébrique  par  rapport  à  ^,  et  où  l'.on  fait 
a:  =  I ,  est  positive  ou  négative. 

Si  cette  expression  est  positive,  l'équation  donnée 
admet,  outre  l'unité, 

m — k — ^  I   racines  supérieures  à  lunité. 
A  racines  inférieures  à  l'unité. 

Si  elle  est  négative,  l'équation  admet 

m  —  k  racines  supérieures  à  l'unité, 
/r  —  I   racines  inférieures  à  l'unité. 

Nous  n'avons  pas  tenu  compte,  dans  ce  qui  précède, 
de  la  possibilité  que  l'équation  donnée  ait  des  racines 
multiples;  mais  il  est  aisé  de  voir  que,  si  n  raciues  de 
l'équation  algébrique  deviennent  égales,  les  //  termes  de 
l'expression  dej'(x) 


A,a|-^  Aoaf -^. 


deviennent 


Xiu^  -f-  A,  J-  X  a-^ 


.  .-f-  A„a"«a-r. 


qui  contient  le  même  nombre  de  constantes  arbitraires, 
et  les  raisonnements  f|uc   nous   avons  faits   dans  le  cas 


(   "7  ) 
général  subsislenl  sans  cliaiigenieiil  dans  ce  cas  parli- 
cnlicr. 

Il  nous  reste  à  étendre  ces  considérations  au  cas  le 
plus  général  auquel  s'applique  le  théorème,  c'est-à-dire 
au  cas  où  un  ou  plusieurs  des  coefficients  de  l'équation 
précédente  se  trouvent,  dans  une  équation  nouvelle,  mul- 
tipliés par  une  quantité  réelle,  positive  ou  négative,  pins 
petite  que  l'unité,  ou  par  une  quantité  imaginaire,  de 
module  plus  petit  que  l'unité. 

En  continuant  de  considérer  les  coefficients  ^, , /;._,,  ..., 
TTi,  Tï^,  ...de  l'équation  précédente,  l'équation  nou- 
velle peut  s'écrire 


X- 


r-k 


-l--i:i!7ia7-f-T:,!72a"2  -^.  . . -h  tt;,,-/,  C7„,_/.  „r'«-^-, 

S),  So,  .. .,  5-,,  0-^,  .  .  .  étant  des  quantités  quelconques 
de  modules  inférieurs  à  l'unité. 

Continuons  à  considérer  le  jeu  précédemment  défini, 
avec  les  mêmes  chances  /7(,  p^^  ...,  tt,  ,  — o,  •••  des 
joueurs,  les  mêmes  enjeux,  et  les  mêmes  conventions 
pour  la  fin  du  jeu.  Mais  modifions  les  conditions  du 
pari.  Au  lieu  de  recevoir  un  franc,  si  l'éventualité  qu'il 
a  choisie,  parmi  les  m  possibles,  se  réalise,  le  parieur 
recevra  une  somme  déterminée  d'après  le  nombre  des 
parties  qu'aura  gagnées  chaque  joueur.  Si  l'on  désigne 
par  /2, ,  TZo,  ....  «/f,  V, ,  Vo,  . . .,  v,„_/(  le  nombre  de  parties 
gagnées  par  les  joueurs  d'indice  correspondant,  le 
compte,  positif  ou  négatif,  réel  ou  imaginaire  du  parieur, 
sera 

S'/'  X  S"/=  X  SX^  X  7"{'  X  cr'^=  X  . .  .  X  (  cr„,^/,)v-«-/.-. 

Si  Ton  désigne  par  'f  (x)  l'espérance  mathématique 
du  parieur  en   fon<lion  de  la  (oituni;  x  de  la    cagnolli'. 


(  i'8  ) 
Icxpressiou  qui  permet  de  calculer  la  valeur  de  celle 
espérance  est 

o(x)—piSio(x  —  i)-\-piS2o{x—  ■2)-^. .. 

-+-  -/«-/.  ^m-K-  o{x-^-m  —  k), 

et  si  l'on  appelle  ^,,  ji^,  •••,  [5/«  It's  racines  de  l'équa- 
tioQ  nouvelle,  on  aura 

cp(^)  =  A,  Pî^  A,  ?]■  +.  ..^X,n  ?^,. 

Or  il  est  évident  que  l'espérance  niatliémalique  de 
ce  nouveau  pari,  en  valeur  absolue,  ou  son  module,  si 
elle  est  imaginaire,  sera  toujours  inférieur  à  l'unité. 

En  eiïet,  la  quantité  à  donner  ou  recevoir  par  le  pa- 
l'ieur  sera  nulle,  si  l'éventualité  choisie  par  le  parieur 
ne  se  réalise  pas,  et  dans  tous  les  autres  cas  elle  sera 
le  produit  de  quantités  inférieures  à  l'unité. 

En  conséquence,  la  démonstration  que  nous  avons 
faite  précédemment  et  qui,  en  somme,  ne  reposait  que 
sur  cette  idée  quey(x)  était  une  quantité  limitée,  s'ap- 
plique a  fortiori  à  '^{x)^  avec  cette  seule  ditîérence  qu'il 
n'y  a  plus  de  racine  égale  à  l'unité,  et  que,  dans  ce  cas 
plus  général,  il  y  a 

m  —  k  racines  de  valeurs  ou  modules  supérieurs  à  l'unité, 
k  racines  de  valeurs  ou  modules  inférieurs  à  l'unité. 

c.  Q.   F.  D. 

DEUXIÈME   PARTIE. 
Si  Ion  a  à  résoudre  une  équation  algébrique 

(l)  l    =piX  -\-p-X-  -^..  .  — pinX'"^ 

et  qu'on  forme  l'équation  aux  diilérences  finies 

(■•2)    f(x)  =  pif{x-+-  i)-h-  pi/(x-{-  u)-^. ..--  p,nf{x-\-  m): 


\ 


(   "9  ) 
appelant  a,,  ao,  ...,   ^-m  l^^s  racines 
de(.), 

(3)  f{x)  =  Al  a[-t- A,af  +. . .+  A„,a-^„ 

A|,A2,   ...,  A„j  étant  des  constantes  arbitraires  qu'on 
déterminera  parles  valeurs  initiales  qu'on  choisira  pour 

Prenons,  par  exemple, 

/(m  — i)  =  o, 
f{m  —  i)  =  o, 


/(o)  =  i; 

on  aura 

/(— 3)  =  pi(p^^'  -^ P2  )  -^ P2P1  -^  Ps, 

et  il  sera  facile,  et  même  rapide  (si  les  valeni-s  numéri- 
ques des  coefficients  ne  sont  pas  trop  compliquées),  de 
calculer  un  grand  nombre  de  ces  valeurs  de  /(jc)  pour 
des  valeurs  négatives  croissantes  de  la  variable. 

Or,  si  l'on  suppose  qu'on  ait  écrit  a,,  ao,  ..  .,  a,„  dans 
l'ordre  des  valeurs  cioissantes  des  racines  ou  de  leurs 
modules,  il  apparaît,  d'après  la  relation  (3)  que,  si  a,  est 

■    •         'Il      •       1     1                        /( —  "0  1 

une  racine  réelle  simple,  le  raijport  —^ — ^ —    tendra 

vers  a, . 

Si,  au  contraire,  a,  et  7.0  sont  des  racines  imaginaires 
conjuguées,  ce  sont  les  deux  termes  correspondants  à 
ces  racines  qui  prévaudront  dans  le  calcul  de  f(x)^ 
dont  les  valeurs  successives  ne  suivront  plus  la  loi 
simple  du  cas  piécéd(;nt. 

Supposons  connues  (jualre  valeurs  successives  «1,  «05 


(     I20    ) 

«3,  (i\i  J^'  la  fonclioa  A,  a^-f- Ao^-o  c'esl-à-dire 


U) 

(6) 

^7) 


«1  =  Aia7'"+Aoa2"', 

«,  =  Aia7""+"+  A,a7""+i', 

«3  =  Aia7"«+2)H_  Aja^f'^^', 

av  =  A,  aY"«+3)_^  A,a7""+=", 


îl  sera  aisé  de  calculer  a,  et  a^. 
En  effet,  soit 

l'érjuation  du  second  degré  dont  a,    et  ao  sont  racines; 
on  peut  former  l'éqnation  aux  différences  finies 

o{x)  =  rJ^o{x  -^i)-^  q^'^ix  -\-l). 

et  si  l'on  pose 

'f— /H   =    O-ll 

et  qu'on  détermine  /?,  et  />2  par  les  conditions 

ai  =  ^,«3  -t-  qia.2, 

les  racines  a,  et  y.o  de  l'équation  i  ::=  pi  x -\-  jt-^x-  satis- 
feront aux  équations  (4),  (5),  (6)  t-t  (^). 

De  ce  mode  de  détermination  de  />(  et/>>2  résultent  les 
formules 

«i  X  «1  —  «2  X  «3 


^72 


«1«3  —  («2)- 
'  '^'3)'  —  «2  X  «i 

«1  X  «3  —  («2  y^ 


fjui  ne  dépendent  que  des  rapports  de  «,,  rto,  r^.i  tart,. 

Or  si,  après  avoir  calculé,  au  moyen  de  la  relation  (2), 
un  certain  nombre  de  valeurs  de  /'(.r),  on   calcnle  ^7, 


(  •-'  ) 

et  (j-,  coiniHH  si  l'on  avait 

J-{ni+\)  =  Cil, 
f—{m+i)  =  Clo, 

f-{m+U)  =  <^\i 

OU  coiiimcltia  une  erreur  d'autant  moindre  que  m  sera 
[)lus  grand,  et  en  résolvant  l'équation  \  =.  q ^  x  -\-  q-^x'-^ 
on  aura  des  valeurs  approchées  de  a,  et  a^. 
La  règle  pratique  sera  donc  la  suivante  : 
Calculer  des  valeurs  successivesy  ( — i)'./( — ^)'  •••> 
y( —  ni\  et  surveiller  le  mode  de  variation  de  l'expres- 
sion 

[f-{ni+i]\-—  [/-(Wi+l)]  [/-(/«+3)]- 

Si  cette  expression  tend  vers  zéro,  avec  des  va- 
leurs, soit  toujours  positives,  soit  toujours  négatives  de 
/-(w+i)  ^  ^^^'^.K,l   la  valeur  de   ce   rapport,   lorsqu'il   sera 

devenu  sensiblement  constant,   qui  donnera  la  racine 
réelle  a,  la  plus  petite  de  toutes  les  racines. 
Si,  au  contraire, 

[f-(m+2)]-  —  [f-{m  +  \)\  f/-(w+3)] 

f- 

ne   tend    pas    vers    i^éro,  et    si   le    i-apport  -^  Ji^L±l'    est 

J-UII+-2) 

tantôt  positif,  tantôt  négatif,  ou  verra  toujours,  sauf  le 
cas  d'exception  des  racines  ou  modules  d'ordre  multiple, 
l'expression 

[/-(//I  +  3)]-  —  [/-  (/»  +  2)]  [/-(,„+t)l 
[/-(//i-t-2)|"  —  [/-(/«+1)J  [y-(/K-(-3)] 

tendre  vers  une  limite  constante  positive.  C'est  cette 
limite,  prise  avec  le  signe  — ,  qui  donnerait  rigoureuse- 
ment </o,  et  c'est  la  valeur  ap[)rocliée  de  celte  limite, 
prise  avec  le  signe; — ,  ([ui  donnera  la  valeur  approchée 
de  c/o. 


(     '22     ) 

Quand  on  se  sera  arrêté  dans  le  calcul  des  valeurs 
dey(x)  d'après  les  considérations  précédentes,  on  éva- 
luera, au  moyen  des  quatre  dernières  valeurs  calculées 
par  la  formule 

[  /-('«  +  1)]  [/(w-t-3)]  —  [/-;/«+2p 

etl'on  trouvera,  en  résolvant  l'équation  i  ■=:  </,  x-f-^/o-^^"' 
les  valeurs  approchées  des  deux  racines  imaginaires  (jui 
occupent  le  premier  rang  dans  le  Tableau  par  ordre  de 
grandeur  croissante  des  racines  ou  de  leurs  modules. 

11  est  clair  que,  dans  la  pratique,  cette  méthode  sera 
d'autant  plus  expéditive  que  le  rapport  entre  les  valeurs 
ou  les  modules  des  quantités  cherchées  et  celles  qui 
viennent  immédiatement  après  dans  l'échelle  des  ra- 
cines sera  plus  grand  en  valeur  absolue. 

Telle  que  nous  l'avons  exposée,  la  méthode  ne  s'ap- 
pliquerait pas  au  cas  où  les  racines  clierchées  sont 
d'ordre  multiple. 

Dans  le  cas  où  ces  quantités,  sans  être  rigoureusement 
égales  à  celles  qui  suivent,  en  seraient  très  voisines, 
la  méthode,  tout  en  restant  théoriquement  exacte,  de- 
viendrait pratiquement  inapplicable. 

Pour  calculer  la  plus  grande  racine  réelle,  ou  les  deux 
plus  grandes  racines  imaginaires  de  l'équation  donnée, 

il  suffira  de  considérer  l'équation  en  -  et  de  procéder 
comme  plus  haut. 

Enfin  il  serait  possible,  au  moyen  de  transformations 
convenables,  de  modifier  la  place  des  diverses  racines 
dans  l'échelle  des  valeurs,  de  manière  à  pouvoir  appli- 
quer la  méthode  successivement  aux  diverses  racines. 

Nous  nous  réservons  de  compléter  par  l'étude  de  ces 
divers  points  les  indications  succinctes  que  nous  v«mons 
de  donner. 


(  «^3  ) 

Noia.  —  Nous  donnons  ci-après  deux  exemples  de 
l'application  de  la  méthode,  l'un  au  calcul  d'une  racine 
réelle,  l'autre  au  calcul  de  deux  racines  imaginaires 
d'équations  du  quatrième  degré. 

APPI.ICATIOX    DE    L.V     MÉTHODE    AU    CALCUL    DE    LV    PLUS    PETITE    RACIXE 

DE  l'Équation  algébrique 

i  =  X  -^  X- -\-  x^-\-xK 


Tableau  des  valeurs  successives  de 


/•(.r)  =/(.r+  ij  +/(»•+  2)  +/(.v  +  3)  +f(x+  \). 


/(  3 
/(  2 
/(  > 
/(  o 
/(-  I 

/-  3 

/(-4 

/(-  6 

/(-7 

/(-  8 

/(-9 

/(- 

/- 

/(- 

/(- 

/(- 

/- 

/(- 

/- 

/- 


6)  = 

7  = 

8  = 


=IXI=I 

=  1X1  +  1=2 

=  2+1  +  1=4 

=  4  +  2+1  +  1=8 

=8+4+2+1  =  1.5 

=  10+8+4+2  =  29 

=29+15+8+4=06 

=  36+29+15+8=108 

=  108+56+29+15  =  208 

=208+108+56+29=401 

=401+208+108+56=778 

=  773+401+208+108=1490 

=  1490+778+401+208=2872 

=  2872+1/190+778+401^5586 
5536-(-2872+ 1490 +778 =10671 
10671+5536+2872+1490=20569 
20569+10671+5536+2872=8964!^ 
89648+20569+10671+5531=764  ^4 


Iog/(.<-) 


2,6o3i444 

2,8881795 

3,1731868 
3,4581844 
3,7431961 

4,0282051 
4,3i32i32 
4,5982218 
4,8882898 


f~in 


'7' 49649 
,7149932 
, 7i5ooi9 
,7149883 
,7i499'o 
,7'499'9 
.7ï499'9 
,7'4:)9'J 


Conclusion.  —  La  valeur  approchée  de  la  racine  est  0,51879. 
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APPLICATION     I)i:     LV    METIIODH    Al     €AL(:i  I,    DliS    DEUX     l'LLS     l'ETlTIiS     RACINES 

DE  l'Équation 
1  —  ix  —  Zx--\-  x^  —  \x\ 

Tableau  des  valeurs  successives  de 


/|.r)  =::  2/U-+!)  — 3/1  r-(-2)  +)\x +  ?•)  — Hf{X 

/(       o)=i 

/(-    0=2 

/(-    2)  =4-3=1 

/(—    3)=2  — G-r-I  =  — 3 

/(-  4)=._6_3^2-4=-,. 

f  —    5    =  —  22-t-9-f-I — 8:= — 2() 

/(,—  6)=— 4o+33— 3— 4h — 14 

/  —    7    =  —  28+60  —  II-T-I2=:33 

/  _  8  =66+42—20+44=132 
/  —  9  =264—99—14+80=231 
f  - 

f  - 
/- 
/- 
/- 
/- 
/- 
/- 


luK :: •      loK 


0  =462 — 396+33+56=155 

1  =3io — 693+132 — 132= — 383 

2  = — 766 — 4^5+23i — 528= — 1528 

3  = — 3o56+ii49+i55 — 924= — 2676 

4  = — 5352+4584 — 383 — 620= — 1771 

5  = — 3542+8028 — i528+i532=: — 449" 
G  =8980+5313 — 2676+6112  =  17729 

7  =35458 — 13470 — 1771+10704=30921 

8  =61842 — 53187+4490+7084=20229  o,532o8i3  a,4i6()34'( 


/ — 19=40458 — 92763+17729 — 17960= — 52536  0,5319672  0,4139493 

/  — 20  =  — 105072 — 60687+30921 — 70916= — 205/54  0,5319621  0,4159422 

/ — 21   = — 411308+157608+20229—123684=— 357355  o,53t9'|29  0,4159527 

./  — 22  = — 714710+617262 — 52536 — 80916= — 200900  0,5319531  o,'|i5957o 

Les  quatre  premières  décimales  des  logarithmes  des  coefficients  cherchés  pa- 
raissent Lien  déterminées.  En  prenant 

log( —  ç^)  =  0,53195, 
'og<7,  =  0,4 1595, 

les  deux  racines  imaginaires  de  l'équation  donnée,  (pii  sont  en   bas  de  réchclle 
des  valeurs  absolues,  résultent  de  l'équation  du  deuxième  degré 

1=2, 606a:  —  3,'|o'iJ^'. 
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ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES  PK0PH1ÉTÉS  DES  COMQUES 
D'APRÈS  LEUR  DEFINITION  C)\ 

Par  m.  L.  MALEYX. 


IX.  Propriété  des  sécantes  rcctangnlnires  àVhyper- 
bole  équilntère.  —  Soit  O  le  cercle  directeur  et  S  le 
sommet  d'un  cône  (  fi  g.  72). 

Fig.  72. 

s  Jt 

^-— — — '    ^ 


Supposons-le  coupé  par  un  plan  suivant  une  hyper- 
bole équilatère,  le  plan  SXY  mené  par  le  sommet  du 
côn('  parallèlement  au  plan  sécant  le  coupera  suivant 
les  deux  génératrices  rectangulaires,  SI,  SK. 

Dans  le  plan  de  la  section  imaginons  deux  droites 
rectangulaires,  l'une  sera  parallèle  à  un  diamètre  trans- 
verse et  rencontrera  les  deux  branches  de  la  courbe, 
l'autre  sera  parallèle  à  un  diamètre  non  Iransverse  et  110 
rencontrera  que  l'une  des  branches,  soient  ces  cordes  ah 
et  cd.  Menons  par  le  sommet  S,  SP  parallèle  à  ab  et  SPi 
parallèles  à  cd\  l'une  de  ces  droites  sera  extérieure  à 


{')  Voii"  t.  X  (1891),  p.  gr. 

Ann.  de  Mathéniat.,  3"  série,  t.  X.  (Mars  1891.) 


(   Ï26) 
l'angle    droit   KSI,   soit  SP,   l'autre  SP,    lui  sera  inté- 
rieure, l'angle  PSP|  étant  droit. 

Le  plan  des  parallèles  ab,  8P  coupe  le  plan  de  la  di- 
rectrice suivant  la  droite  PAB,  et  le  cône  suivant  les 
génératrices  Sa  A,  S^B;  celui  des  parallèles  cd^  SPi 
coupe  le  plan  de  la  directrice  suivant  la  droite  CPi  D,  et 
le  cône  suivant  les  génératrices  ScG,  <ySD;  de  plus,  les 
cordes  rectangulaires,  ah^  cd,  se  coupent  en  un  point  g 
de  l'intersection  SG  des  deux  plans  dont  on  vient  de 
parler.  On  démontrerait,  comme  au  n°  1  du  présent  Cha- 
pitre, qu'on  a  les  égalités 

Gâx  GB        PA  X  PB        \SG 

gcxgd   _         SPi  /S^ 

GGxGD       PiGxPiD^VSG 

ou,  d'après  les  propriétés  des  sécantes  au  cercle, 

gaxgb  _       SP"  /S^ 

Gk  X  GB        PI  X  PK       V  SG 

go  X  gd   _         SP;'  /S^\2 

GG  xGD        Pli  xPiK       VSG/ 

Divisant  membre  à  membre,  en  ayant  égard  à  la  pro- 
priété des  sécantes  au  cercle, 

gaxgb  _    Sp'        Pli  X  PiK 
gc-x  gd  ~  ^-jT^  PJ[  X  FK 

et,  comme  l'angle  P,SP  est  droit,  si  SH  est  perpendicu- 
laire sur  PPi,  on  a 

Sp'        PII 


SP, 
d'où,  substituant. 


Pi  H 


Pli  X  PiK 
gax  gb  __  Pi  H 

gcxgd~      PIxPK 
PH 
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Or  SH  est  l'axe  radical  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  KSI,  Pi  S  P,  et  l'on  sait,  d'après  ce  qu'on  a  vu 
au  n°  I,  Cliap.  11,  tliéorèine  11,  que  l'un  de  ces  cercles, 
le  second  par  exemple,  est  le  lieu  des  points  dont  les 
puissances,  par  rapport  au  premier,  sont  à  la  distance 
des  mêmes  points  à  leur  axe  radical  dans  un   rapport 

constant  convenablement  choisi. 

,,              .     ,                ,                         P,rxP,K      PIxPK 
Il    en   resuite   que  les  rapports   — p—r^ >    — ^^ — 

1,11                     gc-x  gb 
sont  numériquement  égaux  :  des  lors  le  rapport  ° ^ 

est  numériquement  égal  à  i;  mais,  comme  les  deux  seg- 
ments jO'rt,  gh  sont  de  sens  contraires,  tandis  que  les 
deux  autres  ^c,  gd  sont  de  même  sens,  on  doit  consi- 
dérer ce  rapport  comme  égal  à  —  i . 

De  là  on  peut  déduire  le  théorème  suivant  : 

Si  une  hyperbole  équilatère  est  circonscrite  à  un 
triangle,  elle  passe  par  le  point  coviniun  des  hauteurs. 

Et  comme  corollaire  : 

Si  deux  hyperboles  équilatères  ont  quatre  points 
communs ^  eVes  doivent  coïncider,  à  moins  que  l'un  des 
points  ne  soit  le  point  commun  des  hauteurs  d'un 
triangle  dont  les  trois  autres  sont  les  sommets. 

X.  Théorème  de  Frégier.  —  Si  par  un  point  delà 
circonférence  d'un  cercle  on  mené  des  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugues  d'une  conique,  la  droite 
qui  unit  les  seconds  points  comnnins  de  ces  parallèles 
a^'ec  la  circonférence  passe  par  un  point  jixe  qui  porte 
le  nom  de  point  de  Frégier. 

Soient  O  le  cercle  donné,  A  le  point  donné  sur  sa  cir- 
conférence {fig-  73). 

Menons  par  le  point  A  les  parallèles  AM,  AN  à  deux 


(ia8) 
diamètres  conjugués  d'une  conique  située  dans  le  même 
plan;  il  s'agit  de  Jiiontrer  que  MN  passe  par  un  point 
fixe. 

Les  couples  de  droites,  telles  que  AM,  AN,  forment 
un  faisceau  en  involution;  transformons  la  figure  par 
rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant  A  pour  pôle  et 

Fig.  -3. 


une  puissance  quelconque  K;  la  circonférence  O  a  pour 
transformée  la  droite  XY,  et  les  points,  tels  que  m  et  «, 
forment  une  involution,  n"III;  Cliap.  II,  soit  to  le  centre 
de  cette  involution;  unissons  Ato  par  une  droite. 

La  droite  dont  MN  fait  partie  a  pour  transformée  la 
circonférence  passant  par  les  points  A,  ///,  n^  et  ren- 
contrant A  (jj  en  p-.  le  point/?  est  fixe  à  cause  de  l'égalité 
o)/7i  X  C07Î  =  0)  A  X  oj/;,  le  premier  membre  étant  fixe 
d'après  la  définition  de  l'involution.  Or  nous  avons 
aussi,  P  étant  le  point  où  MN  coupe  Aoj, 

kp  X  AP  =  K, 

d'après  notre  transformation;  le  point/)  et  le  nombre  K 
étant  fixes,  il  en  est  de  même  de  P. 

Le  théorème  de  Frégier  est  encore  vrai  si  au  cercle  on 
substitue  une  conique,  cela  se  voit  en  considérant  cette 
courbe  comme  la  perspective  d'un  cercle. 

L'application  de  ce  théorème  permet  de  construire 
facilement  deux  rayons  d'un  faisceau  en  involution  fai- 
sant entre  eux  un   angle  donné,  quand  le   faisceau  est 


(  129  ) 
déterminé  par  deux  autres  couples  de  rayons  conjugués, 
et,  en  particulier,  de  construire,  en  direction,  deux  dia- 
mètres conjugués  d'une  conique,  dont  on  donne  le 
centre,  faisant  entre  eux  un  angle  donné,  quand  on  con- 
naît les  directions  de  deux  autres  couples  de  diamètres 
conjugués.  jNous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Comme  seconde  application  très  intéressante,  on  peut, 
au  moyen  de  ce  théorème,  déterminer  simplement  les 
rayons  conjugués  communs  à  deux  faisceaux  en  involu- 
tion  de  même  sommet  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
diamètres  conjugués  communs  de  deux  coniques  concen- 
triques. Il  suffît  pour  cela  de  faire  passer  un  cercle  par 
le  sommet  commun  des  deux  faisceaux,  de  déterminer  le 
point  de  Frégier  relatif  à  chacun  d'eux  et  d'unir  ces 
deux  points  par  une  droite^  les  points  où  la  droite  coupe 
le  cercle  appartiennent  chacun  à  un  des  diamètres  con- 
jugués communs.  On  ramène  à  cette  question  celle  de  la 
détermination  des  diamètres  conjugués  parallèles  de  deux 
coniques  situées,  comme  on  voudra,  dans  le  même  plan. 

Le  point  de  Frégier  s'est  présenté  spontanément  dans 
la  construction  que  nous  avons  donnée  au  Chapitre  I, 
n"  VI. 

Théorème  et  applications.  —  Si  par  un  point  du 
plan  d'uji  qiiadjilalere  on  mène  des  couples  de  paral- 
lèles aux  directions  des  asymptotes  de  chacune  des  hy- 
perboles circonscrites  au  quadrilatère,  ces  couples  de 
parallèles  forment  un  faisceau  en  im'olution. 

Soient  EFGH  le  quadrilatère,  AOB,  COD  les  asym- 
ptotes d'une  hyperbole  circonscrite  {Jig.  74)-  Coupons 
la  figure  par  une  droite  quelconque,  rencontrant  les 
côtés  du  quadrilatère  en  P  et  P',  Q  et  Q',  et  l'hyperbole 
en  R  et  R';  puis  unissons  ces  six  points  à  un  point 
fixe  w,  pris  arbitrairement  dans  le  plan,  par  des  lignes 
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droites.  D'après  le  ihc'orèine  de  Desargues,  ces  six  droites 
forment  un  faisceau  eu  involulion,  et  il  eu  sera  encore 
ainsi  si  la  sécante  PR'  s'éloigne  à  l'infini  ;  mais  alors  les 
rayons  ojP  et  wP',  toQ  et  toQ'  deviennent  parallèles  aux 
systèmes  de  côtés  opposés  au  quadrilatère,  wR  et  toR 
deviennent  parallèles   aux]  asymptotes   de  l'hyperbole; 


Vis. 


donc  les  parallèles  aux  asymptotes  de  l'hyperbole  menées 
par  le  point  a>  sont  deux  rayons  conjugués  du  faisceau  en 
involution,  déterminé  par  les  systèmes  de  parallèles  aux 
côtés  opposés  du  quadrilatère  menées  par  le  même  point, 
ce  (ju'il  fallait  démontrer. 

Ce  théorème  est  susceptible  d'applications  nombreuses 
par  son  association  à  celui  de  Frégier. 

1°  On  en  déduit,  les  directions  des  asjmptotes  de 
Vhypeibole  passant  par  cinq  points.  Il  suffit  pour  cela 
de  construire  les  rayons  conjugués  communs  à  deux  fais- 
ceaux en  involulion  déterminés  en  menant  par  un  point 
du  plan  des  parallèles  aux  systèmes  de  côtés  opposés  de 
deux  quadrilatères  inscrits. 

2°  On  peut  encore  construire,  par  ce  moyen,  une 
hyperbole  passant  par  quatre  points  donnés,  connais- 
sant V  angle  des  asymptotes  ;  on  est  ramené  pour  cela  à 
déterminer  deux  rayons  conjugués  d'un  faisceau  en  in- 
volution comme  faisant  entre  eux  un  angle  donné. 
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3**  Comme  cas  particulier  de  la  question  précédente, 
on  peut  construire  une  hyperbole  èquilalhre  passant 
par  quatre  points  donnés  en  recherchant  les  rayons  con- 
jugués rectangulaires  d'un  faisceau  eh  involution  défini. 

On  voit  ainsi  que  le  problème  n'admet  généralement 
qu'une  solution;  toutefois,  et  c'est  là  une  remarque  im- 
portante, si  les  couples  de  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère étaient  rectangulaires,  c  est-à-dire  si  trois  des 
points  étaient  sommets  d' un  triangle  dont  les  hauteurs 
concourraient  au  quatrième  point,  le  quadrilatère  étant 
non  cotii'exe,  les  seules  coniques  quon  peut  lui  circon- 
scrire sont  des  hyperboles  ;  en  second  lieu,  deux  des 
couples  de  directions  asjmptotiques,  celles  des  systèmes 
de  côtés  opposés,  étant  rectangulaires,  tous  les  sys- 
tèmes de  rayons  conjugués  du  jaisceau  sont  rectangu- 
laires, et  toutes  les  coniques  circonscrites  à  ce  quadri- 
latère sont  des  hyperboles  équilatères.  Ces  dernières 
conséquences  complètent  le  théorème  et  le  corollaire 
démontrés  à  la  fin  du  n"  IX  du  présent  Chapitre. 

XII,  Théorème.  —  Si  Von  coupe  une  conique  par 
une  hyperbole  équilatère,  dont  les  asymptotes  soient 
parallèles  aux  axes  de  la  courbe,  trois  des  points  com- 
muns et  le  point  diamétralement  opposé  au  quatrième, 
dans  la  conique,  sont  situés  sur  un  même  cercle. 

Démontrons  le  théorème  pour  le  cas  où  la  conique 
est  une  ellipse,  la  démonstration  pour  le  cas  où  elle 
est  une  hyperbole  est  entièrement  analogue,  et  l'on 
peut  conclure  qu'il  est  vrai  pour  la  parabole,  en  la 
considérant  comme  limite  de  l'une  des  courbes  précé- 
dentes. 

SoientO  l'ellipse  dont  les  axes  sont  A  \\BB'  (fi  g.  76); 
w  l'hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  VT,  RS 
sont  respectivement    parallèles  à    AA'.   BB'.   Soient  les 
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quatre  points  communs  des  deux  courbes  M,  N,  P,  Q, 
et  M)   diamétralement  opposé  à  M  dans  l'ellipse. 

Prenons  un  point  quelconque  C  sur  Ihvperbole  et 
menons  par  ce  point  des  parallèles  aux  asymptotes;  l'el- 
lipse,  l'hyperbole  et  le  système  des  sécantes  rectilignes 

Fig.  -75. 


MN,  PQ,  déterminent  sur  chacune  de  ces  parallèles  un 
système  de  six  points  en  involution  (théorème  de  De- 
sargues) et  comme  dans  ces  deux  involutions  le  point 
conjugué  de  C  est  à  l'infini,  C  est  le  centre  de  chacune 
d'elles.  De  là  les  deux  égalités 


CE  X  CD  =  CF  X  CG 


et 


CEi  xCD,  =  CF,  xCGi. 


Divisons  membre  à  membre  en  tenant  compte  du  théo- 
rème de  Newton, 


CExCD 
CE,  xCD, 


«2 


CFxCG 

CF,  X  CG, 


en  désignant  par  a  et  Z>  les  demi-axes  de  l'ellipse. 

Unissons  IM,N  par  une  ligne  droite  :  MN,  M,N  for- 
ment un  système  de  cordes  supplémentaires,  et  les  dia- 
mètres OK,  OH,  qui  les  divisent  en  parties  égales  et  sont 
chacun  parallèles  à  celle  qu'il  ne  coupe  pas,  sont  conju- 
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gués.  Ces  diaiuèlres  interceptent   sur  la  tangente  en  B 
les  segments  BH,  BK,    dont    le   produit  est  égal  à    a^ 
(n°IV,  Chap.  II);  delà 


a2  ~  BH  ^  BK^ 


et,  par  comparaison  avec  l'égalité  précédente, 

CF       _ÇG  _  _6_         b_ 
GFi  ^  CGi  ~  BH  ^  BK' 

Les  deux  triangles  rectangles  BOH,  GCG(  sont  sem- 
blables comme  ayant  leurs  côtés  parallèles,  d'où 

CG  _  _6_. 
CGi  ~  BH^ 

d'après  l'égalité  précédente,  il  en  résulte 

CF   _    b 
CP7  ~  BK' 

Donc  les  deux  triangles  rectaugles  BOK,  CFF(  sont 
semblables,  leurs  angles  sont  égaux  et  leurs  hypoténuses 
OK,  FF,  sont  également  inclinées  sur  BK  et  CF,,  ou 
sur  la  parallèle  A  A';  il  en  est  de  mèrne  de  PQ  et  IM(N 
parallèle  à  OK  ;  donc  les  points  P,  Q,  N,  M,  appar- 
tiennent à  un  cercle  (n°  VI  du  précédent  CJiapitre). 

C.    Q.   F.    D. 

(^A  suivre.) 


ERRATA. 


Page  83,  dernière  ligne  de  la  noie  ('),  au  lieu  de  ->  lisez  -  ■ 

u  a 
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Sl]K  LE   DÉYELOPPE^IEMT  DE  v/R 
M  FRACTION  CO^TIMIE; 

Par  m.  J.  DOLBNIA. 


Je  me  propose  d'exposer  ici  la  démonstration  très 
simple  des  quelques  théorèmes  insérés  dans  le  Mémoire 
d'Abel  Sitf  l'intégration  de  ta  formule  différen- 
tielle, etc.  (*). 

Théorème  I.  —  R  étant  une  fonction  entière  de  x, 
y/R^e  déi^eloppe  en  fraction  continue  illimitée 

/R^a^_ [ 


I 

7i 

oii  a,  a,,  ao,  ...,  y-i  sont  des  fonctions  entières,  Vi  est 
l'un  des  quotients  complets  quelconque.  Je  dis  ijuejt 
est  racine  de  l'équation 

Ay-.  +  1  Byt  —  C  =  o, 
OÙ 

Pi-i  q i  étant  des  fonctions  entières,  et  les  coefficients  A, 
B,  C  satisfaisant  à  l'égalité 

B2— AG=  R. 


(')  Œuvres  complètes,  t.  I,  p.  io4  et  suiv.;  1881. 
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Di 

•nionstialion 

— 

Posons 

I 

1 

■  1  ■ 

22+.. 

-    "1 

. 

-P± 

-1 
—  > 

an 

1 

«i- 

1 

qi 

-1 

«1 

a^ 

-^••.-i- 

1 

aj_i 

-i- 

1 

'7' 

3rs 

on 

aura 

V/R 

_  pin^Pi 
qiyi  +  qt 

-1 
-1 

D'où  il  snil  que 

B2  —  AG  =  {piq-i  —  qtpi-lY  R  =  R,       C.  Q.   F.  D. 

Théouème  II.  —  Soit 

/R  =  2  H î 


I 

+  «/  —  ■> 

oitji  est  /'ufie  des  racines  de  l'équation 

{pj-q!^)r] 

+  l{pipi-i  —  qiqi-x  R)  J7  4-  (/??_,  —  7/-,  R  )  =  o, 

a  étant  constant ,  pour  i  impair  y  nous  aurons 

a  —  \. 
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DèmonsUation.  —  Des  équations 

Pi  qi-i  —  qiPi~x  =  (—  1)'-*  =  I , 
on  déduit 

ÇiÇi-t  R  —  piPi-i  = ^ —  , 

qi 
d'où  il  suit  que 

Pi—aqi-i 

qi 

est  une  fonction  entière.  Mais,  comme 

(>Pi>'^qi>^qi-\    ('), 

il  est  évident  que  aq^_^  est  le  reste  de  la  division  de  pi 
par  qi.  Par  conséquent, 


ou 


Mai 


donc 


qi            qi 

P'  -a   \ 

^'                a-i    ^'■ 

qi-i 

Pi 

I 

qi 

rtx    \ 

a- 

'^'•-    a     1 

qi 

-."'„, 

qi 

«3  -1-  .  _ 

I 

qi-i 

■"'■'  „-,,    ,         ■ 

««3  -t-.  . 

•  3 

D'après  une  propriété  bien  connue  des  fractions  conti- 

(*)  S/7;  est  le  degré  de  la  fonction  p-  (^Œuvres  complètes,  t.   I, 
p.  io8  et  suiv.). 


(   '37  ) 
nues,  nous  aurons  (') 


Doi 


=''■-'+••.+  - =  aa,+ 


a-'  a2  +. 


Cette  égalité  entraîne  les  suivantes 


a^  =  a  ai, 
a,_i  =  a-'  ao, 
a,_2  =  aas, 


a-'  a,- 


ai  =  a*' a/. 
Si  I  est  impair,  en  posant 

t  =  '2  A-  H-  ! , 

nous  aurons 

^i-k=  a-^'J-k+u 
ou 

a-i  =  I, 
et  enfin 


c.   Q.   F.  D. 


Théorème  III.  —  Si,  dans  le  dé\.'eloppemenL  </ey/R 
en  fraction  continue,  V  un  des  quotients  complets  y  (Sa- 
tisfait Cl  V équation 

ayf  -f-  2  byi  -+-  c  =  o, 
où 

a=±{pf-gJR) 

est  une  quantité  constante,    la  fraction  continue  est 
nécessairement  périodique. 

(')  Serret,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  l.  I,  p.  3o  ;  i86G. 
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Démojislrntioti.  - 

-  f^ant  donné 

v/H  =  a-f- 

I 

I 

Zll      1 

I 

a/  H 

y 

De  l'équation 

ayj  -f-  9.  byi  -+-  c  =  o 

nous  tirerons 

—  6  +  /R 

—  6  -!-  a  H 

•^'- 

et,  en  posant, 

-  *  -+-  '^  _  q 

^' 

nous  aurons 

•^       ^      ay 

Cela  posé,  distinguons,  avec  Abel,  deux  cas. 

Premier  cas.  —  Le  nombre  i  =  iJ:  -\-  \ ,  k  étant  en- 
tier. Dans  ce  cas 

a  =  i, 
donc 

donc  la  fraction  continue 

^R  =  a  + ' 


I 

a/ H 


«1-4- 


I 

I 


csr    évidemment  périodique.    En  outre,  nous  avons  vu 
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que  pour  i  impair 

En  posant  successivement 

m  =  o,  I,  2,  3,  . .  .,(k  —  i),  k, 
nous  obtiendrons 


'^k+2  =  ot/t- 


Par  conséquent  les  quotients  incomplets  de  la  fraction 
continue  formeront  la  série  suivante 

a,     a,,     «2,      ...,     a;-.,     a^-^i,     cc/,,      ...,     a^,     a,,     p,      

Deuxième  cas.  —  Posons 

i  =  2  k. 
Nous  avons 

Mais 


7  =  «1 


donc 


«2 


I 

a/ H 

7i 


a—'  Il  -+- 


««3- 


ou 

rtj/  =  rtat-f- 


rt-'a2-^- 


a  aj  -I- . 


f/    'a/-+- 


./  3  +  -  . 

y 
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et  par  conséquent 


V/R  = 


a  3 


Il  suit  de  là  que  les  quotients  înconiplels  forment  la 
série 

a,     a,,     a2,      ...,     a/,     p, 

«aj,     a-^aj,     aa^.      ...,     a-^a/,     a^,     aj,      .... 

La  période  se  compose  des  nombres  suivants 

«1,     a2,      ...,     rti,     [B,     «aj,     a-ia2,      ...,     a^^ai,     a^. 

Ainsi,    dans    les  deux  cas,  y/R  se  développe  en  frac- 
tion continue  périodique.  c.   q.   f.   d. 


AOIJYELLE  DÉMO\STRATIO\  GÉ03IÉTR1QIE  DIX  THÉORÈUE 
DE  M  FAIRE; 

Par  m.  Ernest  DUPORCQ, 
Élève  de  l'École  Monge. 


Théorème.  —  Les  cercles  circonscriis  aux  triangles 
V'       conjugués  par  rapport  à  une  conique  fixe  coupent  or- 
thogonalemenl  un  cercle  fixe,  concentrique  à  la  co- 
nique. 
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Pour  démontrer  ce  théorème,  dû  à  M.  Faure,  pre- 
nons un  point  S  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  plan  P 
de  la  conique  C  par  son  centre  O,  et  imaginons  une 
sphère  passant  par  le  point  S  et  normale  à  la  droite  OS. 

Si  ABC  est  un  triangle  conjugué  par  rapport  à  la  co- 
nique, les  droites  SA,  SB  et  SG  sont  conjuguées  par 
ra[)port  au  cône,  ayant  pour  sommet  le  point  S  et  pour 
directrice  la  conique  C;  en  étendant  à  l'espace  le  théo- 
rème de  Frégier  généralisé,  on  voit  donc  que  les  plans, 
tels  que  ahc^  déterminés  par  les  points  où  ces  droites 
coupent  la  sphère,  passent  par  un  point  fixe  //z,  qui  est  si- 
tué sur  la  polaire  prise  par  rapport  au  cône  du  plan  Q 
tangent  en  S  à  la  sphère  :  d'ailleurs,  cette  droite  n'est 
autre  que  SO,  car,  les  plans  P  et  Q  "étant  parallèles, 
leur  intersection,  rejetée  à  l'infini,  a  pour  pôle,  relati- 
vement à  la  conique  C,  le  centre  de  cette  conique. 

Transformons  la  figure  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, en  prenant  le  point  S  pour  origine  d'inversion 
et  un  module  tel  que  la  sphère  ait  pour  ti-ansformée  le 
plan  P  :  le  plan  abc  a  pour  transformée  la  sphère  SAB(  >, 
qui  passe  donc  par  le  point  M,  transformée  du  point  fixe 
/?/,  de  la  droite  SO. 

I,e  point  O  a  donc  même  puissance  par  rapport  à 
toutes  les  sphères  telles  que  SABC,  et,  par  suit(>,  par 
rapport  aux  cercles  circonscrits  aux  triangles  conjugués  ; 
ces  cercles  sont  donc  ortliogonaux  à  un  cercle  fixe, 
conce7itri(/ne  à  la  conique.  On  en  détermine  aisément 
le  ravon,  en  considérant  un  triangle  conjugué  particu- 
lier, ayant,  par  exemple,  pour  sommet  un  sommet  du 
rectangle  construit  sur  les  axes,  et  deux  ("ôtés  confon- 
dus tangents  à  la  conique  en  un  de  ses  sommets  ('). 


C)  Il   est  facile  de   voir,  d'après   ce  qui  précède,  qu'on  peut,  de 
même,  démontrer  le  théorème  de  M.  Faure  au  moyen   d'une  sphère 
Ann.  de  Malliémat..  ?>'  série,  t.  \.   (Mars  i^^yi.)  lO 
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SIR  LE  LIEU  DES  CENTRES  DE  COIRRIRE  D't\E  COURRE 
GAICIIE  ET  SIR  LES  COl'RRES  GAICHES  A  COIRRIRE 
COXSTAXTE; 

Par  m.   p.  ADAM. 

Ingénieur. 


Le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  courbe  plane 
est  l'enveloppe  des  normales  à  cette  courbe^  il  n'en  est 
pas  de  même  pour  une  courbe  gauche;  mais,  dans  ce 
cas  : 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  est  Venveloppe  du 
cercle  normal  à  la  courbe  considérée  et  ayant  pour 
diamètre  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  qui  aboutit 
à  cette  courbe. 

On  voit  que  celle  propriété  conduit  à  la  première, 
comme  cas  particulier,  quand  on  fait  grandir  indéfini- 
ment le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  en  chaque  point 
de  la  courbe  gauche. 

Voici,  pour  démontrer  cette  proposition,  un  procédé 
géométrique  très  élégant  que  M.  Darboux  a  bien  voulu 
nous  indiquer. 

Soit  r  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  polaire 
de  la  courbe  gauche  C  considérée.  Chaque  tangente  00' 
à  r  est  la  droite  polaire  d'un  point  correspondant  M 
de  C;  le  plan  OO'M  est  normal  à  C,  et  le  pied  O'  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  00'  est  le  centre  de 
courbure  de  C  au  point  M.  Le  lieu  de  O'  est  une  courbe 


arbitraire,  mais  en   plaçant  toujours  le  point  S  au  point  de  contact 
fie  cette  sphère  et  d'un  plan  tancent  parallèle  an  plan  P. 
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G'  tracée  sur  la  surface  polaire  et  dont,  par  suite,  la 
tangente  O'T'  est  située  daiis  le  plan  normal  00'_M. 

Déroulons  la  surface  polaire  sur  Tun  quelconque 
OflOgMo  de  ses  plans  tangents,  en  lui  donnant  une  sé- 
rie de  rotations  élémentaires  convenables  autour  de  ses 
génératrices  successives  O,  O'.  Il  est  visible  que  les 
points  de  C  ne  quitteront  pas  cette  courbe  et  viendront 
en  Mo,  de  sorte  que  la  courbe  C  se  réduira  au  point  Mo- 
Les  courbes  F  et  C  se  transformeront  en  deux  courbes 
planes  F,  et  C,  ;  l'angle  droit  OO'M  viendra  en  O,  O',  Mo 
en  restant  droit;  la  tangente  O'T'  viendra  en  O,  T, ,  et 
comme  les  éléments  de  F  et  de  C,  situés  en  O  et  O',  ne 
quittent  pas  les  tangentes  00'  et  O'T',  il  s'ensuit  que 
O'O',  et  O',  T,  sont  des  tangentes  à  F,  et  à  C, . 

Donc  : 

G,  est  la  podaire  de  F,  par  rapjwri  nu  point  Mo. 

Or,  d'après  une  propriété  bien  connue  de  la  podaire 
d'une  courbe  plane  F,  par  rapport  à  un  point  Mo  de 
son  plan  : 

Cette  podaire  est  C  enveloppe  des  cercles  décrits  sur 
les  rayons  vecteurs  MoO,  comme  diamètres. 

Il  sulîît  donc  de  revenir  à  la  surface  polaire  et  de  se 
rappeler  (jue  OM  est  un  rayon  de  la  spbère  osculatrice 
en  M  à  la  courbe  C  pour  obtenir  la  propriété  qu'il  s'a- 
gissait de  démontrer. 

On  peut  démontrer  cette  même  propriété  assez  lapi- 
demenl  par  le  calcul.  Jl  suilil  d'établir  que  la  tangente 
O'T'  est  située  dans  le  plan  normal  à  G  et  qu'elle  est 
perpendiculaire  à  la  droite  O'O"  (jui  va  du  centre  de 
courbure  O'  au  milieu  O"  de  MO. 

Appelons  a:,  j  ,  ^  les  coordonnées  du  point  M.  On 
sait  (|ue  les  coordonnées  du  rentre  de  courbure  O'  et  du 
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centre  O  de  la  sphère  osculalrice  sonl  resp(.'(  livemeiit 

r/R 

a  +  Ra'     et     x-^Ra' — Ta"  -^  ? 

ds 


Les  coordonnées  du  milieu  O"  de  MO  sont  donc 

Ra'  _  Ta"  dR 
1  1      ds 


et  les  droites  O'T'  et  O'O"  ont  leurs  cosinus  directeurs 
proportionnels  respectivement  à 


a.  -H 

ds 

,^R 
a  —7-     et 
ds 

à 

Ra'-^ 

Ta" 

rfR 

Nous  voul 

ons  montrer  que 

24' 

•-^■■ 

4-  a 

,  dK\ 

ds) 

=  o 

el 

L  que 

^{^ 

'      .       HP       " 

a  -!-  Ta 

"^Y- 

R 

dx 

Ts-^ 

^5 

:)  =  „. 

On  le  véri 

fie  de  suite  en  se 

;  servant 

des  1 

relations 

(' 

f/a' 

a 

a" 

(• 

) 

1 

1 

ds 

R  " 

~T' 

Pour  pousser  plus  loin  l'analogie  entre  les  deux  pro- 
priétés énoncées  au  début  de  cette  Note,  cherchons  une 
expression  de  l'arc  élémentaire  r/o-  de  la  courbe  C  des 
centres  de  courbure,  au  moyen  du  rayon  R,  de  la  sphère 
osculatrice. 

En  appelant  ^,  y,,  ^  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  O'.  on  a 

d-.'-     di-i -^  dt-i  ^  di^ 
^"^  ^^  =  - — d^ — '-' 
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Oi 

^^=zx^  Ra, 


ce  (lui  donne 

— -    =:   a  -r-  X     -t-    K   ■ 

ds  ds  ds 


et,  en  tenant  compte  des  relations   (i), 


^  _    ,  ^R       Rg" 
ds  ds  T 


/7[t2 

Portant  ces   valeurs  dans  l'expression    (2)  de  -^-^  »  il 

vient 

d^  _  /dRy       R2 

d^'  ~  \~dJ )   ^  T2  * 

Mais  le  carré  R^  du  rayon  de  la   sphère  osculatrice 
s'exprime  par 


j)ar  suite, 

ou  bien 

(3) 


R,=  R.^T-.(f 

^  -  M 

ds^  ~  T2 


d7        ds 
R",  ""  T 


Soit  MN  celle  des  normales  à  la  courbe  C  qui  esl 
tangente  à  la  sphère  osculatrice,  c'est-à-dire  qui  est 
perpendiculaire  à  OM;  MN  n'est  autre  chose  que  la  di- 
r>'ction  conjuguée  à  C  sur  la  sphère  osculatrice,  ce  qui 
revient  à  dire  que  M^«  admet  une  enveloppe  y:  y  est 
donc  l'une  des  développées  de  la  courbe  C,  et,  par  suite, 

en  désignant  par-j)  l'angle  iNMO',  ou  son  égal  O'OM  ,  on 
a,  en  vertu  d'une;  formule  connue, 

ds         , 
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(3)  donne  donc 

Soit  0-,  l'arc  O'iM  du  cercle  OO'M  décrit  sur  OM 
coinuie  diamètre.  On  a 

d'où 

(/j,  =  Rj  f/ti  -4-  o  rfRi  =  ch  -+-  o  c/R, . 

Ainsi,  dans  le  cas  d'une  courbe  gauclie,  la  dilîeren- 
tielle  dy  de  la  courbe  lieu  des  centres  de  courbure  n'est 
pas  égale,  en  général,  à  la  différentielle  <fa-,  de  l'arc  de 
cercle  normal  O'M  dont  ce  lieu  est  l'enveloppe.  Elle  ne 
le  devient  que  si  r/R,  :=  o,  c'est-à-dire  R,  =  const. 

Donc  : 

Les  courbes  gauches  pour  lesquelles  le  rayon  de  la 
sphère  osculatrice  est  constant  sont  les  seules  dont  la 
courbe  des  centres  de  courbure  soit  une  développée  par 
rapport  au  cercle  00' ^\  ajant  pour  diamètre  le  rayon 
de  cette  sphère. 

A  ce  titre,  ces  courbes  dirent  d«'  l'intérêt  :  elles  for- 
ment une  transition  entre  la  courbe  gauche  quelconque 
et  la  courbe  plane. 

JNous  allons  voir  que  ces  courbes  pour  lesquelles  le 
rayon  de  la  sphère  osculatrice  est  constant  offrent 
d'autres  caractères  géométriques  remarquables. 

Appliquons,  en  effet,  leur  surface  polaire  sur  le  plan, 
comme  nous  l'avons  fait  précédemment  dans  le  cas  gé- 
néral ^  le  rayon  OM  de  la  sphère  osculatrice  devient 
O,  Mo,  et,  comme  ce  rayon  est  constant,  deux  cas  se  pré- 
sentent : 

1°  Ou  bien  F,  se  réduit  à  un  point ^ 

2*^  Ou  bien  F,  est  un  cercle  de  centre  Mq. 

Examinons  ces  deux  cas  avec  quelque  détail. 
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Dans  11'  preiniLT  cas,  T  est  aussi  réduit  à  un  point  et, 
par  suite, 

La  courbe  C  est  une  courbe  sphérique. 
Le  triangle  rectangle  O.MN  donne  alors 

ÔM^=  00' X  ON, 
c'est-à-dire 

Rf  =  00'xON. 
Donc: 

V  et  G  sont  deux  courbes  inverses  L'une  de  V autre 
par  rapport  au  centre  O  de  La  spLière. 

Il  résulte  de  là  que  la  tangente  O'T'  à  C  doit  être 
dans  le  plan  normal  O.MN   comme  la  tangente  à  y,   et 

que  T'O'N  =  O'NM,  c'est-à-dire  que  O'T' est  tangente 
au  cercle  OO'iM  de  diamètre  OM.  On  retrouve  ainsi, 
dans  le  cas  particulier  d'une  courbe  sphérique,  la  pro- 
priété que  nous  avons  énoncée  en  commençant  cette 
Note.  On  peut,  d'ailleurs,  de  ce  cas  particulier,  déduire 
immédiatement  la  même  propriété  pour  le  cas  général 
d'une  courbe  gauche  quelconque,  en  remarquant  que 
quatre  éléments  consécutifs  de  cette  courbe  appartien- 
nent à  la  sphère  osculatrice. 

Soit  O'"  le  point  de  rencontre  de  la  droite  polaire  00' 
avec  la  sphère  sur  laquelle  est  tracée  la  courbe  C;  le 
point  O'"  et  l'arc  de  grand  cercle  0"'M  sont  le  centre  de 
courbure  sphérique  et  le  rajon  de  courbure  sphérique 
de  la  covube  G.  L'arc  de  grand  cercle  0'"M  et  l'arc  O'M 
du  cercle  00' M  (arc  qu'on  peut  appeler  le /ajKo/z  de 
courbure  vrai)  ont  même  longueur.  Si  donc  on  appelle 
Jo-o  la  différentielle  de  l'arc  0'"M,  ou,  ce  qui  est  pareil, 
la  diirérentielle  de  la  développée  sphérique,  on  aura 

d'7i  ^=.  di^  —  d'z. 
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Ainsi,  dans  le  cas  d'iiiie  courbe  sphérïque  : 

Le  rayon  de  courbure  sphérique  et  le  rayon  de 
courbure  vrai  ont  même  longueur  ;  la  développée 
sphérique  et  la  courbe  des  centres  de  courbure,  qu'on 
peut  appeler  la  développée  vraie,  ont  aussi  même  lon- 
gueur. 

Le  lieu  du  centre  O"  du  cercle  00' M  est  homothé- 
tique  de  la  courbe  C  par  rapport  au  point  O.  Donc  ce 
lieu  est  normal  au  plan  du  cercle  00' M. 

Il  en  résulte  que  : 

C  et  C  sont  tracées  sur  une  surface  canal  S  ayant 
pour  diamètre  OM  le  rayon  de  la  sphère  ; 

niais  c'est  une  surface  canal  toute  particulière,  car  elle 
est  tangente  à  une  sphère;  ou  encore,  les  sphères  qui 
admettent  S  pour  enveloppe  passent  toutes  par  un  point 
fixe  O;  C  est,  d'ailleurs,  une  ligne  de  courbure  de  S. 

La  surface  canal  2  est  le  lieu  du  cercle  00' M  de  dia- 
mètre OM.  Réciproquement  : 

Si  pour  une  courbe  gauche  C,  le  lieu  S  du  cercle 
OO'M  normal  à  cette  courbe  et  décrit  sur  le  rayon  de 
la  courbe  osculatrice  comme  diamètre  est  une  surface 
canal,  cette  courbe  est  sphérique. 

On  peut  l'établir  analyticjuement,  mais  c'est  une 
chose  évidente,  car  le  point  O,  diamétralement  opposé 
au  point  M  sur  la  surface  canal,  doit  décrire,  comme  ce 
point  M,  une  trajectoire  F  normale  au  plan  du  cercle 
OO'M-,  et,  comme  celte  trajectoire  est  tangente  au  plan 
OO'M,  elle  ne  peut  être  qu'un  point;  le  point  M  reste 
donc  à  distance  constante  d'un  point  fixe  O  et  la  courbe 
C  est  sphérique. 

Pour  terminer  ce  qui   est  relatif  aux  courbes  sphé- 
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riques,   remarquons  que  la  développée  y   est    ici   une 
ligne  géodésique  sur  le  cône  de  sommet  O,  car  le  plan 
osculateur  TMN  à  y  est  perpendiculaire  au  plan  OMN, 
lequel  est  tangent  au  cône  considéré. 

Passons  maintenant  au  second  cas,  celui  dans  lequel 
r,  est  un  cercle  de  centre  Mq.  Alors  C,  coïncide  avec  F, . 
Ainsi  : 

Quand  on  applique  sur  le  plan  la  surface  polaire 
d^une  courbe  dont  la  sphère  osculatrice  a  un  rayon 
constant,  V arête  de  rebrousseuient  de  cette surjace  et  la 
courbe  des  centres  de  courbure  se  transforment  en  un 
seul  et  même  cercle. 

Dans  le  cas  d'une  courbe  spliérique,  la  transformée  C, 
reste  quelconque.  Il  est  donc  à  remarquer  que  la  couibe 
sphériquequi  semblerait  devoir  être  un  cas  particulier 
de  la  courbe  dont  la  sphère  osculatrice  a  un  rayon  con- 
stant en  est,  au  contraire,  un  cas  tout  différent  qu'il 
faut  traiter  à  part,  comme  nous  l'avons  fait. 

Puisque  C,  coïncide  avec  F, ,  on  a 

MoO',  =  MoO„ 
c'est-à-dire 

R.=  Ri. 

On  retrouve  ainsi  ce  théorème  connu  : 

Une  courbe  gauche  dont  la  sphère  osculatrice  a  un 
rayon  constant  est  une  courbe  à  courbure  constante,  et 
son  rayon  de  courbure  est  égal  au  raj  on  de  la  sphère 
osculatrice.  L  arête  de  rebroussement  de  la  surface 
polaire  coïncide  donc  avec  le  lieu  des  centres  de  cour- 
bure. 

(>e  résultat  met  encore  en  relief  la  différence  très 
grande  qu'il  y  a  entre  la  couibe  dont  la  sphère  oscula- 
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tricc  a  un  rayon  constant  et  la  courbe  sphérique,  puis- 
que cette  dernière  n'a  généralement  jias  son  rayon  de 
courburcî  constant. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie  : 

Si  la  courbure  d'une  courbe  gauche  est  constante, 
il  en  est  de  même  du  rayon  de  la  sphère  osculatrice,  et 
Von  a  R  =  Ri . 

Cela  résulte  immédiatement  de  la  relation 

Voyons  ce  qu'est,  dans  le  cas  particulier  qui  nous 
occupe,  l'arête  de  rebroussement  F  de  la  surface  polaire, 
ou,  ce  qui  est  pareil,  la  courbe  C  des  centres  de  cour- 
bure. 

Pour  obtenir  F  il  suffit,  partant  d'une  origine  quel- 
conque co,  située  sur  F,,  de  donner  à  ce  cercle,  autour  de 
ses  tangentes  successives,  des  rotations  élémentaires  dé- 
finies par  une  loi  quelconque;  dans  ce  mouvement,  le 
centre  Mo  du  cercle  F,  décrira  précisément  la  courbe  C. 
Or,  étant  parvenu  à  un  point  quelconque  O,  de  F,,  le 
point  Mo  décrit  autour  de  la  tangente  0)N,  un  élément 
perpendiculaire  au  plan  MoOiF,  déterminé  par  la  poi- 
tion  de  F.  non  encore  déformée. 

Donc  le  lieu  des  positions  successives  de  la  partie 
non  déformcX  de  F,  est  une  surface  canal  S  dont  l'axe 
n'est  autre  cliose  que  la  courbe  C  décrite  par  le  point  Mo; 
F  est  une  courbe  tracée  sur  cette  surface  canal  tangen- 
tiellement  aux  positions  successives  du  cercle  F,,  et 
comme  les  plans  de  deux  cercles  F,  consécutifs  se  cou- 
pent suivant  une  tangente  commune  0,IS,,  c'est-à-dire 
comme  ces  deux  cercles  n'ont  qu'un  point  commun  O,, 
S  est  une  surface  canal  à  arête  de  rebioussement  réelle 
et  unicpie  F.  Enfin,  les  rotations  successives  du  cercle  F, 
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autour  de  ses  tangentes  n'altérant  l'angle  de  contingence 
de  ce  cercle  que  d'une  quantité  infiniment  petite  par 
rapport  à  cet  angle,  F  a  la  même  courbure  que  F,-,  F  est 
donc  une  courbe  à  courbure  constante  comme  C  et  sa 
courbure  est  la  même  que  C. 

Inversement,  considérons  le  cercle  de  centre  0|  et 
de  rayon  O,  J\Jo  dont  le  plan  est  normal  à  F,  c'est-à-dire 
est  perpendiculaire  à  OiNi^  ce  cercle  n'est  autre  que  le 
cercle  osculateur  à  C  en  Mo  et  il  engendre  une  deuxième 
surface  canal  S'  d'axe  F  et  d'arête  de  rebroussement  C; 
cette  arête  de  rebroussement  est  unique,  parce  que  deux 
cercles  osculateuts  successifs  d'une  courbe  gauche  ne  se 
rencontrent  qu'en  un  point. 

On  peut,  en  définitive,  énoncer  le  théorème  suivant 
dont  la  [)remière  partie  est  une  proposition  classi(]ue 
due  à  Monge  : 

Si  une  coitrhe  iiauche  a  sa  courhure  —  constante,   le 

lieu  de  ses  centres  de  courhure  a  aussi  sa  courbure 
constante  et  égale  à  celle  de  la  proposée.  Chacune  de 
ces  deux  courbes  est  V arête  de  rebroussement  unique 
d\ine  surface  canal  de  rir)  on  R  a)  ant  pour  axe  l' autre 
courbe  et  admet  pour  cercl<^s  oscillateurs  les  cercles 
générateurs  de  la  surface  canal  sur  laquelle  elle  est 
tracée. 

Par  exemple,  la  courbe  des  centres  de  courbure  d'une 
hélice  circulaire  est  une  seconde  hélice  qui  a  même 
courbure  que  la  piemière,  et  chacune  de  ces  deux  hélices 
est  l'arête  de  rebioussemenL  unique  d'une  surlace  c[ui 
adnuît  l'anlre  hélice  comme  axe. 

La  réciproque  de  ce  tliéorème  est  évidente  : 

Si  Von  considère  une  surface  canal  2  à  arête  de 
rebroussement  unique  F,  celte  arête  est  à  courbure  coJi- 
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sinnt.e  et  elle  admet  pour  cercles  oscillateurs  les  cercles 
généraleiirs  de  la  surjace  canal.  TJaxe  C  de  cette  sur- 
face est  V arête  de  rehroiissemeiit  unie/ ne  d 'une  deuxième 
sur/ace  canal  If  de  tnême  rayon  que  la  première,  ayant 
comme  axe  V arête  de  rebroiissement  de  la  première  et 
comme  cercles  oscillateurs  les  cercles  générateurs  de  S'. 

Terminons  par  quelques  généralités  relativement  aux 
courbes  gauches  quelconques. 

Pour  une  courbe  quelconque,  la  surface  lieu  du 
cercle  OO'M  n'est  généralement  pas  l'enveloppe  d'une 
sphère;  mais  C  est  encore  une  ligne  de  couibure  sur 
cette  surface,  comme  dans  le  cas  d'une  courbe  sphérique, 
puisque  les  tangentes  menées  à  cette  surface  normalement 
àC  admettent  une  enveloppe  y;  quant  à  la  dévelop- 
pée y,  elle  est  encore  une  ligne  géodésique  sur  la  surface 
polaire  de  C,  puisque  le  plan  TMN  osculateur  à  y  est 
perpendiculaire  au  plan  tangent  OMN  à  la  surface  po- 
laire; du  reste,  les  autres  développées  de  C  sont  aussi 
des  lignes  géodésiques  sur  la  surfac^e  polaire. 

V  et  C  sont  liées  encore  par  la  relation 

00'xON  =  OM^  =  Rf  ; 

ce  sont  donc  deux  courbes  inverses,  avec  pôle  et  puis- 
sance d'inversion  variables. 

Remarquons  enfin  que  la  relation  obtenue  plus  haut 

<r/(T  =  Ri  do, 

laquelle  devient,  pour  le  cas  d'une  courbe  plane, 

c?a  =  îc  X  f) 

montre  que,  dans  ce  cas,  la  vraie  valeur  de  R)  r/tp  n'est 
autre  que  la  différentielle  (5^3- de  l'arc  de  la  courbe  des 
centres  de  courbure. 
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\OTE  DE  GÉOMÉTRIE;  t 

Par  m.  t.  GLUGNET, 

Ingénieur  des  Manufactures  de  l'Étal. 


Théouème.  —  Si,  cViin  point  w  de  V axe  d'une  co- 
nique {Jig-  1),  comme  centre,  on  décrit  une  circonfé- 
rence de  rayon  quelconque,  les  cordes  d'intersection 
MM,,  M' M',  du  cercle  et  de  la  conique  sont  à  égales 
distances  du  pied  K  de  la  normale  menée  par  ut. 


Fie.   I. 


Fio. 


m/    |\    !     \ 

1       1  d  i    oj 

'^i        IW^ 


En  effet,  soit  une  tangente  quelconque  RS  à  la  cir- 
conférence {Jig-  a),  on  peut  la  considérer  comme  en- 
gendrant un  cône  d'axe  wS  quelconque,  passant  par  (o 
et  situé  dans  le  plan  de  la  ligure. 

De  même,  la  conique,  eu  tournant  autour  de  son 
Ann.  de  Mathémat.,  Z'  série,  l.  \.  (Avril  iSgr.)  il 
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axe  toO,  engendre  une  surface  de  révolution  du  second 
ordre. 

L'intersection  de  ces  deux  surfaces  se  projette  sur  le 
planOojS  des  axes,  suivant  une  conique,  dont  on  a 
deux  diamètres  conjugués  à  l'aide  des  sphères  limites. 

L'une  de  ces  sphères  est  déterminée  par  le  cercle  wR 
et  donne  le  diamètre  <j.'j.'.  L'autre  sphère  est  déterminée 
par  le  cercle  toK*/,  tangent  à  la  conique,  et  fournit  le 
second  diamètre  Koç),K,. 

Or  K  est  le  pied  de  normale  toK  et  KKi  passe  au 
milieu  de  <^y.'.  c.   o.   f.   d. 

Corollaire.  —  Si  d'un  point  co  de  l'axe  d'une  co- 
nique on  décrit,  comme  centre,  une  circonférence  tan- 
gente au  sommet,  le  pied  de  la  normale  coR,  menée  de 


ce  point  à  la  conique,  est  à  égales  distances  de  la  tan- 
gente au  sommet  et  de  la  corde  d'intersection  MM,  du 
cercle  et  de  la  conique  {fig-  3). 


Remarque  I.  —  Ce  corollaire  donne  une  construc- 
tion très   rapide  de  la  normale.  Il  suffit  de  décrire  le 


(   «55  ) 
cercle  tangent  en  A;  de  tracer  la  corde  MM)  ('),  et  de 
mener  par  I,   milieu  de  A  y.,  la   perpendiculaire  IK  à 
l'axe. 

Réciproquement,  si  l'on  connaît  le  pied  K  de  la  nor- 
male, on  en  déduit  la  détermination  de  la  corde  MM) 
d'intersection  de  la  conique  et  du  cercle  de  centre  o)  et 
de  rayon  coA. 

Et  en  particulier  la  corde  réelle  MM|  {fig-  A)i  lorsque 


(')  On  peut,  d'ailleurs,  déterminer  géométriquement  cette  corde 
MM,.  Il  suffit,  en  effet,  de  considérer  la  surface  de  révolution  engen- 
drée par  la  conique  autour  de  son  second  axe  OB  et  la  sphère  de 
grand  cercle  wA.  Ces  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  courbe 
projetée  suivant  un  cercle  sur  un  plan  parallèle  au  plan  projetant  toO. 

Ce  cercle,  dont  on  a  déjà  le  point  a,  se  détermine  à  l'aide  d'une 
parallèle  H  quelconque. 

D'où  le  point  m  et  la  corde  MM,  {fig-  et). 

Fig.  a. 


Cette  construction  s'applique  également  au  cas  où  le  cercle  n'est 
pas  tangent  au  sommet.  Il  suffit  alors  de  prendre  deux  parallèles 
pour  déterminer  le  cercle  de  projection  dont  le  diamètre  de  front 
donne  les  deux  cordes  cherchées. 


(  i56  ) 
les  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la  conique  sont 
imaginaires. 

Remarque  II.  —  La  construction  qui  précède  permet 
de  construire  rapidement  la  développée  de  la  conique. 

Fis-  4-  Fig.  5. 


Remarque  III.  —  Si  l'on  mène  la  perpendiculaire 
Csw  à  AB,  en  son  milieu,  les  normales  issues  de  s  et 
de  oj  ont  leurs  pieds  en  H  et  K,  sur  les  parallèles  aux 
axes  passant  par  C  {fig-  5). 

Fis.  6.  Fig.  7. 


Remarque  IV.  —  Le  théorème  et  le  corollaire  pré- 
cédents sont  évidents  lorsque  la  conique  se  réduit  à 
deux  droites  qui  se  coupent  {fi§.  6  et  7). 


(  ^57  ) 
Remarque  V .  —  Soit  une  parabole  de  foyer  F  et  de 
paramètre  p  {fig-  8).  On  a  encore,  si  toK  est  la  nor- 
male, 

AX  =  Xfx. 


Mais 

AX  =  Ato  —  Xw  =  Aw— /) 

et,  par  suite, 

Aji.  =  aAX  =  2A  to  —  ip  —  AR  —  'i.p. 

Cette  relation 

A  [JL  =  A  R  —  ip 

détermine  la  corde  d'intersection  du  cercle  to  A  et  de  la 
parabole.  Mais  elle  montre  eu  outre  que 

AR  -  A  [ji  =  [X  R  =  a/?  =  4  AF. 

D'où  ce  théorème  : 

Théorème.  —  La  flèche  de  V arc  intercepté  par  une 
parabole,  dans  toute  circonférence  tangente  en  son 
sommet,  est  constante  et  c^ale  au  double  du  para- 
mètre. 


(  '58  ) 

Remarque.  —  Il  suit  de  là  que  la  position  limite  de 
la  corde  MM,  est  obtenue  lorsque  AR  lui-même  est  égal 
à  ip. 

Dans  ce  cas,  le  cercle  est  osculateur  et  l'on  retrouve 
ainsi  le  paramètre  pour  la  valeur  du  rayon  de  courbure 
au  sommet. 


SUR  LE  DÉVELOPPEMEM  DES  INTEGRALES  m  SERIES  ; 

Par  m.  W0R0NT20FF. 


En  posant 

f¥{x)dx  =  ^{x)^  C, 


on  a 

,  a  +  bm 


f  ¥{x)dx  =  *(«-4-6m)—  *(ao-+-  bom)=f{in)  =  *(«)—  *(rto) 

'-'  tia  +  0,,  m 

A=  n  — 1 

(bm)'' 


où 

h  =  _ii ^-1 "^—  /(«'  (  0  m  ) 


y     T-^  ^'/^^(ao)-^  h, 


=  Jl ^^"    '"'"     \b"<l>'"Ha-^b(im)—b'^<i>^")(^ao+bo(im)] 

1.2.3  ...  (rt  —  i) 

.r        ^  l'iii 

=  ' /         ^Mf^a-h  bm  —  z)z'i-'^  dz 

i.-2.3...(/i  — g  L      Jo 

—    /  <P^"^(ao-ir  bo/n  — z)zn-i  dz\. 

Comme 

q^(a)  —  ^{ao)=  f    F{x)dx,         'P^f'H-r)=  F^f'-^Ux), 


(  '59  ) 
on  obtient,  en  prenant  m  =  i , 


") 


,rt  +  6 


f         ¥{x)dx^    f    l<(x)dx-\-    y     ^ pF(A-i 

-  y 


(a) 


I .  a .  S  ...  A- 


F(^-i)(ao)+/io 


I  ''<-^''''+  2  ?:: 


FW-i>(6) 


A-  =  n  —  1 


2  i^fci-^^^-^'(^«)-'^o' 


(«)  Ao^ 


(i— 9)"-i 
I  .  '2 . 3  . .  .  (  /i  —  I  ) 


[6«  F(«-i'(«  +  06)—  6«F(«-J)(ao-f-  6  6o)] 


1  .  -2  .  3  .  .  .  (  /i  —  I  j 


/i'„  =        ^\     ^^"    [«"F("-i)(^'  +  Oa)  — «'o'Ft«-i)(6o  +  erto)] 


1  .  2  .  3  .  .  .  (  /^  —  l) 


1 . 2 . 3  . . .  (  7t  —  I  ; 


Cette  formule,  pour  a  H-  Z>  =  «o  +  ^o  =  ^%  donne 


A  =  l 
A  =  n  —  1 

2 


I.2.3...A- 


(-i)^-i(ao— c)'^- 


A- 


F(/^-i)(ao)+/i„ 


A,  =(-ir- 


I  — 0)^'-' 
1 . 2 . 3  .  . .  (  n  —  I  j 


)(>  —  c)'fF(«-i'[a-f-  0(c  —  a,)] 


-(«•0- c)«  F'«-"[ao+ e(c  -  «o)]î 
^^ ' /     F^'^-i>(z)(z  —  cy'-^<)z  (M; 

l.2.3...(/i-l)J„, 


(')  Nous  supposons  ici  que  les  fondions  Pix),  K'(.r),  ...,  F("-''(jz:)   soiil  finies 


(  i6o  ) 
d'où  l'on  déduit,  pour  c  =  ^  +  ao(^  =  «o;  ^u  =  <'*)j 


(2) 


ho 


1.2. 3.. 

.A-             ^"""^ 

k=n  —  \ 

I  .2.3  .  . 

F(^-i'(«)- 

-  A2, 

(i- 

(i)n-l 

I  .  2  .  3  .  .  .  (  Ai  I  ) 

x[a"F(«-"(aoH-ea)— a«F(«-i'(a-i-6ao)] 


X„  I.2.3...(7l-I) 

et  pour  c  =  o, 


(3) 


i 


/t=i 


(Théorème  de  Bernoulli.) 


A,  =(_i)«-i !4 ^ 


I  .2.3  .  .  .  (rt  l) 


X  [a'»F(«-i)(6a)— «2  F'"~*'(0«o)] 

1.2.3...(/i— ij  J 


Si    Ion   pose,    dans   la  formule  (^a)^  b  =  bo=^  c^    on 
trouve 


et  continues  entre  a:  =  ao  el  x  ~  c.  aussi  entre  x  —  a  et  j:  =  c,  par 
suite  entre  x  =  a„  et  j;  =  o. 


(r  — 6)''-! 
I  .  2 . 3  . . .  (  «  —  I  ) 

I  .2.3 


(   ^6i  ) 


f      F^'<-i^{ao^c  —  z)z'^-idz 

0 

OU,  en  mettant  a  —  c  et  rto —  c  au  lieu  de  a  et  «o, 


(a—  c)«  F(«-»>  [c  -4-  0(a  — c)] 


(i  — 9)"-'        ( 
I  .  2  . 3  . . .  (  n  —  1  ) 


(4) 


— (ao  -  c)«  F(«-i'[c -^  e  («0- c)] 


Ai  = 


I  .  2  .  0  .  .  .  (  /l  —  I  ) 

X  r         F'"-i^{a  —  z)z"-idz 

F(«-i)(ao_^)wz^i()^  (1)    . 


En  faisant  successivement  dans  cette   série  c  =  «o  et 
c  =  o,  on  obtient  les  formules  bien  connues 

^  k  =  n  —  l 

(5)  y    F(^)c^:r=    ^2    ^^^J^F(/-i)(«o)+A., 


Cl  — 6)"-^ 
1  .2.3  ...  (/i  —  ij 


(a  — ao)"Ft'^-i'[ao^O(«  — ao)] 


1.2.3 


/  F^'i-iUa  —  z)z''-iàz: 


d'où,  pour  7i  =  I ,  si  F(a:)  est  une  fonction  finie  et  con- 
tinue entre  x^=  «o  el  x^=  «, 


(^^  =  (  a  —  «0  )  F  [  «0  -i-  G  (  a  —  «o  )] 


(')  Les  fondions  F(^),  F'(^),  ...,  F(''-')(a;)  sont  supposées 
finies  el  continues  entre  x  =  c  et  j;  =  a^,  aussi  entre  a;  =  c  et  ^  =  a, 
par  suite  entre  .r  =  a„  et  j;  —  a. 


(  i62  ) 


et 


(6) 


f    F{a:)Oa:=    ^    |^' ~  ^"]  F'^-^'(o;+ As, 


1 . 2 .  i  .  .  .  (  rt  —  I  ) 


[a«F(''-iJ  (Oa)—  agF'«-i)(9ao)] 


= ^ — ~ f    F''^-i>(a  —  z)z"-idz 

d'où,  pour  72  =  I , 
f      F(x)dx  =  aFida)—  aoF((iao)=    /     F(>)()a7—    /      F(x)dx. 

Remarque.  —  Si  l'on  applique  la  formule 

f    F(,x)dx=aF{^a) 
aux  intégrales 

I  r" 

''"  ""   -    -:.-d...{n-i)  I     -^'"'^  ao^a-x)  ^«-'  dx 


1  .2. 


I  .  2  .  3  .  .  .  /i 
1.2.3 


■-^  0 

/al  /  £\ 

/•(«'Uo^  a  —  zl)  t/z"-'iôz 
-    „ 


a7  =  j''=^'7,         F{x)  =  /^"^(ao'^  a  —  x)x'i-^, 
[aF(Oa)  =  a/'«'(ao^a  — 0  «KO  «)"-*  =  a'*(i  —  '^i)"''/'"K«o-^9i«)],| 
ou  obtient 

^^"=  1.2.3. ..(.-./'"^""-^'^'"^ 
/'"'(«o-f-Oa) 


1  .  2  .  O  .  ,  .  /i 

(  I  —  Oo  y^-f  a'^ 

i  .1  .'i  ...  {il  —  \)q 


/^«)(ao^-e2a) 
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ÉTIDE  GÉOMÉTRIOIE  DES  PROPRIÉTÉS  DES  COMOIES 
D'APRÈS  LEUR  DÉFiMTIO.\  ('); 

Par  m.  L.  MALEYX. 


XIII.  Normales  à  une  conique  j)assaiit  par  un  point 
donné  dans  son  plan,  théorème  de  Joachimstahl.  — 
ExaminoQS  le  cas  de  l'ellipse,  la  question  se  résoudra 
d'une  manière  analogue  pour  les  autres  couibes. 

Soit  O  une  ellipse  dont  les  axes  2rt,  aZ»  sont  dirigés 
suivant  OX,  OY,  et  à  laquelle  nous  voulons  mener  une 
normale  par  le  point  M  {Jig-  76). 


Fit 


Soit  MP  une  de  ces  normales  ;  P  son  point  d'incidence, 
que  nous  définirons  par  ses  distances  PH,  PR  aux 
deux  axes  5  nous  représenterons  ces  distances,  ou  coor- 
données, par  j,  X  respectivement.  Nous  définirons 
aussi  la  position  du  point  M  par  les  distances  analogues, 
^i,  a;  j',  X,  |3,  a  étant  susceptibles  de  signes. 

Menons  la  tangente  PS  en  P,  cette  droite  rencon- 
trant  OX   en  S 5    les  deux    triangles  rectangles  MPQ, 


(')  Voir  t.  \  (i8(|i),  p.   i;>5. 


.    (  '64  ) 
PHS  sont  semblables  comme  ayant  leurs  côtés  perpen- 
diculaires :  ou  en  déduit 

MQ       OS  — OH 


PQ  PH  t  —  x  y 

Mais  les  points  H,  S  étant  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  A,  A',  on  a 


Oa""  =  OSxOH,        d'où        0S=  — 

X 


emplaçant, 


—  X 


y  —  ^  _    X  a-  —  X 


X  —  a  y  xy 

D'après  le  n°  Il  du  présent  Chapitre,  on  a 

substituant , 

X  —  a         o^x 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

{a^ —  b'^)xy  -\-  b^'^x  —  a'^rty  =  o 
ou 

62  p     \(_  aP-fx     \_— a2  62a8 

«2  —  62 


(^>      {y^^^.)[---^) 


Si  nous  construisons  les  parallèles  à  OY,  OX,  situés  à 
des    distances  du  point  O  respectivement  représentées 

«2  a  —62  3       1        ^  «2^  ^,2  3 

par  — 7^' -7 h'  lesiacteurso: r- ?  y  -\ — 4t' 

^        «^ — b-   a- — b'-  a-  —  b^   "^         a-  —  b- 

représentent  les  distances  du  point  P  à  ces  deux  paral- 
lèles. 

Il  résulte  de  la  relation  (2)  que  le  produit  de  ces  di- 
stances est  constant,  et,  d'après  le  premier  des  théorèmes 


(  »65  ) 
d'Apollonius,  que  le  point  P  se  trouve  sur  une  hyper- 
bole équilatère  ayant  ces  parallèles  pour  asymptotes. 

La  relation  (i)  étant  visiblement  satisfaite  pour  le 
point  M  et  pour  le  point  O,  ces  deux  points  appartien- 
nent à  l'hyperbole  équilatère.  On  peut  construire  cette 
courbe  dont  on  connait  les  asymptotes  et  deux  points^ 
ses  points  communs  avec  l'ellipse  feront  connaître  les 
points  d'incidence  des  normales  issues  de  P,  qui  sont  en 
général  au  nombre  de  quatre. 

On  peut  conclure  du  théorème  du  numéro  précédent, 
que  :  trois  des  points  d'incidence  des  normales  menées 
d'un  point  à  une  conique  et  le  point  diamétralement 
opposé  au  point  d^ incidence  de  la  quatrième,  dans  cette  ' 
conique,   appartiennejit  à  un  même  cercle  ;  c'est  là  le 

THÉORÈME    DE   JoACHlMSTAHL . 

XIV.  Lieu  géométrique.  — Etant  données  deux  co- 
niques C  et  C,,  ainsi  que  deux  directions  D  et  D,, 
dans  le  même  plan;  par  un  point  M  du  plan  on  mène 

Fis.  1-. 


deux  parallèles,  la  première  à  la  direction  D,  rencon- 
trant la  conique  C  cmx  points  P  et  P, ,  la  deuxième  à 
la  droite  D, ,  rencontrajit  la  conique  Ci  aux  points  Q 
e«  Q,  ;  on  demande  de  drleiminer  le  lieu  du  point  M 


(  i66  ) 
par  la  condition  que  le  produit  MP  X  MP,  ait  avec  le 
produit  MQ  X  MQi  un  rapport  donné  a  {fig.  77  ). 

Soient  R  et  R,  les  points  où  la  parallèle  à  D,  passant 
par  M  rencontre  la  conique  C,  pour  tous  les  points  du 
plan,  et,  d'après  le  tliéorèoie  de   jNewton,  on  a,  |j  étant 

un  nombre  fini, 

MP  X  MPi  _  ,^ 
iMKx  MKi  ~  ^' 

Si,  en  outre,  M  est  un  point  du  lieu,  on  a  aussi 

MP  X  MP)  _ 
MQxMQ,  "''• 

Divisant  membre  à  membre,  on  en  conclut  que,  pour 
tous  les  points  M  du  lieu, 

MQ  X  MQi  _  l 
MRxMRj  ~  a* 

D'après  cette  égalité,  le  rapport  iuvolutif  d'un  point 
M  du  lieu,  par  rapport  aux  couples  de  points  de  ren- 
contre d'une  droite  de  direction  donnée  avec  les  coni- 
ques C  et  C,,  est  {-onstant,  et  il  en  résulte,  d'après  le 
théorème  du  n"  VII  du  Cliap.  11,  que  le  lieu  et  une  co- 
nique passant  par  les  points  communs  des  deux  pre- 
mières . 

XV.  Si  deux  cônes  ont  pour  directrice  une  même 
conique,  ils  se  coupent  suivant  une  seconde  courbe 
plane,  qui  est  une  autre  conique  (*).  —  Soient  S  et  S, 
les  sommets  des  deux  cônes  ayant  pour  directrice  la  co- 
nique O  (^^.  78);   unissons  SiSpar  une  ligne  droite 


(')  Depuis  ma  rédaction,  je  me  suis  aperçu  que  la  démonstration 
géométrique  de  ce  théorème  se  trouvait  dans  le  Cours  de  Géomé- 
trie descriptive  de  M.  Ch.  Brisse,  IP  Partie,  p.  92. 


(  1^7  ) 
coupant  le  plan  de  la  directrice  en  P.  Par  la  droite  SS, 
faisons  passer  un  plan  variable  coupant  celui  de  la  di- 
rectrice suivant  la  droite  PAB  et  les  deux  cônes  suivant 
les  deux  couples  de  génératrices  SA  et  SB,  Si  A  et  S,  B. 
Ces  deux  couples  de  génératrices  se  coupent  aux  points 
A,  B,  (o,  w,  ;  les  points  A,  B  décrivent  la  directrice,  les 
points  lu),  oj,  la  seconde  j^artie  de  l'intersection  qu'il 
faut  démontrer  être  plane. 

Fig.  78. 

s, 


Or  la  droite  co,  o)  est  la  polaire  de  P  par  rapport  aux 
deux  droites  w.  S,  co.  S,  -,  il  en  résulte  que  les  points  s, 
rj,  où  elle  rencontre  PS)  et  PB,  sont  conjugués  harmo- 
niques de  P  par  rapport  aux  couples  de  points  S  et  Si, 
A  et  B 5  le  point  s  est  fixe,  puisque  P,  S  et  S,  le  sont, 
et  quant  à  r,  il  décrit  la  polaire  MN  de  P  par  rapport  à 
la  conique;  les  points  to,  w,  sont  donc  situés  dans  le 
plan  sMN  qui  est  fixe,  et,  en  conséquence,  la  courbe 
qu'ils  décrivent  est  plane. 

X\  I.  Note.  —  Le  théorème  de  Pappus  nous  a  servi 
au  n''  \  J,  Chap.  11,  pour  établir  un  théorème  imjiorlant 


(  i68  ) 
par  ses  conséquences,   soit  pour  fournir  une  construc- 
tion relativement  simple  des  points  communs  d'une  co- 
nique et  d'une  droite,  soit  pour  établir  d'une  manière 
immédiate  le  iliéorème  de  Desargues. 

Il  nous  a  paru  intéressant  de  montrer  comment,  du 
même  théorème  de  Pappxjs  se  déduit  le  principe  de  des- 
cription d'une  conique  par  le  point  d'intersection  de 
deux  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homogra- 
phiques,  et  c'est  là  le  but  de  la  présente  Note,  par  la- 
quelle nous  allons  terminer  notre  étude. 

Lemme  I. —  Considérons  un  faisceau  de  trois  droites 
issues  d'u7i  point  S  {^fig-  79),  et  une  sécante  qui  les 
rencontre  en  a,  b,  c\  le  rapport  des  segments  ca^  cb 


est  égal  à  celui  des  aires  des  triangles  Sam^  Sbm 
ayant  pour  bases  les  rayons  Sa,  SZ>,  et  pour  sommet  un 
point  m  quelconque  situé  sur  le  rayon  Se. 

En  elfet,  les  deux  triangles  Sac,  Sèc,  considérés 
comme  ayant  leur  sommet  en  S,  ont  même  hauteur  et 
sont  proportionnels  à  leurs  bases  \  et,  si  on  les  considère 
comme  ayant  leurs  sommets  en  a  et  Z»,  ils  ont  même 
base  et  sont  proportionnels  à   leurs  hauteurs,  d'où  les 

égalités 

ca        S  ac       ap 
cb        Sbc        bq 


(   '^9  ) 
np  et  bq  étant  les  perpendiculaires  menées  de  «  et  è 
sur  Se. 

D'ailleurs,  les  deux  triangles  aniS^   bjjiS   ont  aussi 
même  base  et  pour  hauteurs  ap  et  bq   respectivement; 

dès  lors, 

ap        ma  S 
bq        mbS 

cl,  par  comparaison  avec  les  égalités  précédentes,  on  a 


ca 


7naS 
mbS 


ce  qu'on  voulait  démontrer. 

Lemme  11.  —  Le  rapport  anharinonique  des  quatre 
points  rt,  b,  c^  d,  où  une  droite  coupe  les  rayons  d'un 

faisceau  S.abcd  {fg-  80),  soit  —r'--jf>  ^^t  égal  au  rap- 


port des  rapports  des  distances  de  deux  points  ni  et  n 
pris  arbitrairement  sur  les  rayons  Se,  S/^,  aux  rayons 

oaet  00,  respectivement,  soit  — £-  :  — ^— ,  mp,  npi   étant 

perpendiculaires  su/-  Sa,  et  r//q,  nq i   perpendiculaires 
sur  Sb. 

Eu  efïet,  et  d'après  le  lemme  I,  on  a 

ca        ma  S 
fb        /fibS 
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et 


(   '7t>  ) 

da        lia  S 
<fb  ~  nhii 


divisant  niembtc  à  membre, 


ou 


ca     (la        ma  S     naS 
cb  '  dh        /nbS  '  nb  S 

ca     da        ma  S     mb  S 


cb  '  db         lia  Ï5  '  nb  S 


mais  les  couples  Je  tt-iangles  m«S  et  /zrzS,  7?//)S  et  nh'è 
ont  mêmes  bases  et  sont  proportionnels  à  leurs  hau- 
teursj  donc,  substituant  aux  rapports  de  ces  triangles 
ceux  de  leurs  hauteurs  dans  la  dejnière  égalité,  on  a 


ca     da 
cb  '  dh 


mp     iip[ 
niq  '  iiqi 


C.  Q.    F.  D. 


Soit  actuellement  une  conique    ABDMNC  :  construi- 
sons deux  faisceaux  ayant  jjour  sommets  deux  points  A 


et  C  de  la  conique,  et  dont  les  rayons  homologues  se 
coupent  sur  cette  courbe  en  B,  D,  M,  'N  {/ig.  8i);  il 
s'agit  de  montrer  qu'ils  sont  homographiques,  c'est- 
à-dire  que  les  deux  faisceaux  A.BDMiN,  C.BDMJN',  ont 
même  rappoit  anharmonique.  Pour  le  démontrer,  cou- 
pons 1rs  deux    faisceaux  par  la  transversale  a',  o,  et  des 


(   '7'   ) 
poiiils  M  v.l  II  abaissons  M/?,  JV^,  perpeiuliculairos  sur 
AB,tle  i.ième.  M^/,  Ny,  sur  DC;  M/',   ^' /■,  sur  BC;  M.v, 
N.V|  sur  AD;  il  suttit  de  montrer  l'égaliU"  des  deux  rap- 

,  .  va     oa        y' a'     o' a' 

porls  aiiliaiiiioniques  -^  :  p;  et  -^,  :  ..tq-,- 

Or,  d\i[)rès  le  leiiiiiK!  précédent, 

et 

Y'a'     oa'         M  /•      îN/'i 

dès  lors,  il  siifiit  d'établir, 

M  s   '  A  5,    ~  Al  ^  ■  A  r/i 
ou 

Ai  .V  •  aT^  "^  a77  ■  N^  ' 

ce    fjui     est  évident    d'après    le   lliéorènK!   de    Pappus, 

ABCD  constituant  uu  quadiilalère  insciit,  et  d'après  les 

égalités 

Mp  X  AI  <7  =  a  Al  r  X  AI  .s 
et 

îN/>i  X  N  g  1  =  a N r,  X  N .si , 
lues  sous  les  formes 


(  Fin .  ) 


(   -T^  ) 


REALISATION  ET  USAGE  DES  FORMES  IMAGINAIRES 
m  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  par  iM.  Mvximilien  MARIE 

au   Collège  Stanislas,  à   Sainte-Barbe,    à    l'Ecole  Sainte-Geneviève 
et  à  l'École  Monge  ('). 


22.  Les  pri'iodes  de  la  (juadintrice  d'une  courbe 
algébrique  peuvent  encore  disparaître  en  devenant  in- 
finies. —  Lorsqu'un  anneau  de  la  courbe  réelle  se  trans- 
forme en  une  branche  parabolique,  l'aire  correspon- 
dante devient  infinie  et  la  quadralrice  perd  une  période, 
parce  qu'elle  n'est  plus  exprimable. 

Il  en  est  de  même  lorsque  l'une  des  deux  branches  de 
la  courbe  réelle,  qui  comprenaient  des  anneaux  fermés 
de  conjuguées,  passant  à  l'infini,  ces  conjuguées  devien- 
nent paraboliques. 

C'est  ainsi  cjue  la  quadratrice  d'une  conique  perd  sa 
période  et  devient  algébrique  lorsque  cette  conique  se 
transforme  eu  parabole.  Si  l'on  considère  cette  parabole 
comme  dérivée  de  l'ellipse,  l'aire  de  celte  ellipse,  qui 
formait  la  péiiode  réelle  de  la  quadratrice,  est  devenue 
infinie  et  a  disparu.  Si,  au  contraire,  on  considère  la  pa- 
rabole comme  dérivée  de  l'hyperbole,  une  des  branches 
de  cette  hyperbole  a  passé  à  l'infini,  l'aire  commune  des 
conjuguées  de  cette  hyperbole  a  grandi  indéfiniment  et 
la  période  imaginaire  est  devenue  infinie. 

Il  en  serait  évidemment  de  même  si  des  anneaux  de 
l'enveloppe  imaginaire  d'un  lieu  devenaient  parabo- 
liques. 

(  ')  Voir  t.  IX,  p.  5uy. 


(  »73  ) 

Mais  la  théorie  des  cjuadratrices  des  courbes  parabo- 
liques offre  aujourd'hui  des  difficultés  inabordables. 

Ces  courbes  présentent,  avec  les  courbes  pourvues  de 
points  doubles  à  distance  finie,  cette  analogie  géomé- 
trique que  ni  les  unes  ni  les  autres  n'ont  jamais,  eu 
égard  à  leur  degré,  le  nombre  maximum  de  tangentes 
parallèles  à  une  direction  donnée,  et  peut-être  est-ce  là 
le  point  de  vue  où  il  faudrait  se  placer  pour  en  faire 
l'étude,  car  toute  réduction  dans  ce  nombre  de  tangentes 
en  amène  forcément  une  correspondante  dans  le  nombre 
des  anneaux  fermés,  mais  il  n'y  a  rien  de  fait  à  cet  égard. 

Nous  ne  nous  occuperons  donc  plus  des  courbes  para- 
boliques. 

Au  contraire,  ce  que  nous  nous  proposons  est  de 
chercher,  d'abord,  le  nombre  des  périodes  de  la  quadra- 
trice  de  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  ///  et  de  voir 
ensuite  comment  elle  pourrait  les  perdre  toutes  succes- 
sivement, les  coefficients  de  l'équation  de  la  courbe 
n'étant  alors  liés  entre  eux  que  par  le  moindre  nombre 
possible  de  conditions.  En  d'autres  termes,  nous  vou- 
lons déterminer  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  m, 
dont  la  quadrature  serait  algébrique. 

23.  D'une  rédaction  accessoire  d' une  nouvelle  unité 
dans  le  nombre  des  périodes  de  la  quadratrice,  au 
moment  de  la  formation  d'un  point  double  à  distance 
finie  dans  la  courbe  correspondante.  —  Cette  réduc- 
tion se  produit  nécessairement  au  moment  de  la  forma- 
tion d'un  point  double  qui  fait  évanouir  la  représentation 
géométrique  d'une  période,  parce  que  deux  anneaux, 
entre  lesquels  était  compris  celui  qui  vient  de  se  réduire 
à  un  point  unique,  viennent  se  confondre  en  un  seul 
circuit,  en  forme  de  huit,  où  il  n'est  plus  possible  de 
tlistinguer  les  deux  anneaux  l'un  de  l'autie,  la  condition 


(  '74  ) 
de  continuilé  obligeant  le  point  décrivant  [x,  y]  à  par- 
courir les  deux  boucles  en   avançant  toujours  dans  le 
même  sens. 

Il  suffira  d'établir  le  fait  dans  le  cas  le  plus  général, 
parce  que  les  périodes  de  la  quadratrice  de  la  courbe  la 
plus  générale  de  degré  T?i  devant,  dans  tous  les  cas  par- 
ticuliers, rester  les  mômes  fonctions  des  coefficients,  si 

Fi  g.  20. 


1  on  peut  constater,  dans  un  cas  absolument  général, 
que  la  formation  d'un  point  double  entraîne  la  dispari- 
tion de  deux  périodes  dans  la  quadratrice,  on  pourra 
(;onclure  à  la  même  coïncidence  dans  tous  les  cas  parti- 
culiers. 

Supposons  que  la  courbe  ait  toutes  ses  asymptotes 
réelles  et  que  ce  soit  un  anneau  fermé  de  la  courbe 
réelle  qui  doive  s'évanouir  :  menons  à  cet  anneau  deux 
tangentes  parallèles  qui  n'aient  la  direction  d'aucune* 
asymptote  :  les  conjuguées  du  lieu  qui  toucheront  l'an- 
neau considéré  aux  points  de  contact  des  deux  tangentes 
parallèles  seront  nécessairement  fermées,  quelque  loin 
qu'ils  s'étendent  d'ailleurs,  parce  que  la  conjuguée  cà  la- 
quelle ils  appartiendront,  n'ayant  pas  d'asymptotes, 
n'aura  pas  de  branches  infinies;  les  produits  par  y/ —  1 
des  aires  de  ces  deux  anneaux  formeront  deux  périodes 
imaginaires  de  la  quadratric'e  du  lieu. 

Mais  au  moment  où  l'anneau  de  la  courbe  réelle  s  é- 
vanouira  en  un  point  isolé,  les  deux  anneaux  de  la  con- 
juguée se  rejoindront  au  point  isolé  et  s'y  couperont 
sous  un  angle,  au  lieu  de  s'y  toucher,  de  sorte  (|ue  les 


(   '75  ) 
deux  périodes,  précédemmeni  distinctes,  se  fondront  en 
une  seule  égale  à  leur  ditïerence. 

Il  en  serait  évidemment  de  même  si  l'anneau  qui  de- 
vrait s'évanouir  appartenait  à  une  conjuguée  et  était,  au 
contraire,  compris  entre  deux:  anneaux  fermés  de  la 
courbe  réelle.  Seulement  les  deux  tangentes  à  la  courbe 
au  point  double  seraient  alors  réelles,  au  lieu  d'être 
imaginaires. 

Ainsi  la  formation  dun  point  double  doit  entraîner 
une  réduction  de  deux  unités  dans  le  nombre  des  pé- 
riodes. Le  même  fait,  au  reste,  se  reproduirait  dans  les 
mêmes  conditions  si,  un  huit  s'élant  déjà  produit,  il  se 
formait  un  nouveau  point  double  sur  son  pourtour.  Seu- 
lement, au  lieu  de  deux  boucles,  il  s'en  présenterait  trois, 
en  continuité  entre  elles. 

Fig.  21. 


Les  trois  boucles  seraient,  en  tous  cas,  de  même  na- 
ture, c'est-à-dire  toutes  les  trois  réelles  ou  toutes  les  trois 
imaginaires. 

En  résumé,  on  doit  admettre  que  la  formation  de />> 
points  doubles  dans  une  courbe  entraîne  une  réduction 
de  ip  unités  dans  le  nombre  des  périodes  de  sa  quadra- 
tricc. 

2i.  Des  autres  conditions  dans  lesquelles  peuvent  se 
produire  des  réductions  dans  le  nombre  des  périodes. 
—  D'autres  réductions  peu\  eut  être  amenées  par  beau- 
coup d'autres  circonstances  ;  ainsi  une  période  repré- 
sentée par  l'aire  d'un  anneau  en  forme  de  huit  disparaîtra 
lors(|ue   les   aires  des  deux   lK)ncles  seront  égales;  deux 


(  '76  ) 
périodes  représentées  par  les  aires  des  deux  anneaux 
fermés  de  la  courbe  réelle  se  réduiront  à  une  seule  si 
ces  aires  sont  égales,  et  il  en  sera  de  même  si  les  anneaux 
fermés  de  conjuguées,  compris  entre  des  brandies  dis- 
tinctes de  la  courbe  réelle,  présentent  la  même  aire,  etc. 
C'est  ainsi,   par   exemple,   que  la  quadratrice  de  la 

courbe 

T*+  x'*  =  a* 

ne  comporte  que  deux  périodes-  et  -  y/ — i,  ^^)  dési- 
gnant l'aire  de  l'anneau  de  la  courbe  réelle,  compris 
entre  les  droites  x  =  zjn  a  el  y  =  zh  a.  Mais  aussi,  dans 
cet  exemple,  la  courbe  réelle,  ses  conjuguées  à  abscisses 
et  à  ordonnées  réelles,  et  l'enveloppe  imaginaire  de  ses 
conjuguées  se  confondent  géométriquement. 

Mais  dans  ces  dernières  circonstances,  la  disparition 
de  chaque  période  manquante  tiendra  à  la  présence 
d'une  relation  particulière  entre  les  coefficients  de  l'équa- 
tion de  la  courbe,  tandis  que  la  relation  unique  qui  in- 
troduit chaque  point  double  entraine  une  réduction  de 
deux  unités  dans  le  nombre  des  périodes,  de  sorte  qu'à 
égalité  dans  le  nombre  des  périodes  restantes,  la  courbe 
dont  l'équation  contiendra  encore  le  plus  de  paramètres 
indépendants  sera  celle  pour  laquelle  la  disparition  des 
périodes  manquantes  sera  déterminée  exclusivement  par 
la  formation  de  points  doubles  en  nombre  suffisant, 
c'est-à-dire  en  nombre  /:>,  s'il  a  disparu  2p  périodes. 

25.  Du  nombre  inaximuni  de  points  doubles  et  du 
nombre  maximum  de  périodes  non  cycliques.  —  Si 
une  courbe  de  degré  m  se  résout  en  deux  autres,  l'une 
de  degré  {m  —  «7),  et  l'autre  de  degré  «7,  n'ayant  ni  l'une 
ni  l'autre  de  points  doubles,  le  nombre  des  points  dou- 
bles de  la  courbe  composée  sera 

qim  —  q  ]: 


(  Kl  ) 
si  à  son    tour  la  courbe  de  degré  q  se  résout  en  deux 
autres,   de  degrés  («y  —  /•)  et   /■,   n'ayant  pas   de  points 
doubles,  la  courbe  décomposée  présentera 

{m  —  q)(q  —  r)-^(m  —  q)r'^r(q  —  r)—(m  —  q)q^r{g-r) 

points  doubles. 

11  en  résulte  que,  plus  une  courbe  de  degré  m  se  seg- 
mente eu  courbes  de  degrés  moindres,  n'ayant  pas  de 
points  doubles,  plus  elle  présente  de  points  doubles. 

Le  nombre  maximum  de  points  doubles  que  puisse 
présenter  une  courbe  de  degré  m  correspond  donc  au  cas 
où  elle  dégénère  en  m  droites,  et  ce  nombre  est 

m  (  ni  —  I  ") 

•2 

Il  reste  alors  a  m  coefficients  indépendants  dans  l'équa- 
tion de  la  courbe,  au  lieu  de 

(  /n  -h  \)(  7n  -i-  o.  ) 
les  coelîicienls  de  la  courbe  satisfont  donc  alors  à 


(  //i  -+- 1  ) (  //?  H-  2  )                          miin  —  I  ) 
I        2  /?i  =   


conditions. 

AJais  de  ces conditions,  il   v  en   a  (///  —  i) 

qui  expriment  ([ue  les  m  périodes  cycliques  sont  nulles, 
puisqu'elles  le  sont  en  effet,  et  les 

mini  —  I  )       ,                     ( m  —  2  ) (  ni  —  i ) 
(m  —  \)—  — 


autres  expriment  chacune*  la  présence  d'un  point  double 
dans  la  ccuibe. 


(  '78  ) 
Si  l'on  suppiimait  les  [m  —  i)  conditions  cjui  expri- 
ment que  les  m  [)érioiles  cycliques  sont  nulles,  lesquelles 


peuvent  s  exprimera  part,  les 


(  m  —  •?  )  (  m  —  i  ) 


ditioi 


restantes  exprimeraient  encore  la  présence  d'autant  de 
points  doubles,  et,  les  (/?z  —  i)  premières  étant  retirées, 
la  eourl^e  redeviendrait  irréductible. 

Donc  le  nombre  maximum  de  points  doubles  d'une 
courbe  irréductible  de  degré  m  est 

(m  —  \)(in  —  a) 
•1 

et,  par  conséquent,  la  quadratrice  de  la  courbe  la  plus 
générale  de  degré  ///  comporte 

{m  —  i){m  —  2  ) 

pé/ iodes  non  cycliques,  et,  si  l'on  rajoute  les  (in  —  i) 
[)ériodes  cycliques,  on  obtient  (ni  —  i)-  pour  le  nombre 
total  des  périodes  de  toute  nature. 

On  conclut  de  cette  théorie  : 

i"  Qu'une  courbe  de  degré  /«,  ([ui  présente 

(m  —  2 ) (  /??  —  I ) 

points  doubles  et  que  toutes  ses  asymptotes  coupent 
chacune  en  trois  points  situés  A  l'infini  est  (juarrable 
algébri(]uenient  ; 

(Qu'une  courbe  de  degré  ///  qui  présente 

(  /n  —  i){ni  —  I  ) 


points  doubles,  mais  dont  les  asymptotes  sont  queU 
conques,  est  (juarrable  pai-  les  fonctions  circulaires  in- 
\  erses  ou  prie  les  fonctions  logarithnxic|ues  ; 
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Quiine  courbe  de  degré  ju  qui  présente 


{ni  —  ^)ini  —  2  ) 

^ —  I 


points  doubles  est  quarrablepar  les  fonctions  circulaires 
inverses   et  par  les  fonctions  doublement  périodiques; 
2"  Que  la  courbe  la  plus  géïiérale  de  degré  ///,  quar- 
rable  algébriquement,  est  celle  qui  présente 

{m  —  i)(/«  —  2) 
2 

points  doubbîs  et  (jue  ses  asymptotes  coupent  cbacune 

en  trois  points  à  l'infini; 

Que  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  ///,  cpiarrable 

par  les  fonctions  circulaires  inverses,  est  celle  qui  pré- 

(  m  —  i)im  —  2 )       .  ,      I  , 

sente points  doubles; 

Que  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  ni,  quarrable 
par  les  fonctions  circulaires  inverses  et  par  les  fonctions 
doublement  périodiques,  est  celle  qui  présente 

{m  —  i)(  m  —  2) 
2 

points  doubles,  etc. 

]Mais  il  ne  faudrait  pas  conclure,  du  mode  de  (|uadra- 
bilité  d'une  courbe,  au  nombre  de  ses  points  doubles, 
parce  qu<',  comme  nous  l'avons  dit,  le  nombre  des  ])é- 
riodes  peut  se  réduire  dans  toutes  sortes  de  circon- 
siances.  Ainsi  la  courbe  y''  H-  x''  =  a^  est  quarrable  par 
les  fonctions  à  deux  périodes,  c'est-à-dire  par  les  fonc- 
tions ellipti(jues,  et  cependant  elle  ne  piésente  aucun 
point  double.  [A  suivre.) 


(    '«^o    ) 


GÉXÉRALISATIO\  D'U^  THÉORÈME  SUR  L'ÉOIILIBRE 
DES  SURFACES  FERMÉES  (^); 

Par  le   P.  Ch.  ROBERT,  S.    J. 


Lemme  I.  —  Etant  donnée  une  suî'face  fermée, 
prouver  que  des  forces  normales  à  cette  surface  et  pro- 
portionnelles à  ses  éléments  se  font  équilibre. 

La  force  F  appliquée  au  ])oint  M  est  égale  à 

[X  dx  dy  y/ 1  -f-  />-  -f-  ry  - 
ou,  plus  simplement,  à 

[JL  f/lij . 

Imaginons  un  cylindre  très  petit,  parallèle   à  0^.  Ce 

Fi{j.   I. 


cylindre  va  déterminer  un  second  élément  ou,  en  gé- 
néral, un  nombre  pair  d'éléments,  puisrpie  la  surface  esl 
fermée . 


(')  Les  deux  Icmines  cl  las  deux  premiers  théorèmes  sont  extraits 
(en  substance)  du  Journal  de  Liouville,  i"  série,  t.  XIII,  p.  243. 


(   '8i  ) 
La  force  appliquée  en  M'  est 

[j.  c/m  j  . 

Décomposons  chacune  des  deux  forces  en  trois  paral- 
lèles  aux  axes.  Les  deux  composantes  suivant  O^  sont 

fjL  doj  cosy 
et 

[1  dioi  cosYi- 
Or  on  a 

ijL  doi  cosy  =  a  doji  cosyi  ; 

car  rltocosv  et  diOi  cosy<  représentent  Tune  et  l'autre  la 
section  droite  du  cylindre  considéré. 

Donc  les  deux  composanles  suivant  O:;  sont  égales  et 
de  sens  contraires,  donc  elles  se  détruisent. 

On  démontrerait  de  même  que  les  composantes  sui- 
vant Ox  et  Oy  se  détruisent,  donc  la  suiface  est  en 
équilibre.  c.  f.  q.  d. 

Lemme  il  —  Soient  deux  surfaces  paraUèles,  A  et  A' 
deux  points  correspondants,  c'est-à-dire  situes  sur  une 
normale  commune,  d^  et  di'  les  éléments  superficiels  en 
ces  points^  et  ds  la  distance  constante  des  deux  sur- 
faces. Proui^er  la  relation 

da  —  di  =  f/a  ds  \  -^  -r-  y,, 
\  K        U 

R,  il'  étant  les  rayons  de  courbure  de  la  première  sur- 
Jace  au  point  A . 

Je  décompose  d'y  en  éléments  infiniment  petits  lor- 
més  par  (quatre  lignes  de  courbure  de  la  première  siii-- 
face. 

Les  lignes  de  courbure  sont  orthogonales. 


(   .8'.  ) 
A'B'C'13'  domicMl  IcsliyMcs  (U;  combiirL- de  la  surface 
parallèle  (cai'  les  normales  eoïncident). 

Fis.  2. 
3 


On  a,  dans  les  triangles  OA'IV,  OAB, 
a  -+-  f/a         R  -f-  dx 


d'où,  successivement. 


da        ds 
T"'   H"' 
R  d'x 

''  =  -dr 


(   i83 


1     ,          y.  ds 

/      (le  même. 

(.?  =  ^*. 

d-! 

=  ^?, 

f/a' 

=  (/x^d'ji)(y 

^d<i), 

d^' 

—  r/c7  =  a  f/,3  4- 

-  p  f/a, 

et 

(0 

Or 
d'où 


en  iiégligeanl  tly.di  iufiuinient  petit  d'ordre  supérieur. 
Done 

di  —  d^j  =  ap  y^,  -i-  a|3  — - , 

'Il  IV 

ou,  d'après  les  formules  (i), 

di'  —  dtj  =  d<j  ds  l-r-  -^  —,]•  C.Q.F.D. 

Théorème  de  INI.  Beutuaivd.  —  Si  Von  appliiine  à 
une  surface  fermée  des  forces  normales  et  propor- 
tionnelles à  d'y  i—  ^  --A,  ces  forces  se  font  èquilihre. 

En  effet,  soit  une  surface  parallèle  à  la  preinière.  A 
la  surface  j^roposée  j'applique  des  forces —  M.d's\  ces 
forces  se  font  équilibre  (lenune  I).  A  la  suifaee  paral- 
lèle distante  de  ds  j'applique  des  forces  -\- M.dn' \  ces 
forces  se  font  équilibre  (lenini(;  I).  Doue  sur  ebaf[ue  uoi- 
male  j'ai  des  forces  égales   à 

\i.  (  f/j'  —  r/ j  ) , 

c'est-à-dire,  en  vertu  du  leiuiue  II,   à 


(  '84  ) 
Théorème  de  M.  C  Joubeut.    —  ^V  L'on  applù/ue 
à  une  surface  fermée  des  forces  normales  et  propor- 

lionnelles  à  t-^,?  ces  forces  se  font  équilibre. 

Eli  etiet,  à  la   première  surface  j'applique  des  forces 


F 


à  la  deuxième  surfacr*  j'applique  des  forces  égales  à 
-*-  \^  '^^^'  (  -n r  -^  ïTi — :7"  )  • 

,  il  -T-  fis        R  -H as  / 

Ces  forces  se  font  équilibre  sur  chaque  surface, 
d'après  le  théorème  de  M.  Bertrand. 

Cherchons  la  résultante  sur  chaque  normale  :  cette 
résultante  a  pour  expression 

'"  '^''  f  irb^  -^  w^d)  -  '"  '^'  ii^-k)' 

qu'on  transforme  successivement  en 

^^a'5(R-f-R')(R-T-^5-r-R'^f/5)-HRR'(R-j-f/5  +  K'  ^  ds)      } 

I      —(R^R')(n^ds)(R'-^ds)\ 

RR'{R-^ds){K'-hds) 

ou,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur, 

2  jjL  d(7  ds  -——,  •  c.  Q.  F.  D. 

Il  K 

Cela  posé,  voici  les  théorèmes  que  nous  nous  piopo- 
sons  de  faire  connaître  : 

Théorème.  —  Si  l  on  a/ypht/iœ  à  une  surface,  for- 


(  ^85  ) 


d^ 


niée  des  forces  normales  et   proportionnelles  à-, — ^, 
ces  forces  se  font  équilibre. 

Eli  eiïef,  ;i  la  première  siirfaee  j'applique  des  forces 


fJl  c/t 


RR" 


à  la  seconde  surface  j'applique  des   forces  égales  à 

Sur  chaque  surface  ces  forces  se  font  équilibre, 
d'après  le  théorème  de  M.  Joubert.  Je  cheiche  la  résul- 
tante sur  chaque  normale.  Cett«i  résultante  a  pour  ex- 
pression 


^R+^5)(R'  +  f/5)       '""    "^  RR' 


Or 


I  I  \  I         ,   rRR'-+-(R-f-R')f/5l 

R-^R'jJ  =''\ m J' 


donc  surcliaque  normale  j'ai  la  force 

,    rRR'+(R+R')f/.9  I 

\x  d^  I  ïTT^, 


i Ll 

RR'  (R  +  rf5)(R'-^^5)        RR  J 

La  quantité  entre  crochets,  devient 


RR'-4-(R-i-  R')^^  — (R  +  f/^)(R'+  ds) 
RR'(R-l-<i5)(R'-hrf5) 

_  RR' -I-  (  R  -4-  R'  )  c/^  —  RR'  —  (  R  -F  R'  )  r/^  —  ds'^ 
~  RR'(R-f-f/.v)(R'+f/5) 

Oji  a  donc  sur  chaque  normale   des  forces  égales  à 

—  [JL  c?a  ds'^ 
R-^  R'2      ' 
Ann.  de  Mathëmat.,  3"  série,  t.  X.  (Avril  1891.)  l3 


(  '86  ) 
c'est-à-dire  des  forces  proporlionnelles  à 


K2  R'2 


c.  Q.  F.  n. 


Théorème  général.  —  Plus  généraler?ient  une  sur- 
face fermée  quelconque  reste  en  équilibre  sous  l'action 
(le  forces  normales   et  proportionnelles  à 

R«  R'«  ' 
N,j  désigTiant  l'expression 

N„  =  N„_,(R  +  R')(2-n)+RR'(^+^^. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  «  :=  3. 

Il  y  a  sur  chaque  normale  une  résultante  égale  à 

rRR'-i-(RH-R')<^g I I     ] 

f^      L  RR'  (  li -h  ds y- {W -h  ds y^  ~  WW^' y 

Je  néglige  au  numérateur  les  termes  en  ds-^  ds^^  .  . ., 
et  je  ne  m'occupe  pour  le  moment  que  de  la  partie  entre 
ci'ochets 

[ RR' 4-  ( R  -f-  R' )  ds]  RR'—  (  R  +  dsy- (R'-j-ds)'^ 
R-^R'-^iR-^dsyiH'-^dsy 

Le  numérateur  deviejit   successivement 

[R2R'^-h(R-^  R')  ^5RR'—  (R  =  dsy-{R'  -^dsf-, 

R2  R'2  -^-  (  R  ^  R')  ds  RR'—  R2  R'2  -_  2  (  RR'2  +  R'  R2  )  ^.9  —  .  .  .  , 

(  R  -^  R')  ds  RR'  —  2RR'(  R  -^R')ds  —  ..., 
—  RK'(R-^R')ds. 

Nous  avons  donc  sur  chaque  normale  des  forces 
égales  à 

RR'(R  +  R')  _  R  +  R' 


uc 


^''^'         RVR'^     --^-l^^'^d'    K3R'^^ 


(   >^7  ) 
et'  (jui  véri(i(3  la  loi  énoncée,   vu  que 

N3  =  -(R+R'). 

^  crilions  encore  pour  n=.  '\. 

On  a  sur  chaque  normale  une  résultante  égale  à 

rRR'+(R+  \X)ds    (R  +  (/^)  +  (R'-+-f/5)         R  +  R'T 
"^^^L  RR'  (R  +  r/.ç)S(R'-+-r/5j3  R^R^J 

c'esl-à-dire 

n  [  RR'  +  (  R  +  R')  ds\  R2  R'2  (  R  -{-  ds  +  R'  ds)  \  ) 
\\      — (R-f-R')(R+rf5)3(R'+f/s)-' 


a  f/T 


R3R'3(R-f-f/5j3(R'-t-f/5)^^ 


(• 


Le  nuiuéraleiir  dcvienl,  en  négligeant  les  ternies  en 
ds-,  ds^,  .  .  ., 

R3  R'3  (  R  -^  R'j  —  (R  -+-  R'  )  R3  R'-^ 
-+-  ds  [(R  -^  R')2  R2  R'2+  '2  R3 IV^-  (  R  4-  R'j  (  3  Rs  R'24-  3  R2  R'^  )| , 
ds  R2  R'2  [_  -2 (  R  +  R'  )2  +  2  RR' ]. 
i/5  R2  R'2  (—  2  R2  —  2  R'2  —  4  R  R'  +  2  R  R'  )  : 

donc,  après  réduction,  la  Iraction  devient 

_   2^/.y(R2^R-2-|-.RR') 

RiR'i  ' 

ce  qui  est  conforme  à  la  loi  énoncée,  vu  que 

Ni  =_2(R2-H  R'2+  RR',. 

11  reste  à  montrer  f|uc  la  loi,  étant  supposée  viaie  pour 
n  —  I ,  est  vraie  pour  /i. 

Je  suppose  donc  qu'une  surface  fermée  reste  en  équi- 
libre si  on  la  soumet  à  des  forces  dirigées  suivant  la 
normale  en  chacun  de  ses  éléments  et  proportionnelles 


N„-i 


(  i88  ) 
3  p,t_i"p>v;_i  'y  J6  ^is  que  la  surface  est  encore  en  équi- 
libre si  les  forces  sont  proporlionnelles  à  ^    .",    • 

En  effet,   raisonnant  comme  dans  les  cas  précédents, 
j'aurai  sur  chaque  normale  une  résultante  égale  à 


-    rRR'+(R-+-R')r/^ 
•"^^L KÏV 


]V(R  +ds'  R-i-  ds) 


(R+rf5)«-MR'-^f/.«/'-i       K"-'  R'''-'_ 


en  désignant  par  ]X^R_+'/^.R'-t-f/')  Je  numérateur  N„_,  dans 
lequel  on  a  remplacé  R  et  R'  par  R  +  ff 5  et  R'+  «f^; 
c'est-à-dire 


[R 


(a)     iid^ 


«-R'«-i  +  (R+  R')^jîR'i-2R'«-2]îv^R_+^*.  R'  +  '^^i  n 

—  N„_i  (  R  -f-  dsY-i  (  R'+  ds)''-^- \f 

R'»-iR''^-i(R-l-(r/5j«->(R'H-  ds)'^-^  ) 


Je  ne  m'occu{)e  pour  le  moment  (|ue  du  numérateur. 
Le  développement  de  ]Vi|«_+f/'^. R'+rf^)  par  la  formule  de 
Taylor  à  deux  variables  donne 

/(R  +  ds,  R'  +  ds)  =:/(R,  R')  +  (^  A,/5  +  ^,  ds^  f 


i.aVt^R 


dK' 


c'est-à-dire 

Passant  au  dénominateur,  et  développant  (R  +  (7.v)"' 
et  (R'-l-  f/.ç)"~*  par  la  formule  du  binôme,  on  a 


(R  +  f/5)«-i  =  R"-i  -^-(n  —  \)  R«-2  ds^^— ^-^ — ^ R«- 


3r/52- 


(R'-h^s)«~'  =  R'"-'-f-(>i—  gR'"-v/5 


U-l)(n-9,)       ,,_ 


R'«-2^/52_,_.. 


(  '89  ) 
Les  premiers  termes  du   produit 

(R•^-<^s)«-^(R'^-f/5)«-l 
sont  donc 

Cela  posé,  je  reviens  à  la  formule  (a).  Au  numéra- 
teur les  termes  finis 

R"-i  R'«-J  N„_i  —  N„_i  R«-i  R'«-i 

se  détruisent,  et  le  coeffîeienl   du  terme  en   ds  a  pour 
expression 


dR  d'B  , 

-4-  (  R  +  R')  R«-2  R'«-2  N„_i  —  N„^,  (n  —  1  )  R"-2  R'«-2(  R  -+_  R'). 

La  formule  (a)  peut  donc  s'écrire  (en  négligeant  les 
termes  en  (/s-  au  numérateur  et  ceux  en  ds  au  dénomi- 
nateur), 

R«-2R'.-2  [^N„_,(R  +  R')(2  -  n)  -h  RR'  (j^  +  ^^)] 

J{2n-2R'2«— 2  ~' 

c'est-à-dire 

C.Q.F.D. 


R„R''' 
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EXTE^SÎO^  AIX  IVSEIDO  SURFACES  M  THEOREME  DE  MALUS 
RELATIF  A  LA  MARCHE  DES  RAYOXS  LUMINEUX; 

Par  m.  l'abbé  ISSALY. 


Théorème.  —  Si  des  rayons  imnineux  sont  normaux 
à  une  pseudo-surface,  ils  jouissent  encore  de  la  même 
propriété  après  un  nombre  (jnelconijue  de  réflexions 
et  (le  réfractions. 

Il  suffit  d'établir  le  théorème  pour  le  cas  de  la  réfrac- 
tion, celui  delà  réllexion  pouvant  être  considéré  comme 
correspondant  à  une  réfraction  d'indice  /<= —  i. 

Nous  suivrons,  en  cela,  la  même  méthode  que  M.  Dar- 
boux,  pour  le  cas  des  surfaces  [Leçons  sur  les  surfaces, 
n"  450). 


Soit  (Fv)   une  pseudo-surface    quelconque    taui^ente 
en  M  au  plan  (P)  et  que  nous  envisageons,  même  phv- 


(  '9^  ) 
SKIucmenl  (nos  leclierclics  antérieures  sur  la  surface  de 
l'onde  nous  y  auioriscnt,  crovons-nous),  comme  la  li- 
mite de  séparation  de  deux  milieux.  Soient  MN  la  nor- 
male au  plan  (P),  et  (S),  (S')  les  deux  courbes  généra- 
trices de  (Fv),  respectivement  tangentes  aux  axes  Mx, 
Mj'  situés  dans  ce  plan.  Associés  à  la  normale  ÎMN,  ces 
axes  constituent  le  trièdre  mobile  MNxj)  .,  auquel  nous 
supposerons  la  surface  (Fv)  médiatement  rapportée. 

Choisissons  comme  trièdre  de  référence  un  trièdre 
Irirectangle  quelconque  OXYZ  ou  (T)  et  désignons 
par  (a,  [3,  y),  (a',  ji',  y'),  (av,  |ivi  Yv)  l<is  cosinus  direc- 
teurs, par  rapport  à  ce  trièdre,  des  rayons,  incident  et 
réfléchi,  MA,  ]\L\'  et  de  la  normale  MN. 

Pour  Que  la  loi  de  Descartes,  -: —  =:  n,  soit  vérifiée, 
'  '  sin/'  ' 

il  faut  et  il  suffit  que  la  diagonale  8  du  parallélogramme 
construit  sur  les  longueurs  i  et  /i,  respectivement  por- 
tées sur  MA  et  MA',  coïncide  avec  le  prolongement  de 
MN. 

Cela  étant,  si  l'on  projette  sur  les  arêtes  du  trièdre  (T) 
les  trois  longueurs  précédentes,  on  aura 

[   a  -i-  «  x'=  oav 

(i)  ■         J  3  +  «.3'=  opv, 

Or,  pour  tout  déplacement  sur  la  pseudo-surface  (Fv) 
du  pied  de  la  normah;  MN,  on  a  la  relation  évidente 

(  2  )  av  d\  -T-  pv  d\  -f-  Yv  =  o, 

en  même  temps  (jue  les  conditions 

d\  —  a  ds  -+-  a'  ds\ 


da'      Ou 
à  s    '  as'  ' 


(   '92  ) 
propres  à  (.-aractériser  la    pseudo-surface  (Fv)   et  dans 
lesquelles  («,  h,  c),  («',  Z»',  c')  désignent  les  cosinus  di- 
recteurs de  Mx  et  de  Mr. 

Substituant  les   valeurs  (i)   dans  la  relation  (2),  il 
vient 

(3)     (a  d\  +  {i  clY  -4-  Y  f/Z)  +  n(ot'  d\  -1-  3V/Y  ^  '(' dZ)  =  o. 

Ceci   posé,    prenons    deux   points    (correspondants) 
fixes  M|  et  M'j,  le  premier,  sur  MA,  à  la  distance  0,  le 

deuxième,  sur  MA^  à  la  distance  — -  -  du  point  M.  Les 

n         ^ 

coordonnées  de  ces  points  pourront   être  représentées 
par  les  systèmes 

(M,) 


(M) 


Si  maintenant  on  admet  que  le  rayon  incident  INIA 
soit  normal  en  M,  à  une  pseudo-surface  déterminée 
(1\^),  ou  aura,  pour  tout  déplacement  infinitésimal  de 
Ml  sur  (F.,,), 

(4)  arfXi  +  fl^i-l-Yf/Z,  =  0, 

et  comme 

fl?X  I  =  d\  —  ai  dz  —  p  r/a. 


X, 

=  X  —  pa, 

Yi 

-Y-p^i, 

z, 

=  Z-py: 

x; 

=  X-H^a'. 
Il 

Y', 

=  Y+|r- 

Z'i 

=  z.-|r. 

il  s  ensuit  (pie 

(  5  )  'i  d\  +  3  f/Y  -,-  Y  (11.  =  f/p . 


(  •9'^  ) 
Remoutanl  ;"i  ré(|uation  (3),  on  en  tire 


(<3) 


t'  dX  -+-  ^'  clY  -^  yV/Z  =—  f/  [^  y 


D'autre   part,    des  coordonnées  du   point  M\   on  dé- 
duit 

dX'.  =  dX  -^o:'d(^]-^t  dx\ 
\n  ]        Il 


système  de  valeurs  qui,  eu  égard  à  (6),  entraine  comme 
conséquence 

('  7  )  a'  d\\  -^  3'  d\\  — 'i'  dZ\  =  o . 

En  rapprochant  cette  dernière  relation  des  relations 
analogues  (a)  et  (4),  on  voit  qu'elle  exprime  que  le 
rayon  réfracté  ÎMA'  est  normal  en  M'^  à  une  nouvelle 
pseudo-surface  (F.,.),  pseudo-surface,  d'ailleurs,  par- 
faitement déterminée,  elle  aussi,  puiscjue,  à  chaque 
point  Al,  (  F,^_  ),  correspond  un  point  unique  M'^  de  (Fv,). 
Le  théorème  généralisé  que  nous  avions  en  vue  se 
trouve  donc  par  là -même  établi. 


SLR  LES  PERIODES  DES  1\ TEGRALES  ELLIPTIOIES  ; 

Par  m.  V.  JAMET. 


On  connaît  la  lelation 

,  2  7i  / I 

(OW  y  —  (Oi  tO    =    ^^ 

qui  existe  enli-c  les  périodes  liO),  to'  et  '.-».  W|,  OJ,  des  inté- 


(  '94  ) 
gialcs  cllipli(jucs  de  première  et  de  seconde  espèce,  au 
module  k.  Celle  lelulion  tire  son  origine  de  considéra- 
lions  purement  analytiques;  mais  il  n'est  pas  sans  in- 
térêt de  constater  qu'on  la  rencontre  quand  on  veut 
évaluer  le  volume  de  Fellipsoïde  au  moyen  des  coor- 
données elliptiques. 

Voyons  d'abord  comment,  au  moyen  de  ces  coordon- 
nées, Ttîxpression  de  ce  volume  va  se  réduire  à  une  in- 
téerale  double. 


Soit 


l'équationde  l'ellipsoïde,  où  l'onsuppose  a~^  h'^c^o. 
On  peut  exprimer  les  coordoiniées  d'un  point  (i",  r,  z) 
de  cette  surface  par  les  formules  suivantes 


,_  a(a-i-fjL)(fl'-i-v) 


(a  — 6)(rt.-c) 
^>(6-f-y.)(6^-v) 


{b  —  a){b  —  c) 

c  (  c  4-  ;x  )  (  c  -H  y  ) 
{c  —  a)(c  —  b)  ' 

et  l'on  obtiendra  tous  les  points  possibles  diî  celle  sur- 
l'ace  en  faisant  varier  u,  par  exemple,  entre  —  a  et  —  b^ 
V  entre  —  b  vl  —  c.  Ceci  résulte  du  mode  de  séparation, 
bien  connu,  des  racines  de  récpialion  du  troisième 
degré  en  p 

^■-    ,    y-    ,    --   _ . 


L'expression  d'un  élément  de  surface  de  l'ellipsoïde 
est  le  produit  des  dilïérentielles  des  arcs  des  deux  lignes 
de  courbure,  c[u'on  obtient,  l'une  en  faisant  varier  u. 
et  laissant  v  invariable,  l'autre,  au  contraire,  en  suppo- 


(   ï9'i  ) 
sant  V  variable  et  tj.  coustaiiU'.  Soit  dy  cet  élément.  On 
liouve 

v/;j.v  (  a  —  V  )  f/[x  f/v 


I  d^ 


en  posant 

/(p)  =  (p  +  a)(p-l-6)(p  +  c). 

On  ealculera  le  volume  infiniment  petit  du  cône  qui 
a  pour  directrice  le  contour  de  cIt  et  pour  sommet  le 
centre  de  la  sphère,  en  multipliant  l'expression  de  du 
par  le  tiers  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent 
à  l'ellipsoïde  au  point  (a,  v).  Soit  p  cette  distance. 
On  a 

P  = 


y    a-        b'         C' 


x,j,  z  désignant  les  coordonnées  cartésiennes  du  point 
de  contact.  Mais,  à  cause  des  formules  (i), 

rt"2        b-         c-        abc 

Donc  l'élément  de  volume  d'un  ellipsoïde  a  pour 
mesure 

y/ —  I    (  [J.  —  V  )  d[X  d'i 

Mais,  à  chaque  système  de  valeurs  de  ij.,  v  correspon- 
dent huit  points  de  l'ellipsoïde;  donc  son  volume  total 
est  égal  à 

'X  \/ abc    I /"     '    r    '  i  \i-  —  V  )  d\j.  dv 


'abc    I C         r 


^     \//(;^)/(r) 

Posons  maintenant 

;jL  =  — b  su- Ci  —  c  cn-o  —  —  c  —  (6  —  r)  sn-'-p, 
V  =  —  c  —  (  6  —  c  y  sn2  il. 
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Je  module  Â-  des  fonclions  elliptiques  employées  élanl 

éiral  à ■;  et  cliciclions  les  valeurs  '^o,  '-ij  de  l'areu- 

°  o  —  c  '        ' 

ment  o  qui  eorrespondent  à  p.  =  —  a,  [J-  = —  ^,  et  les 
valeurs  60,  '}(  de  <]/  qui  répondent  à  v  = —  rt,  v  = —  Z». 
Nous  trouverons 

dn2c/o=Oi         cn-'|'i  =  o, 

et  nous  pourrons  supposer 

tO  -r-  Wi  W 

Oo=  >  Oi  =    —  • 

2  '  2 

De  même 

cn2t];o  =  0)         sn2'j/i  =  o, 

et  nous  pourrons  faire 

•i,    Z=    -,  (Ly   =    o. 

2 

Alors  l'expression  du  volume  se  transformera  comm(^ 
il  suit  : 


/ —  I  k-   j  1     { ?n"-  o  —  sn2  ']>  )  do  d'\ 


'  a)  -t-  CD ,  «^  (O 


'è\/abc   I 


lA        f         do  Ç    sn2  4 


y/aéc 


\/—  r  k-{tx>i  10' —  ('j(m\  ). 


3 

Comparant  cette  expression  avec  l'expression  connue, 
jTZ\^/abc,  on  trouve  la  formule  qu'il  s'agissait  d'établir 

,        27:/— I 

W I  tu    lOO)  J   =    T-^ • 
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SIR  LE  TIIÉ0RÈ11E  GÉXÉRAL  RELATIF  A  L'EXISTEXCE  DES 
l\TÉGRALES  DES  ÉOIATIOXS  DIFFÉREATIELLES  ORDI- 
NAIRES C)\ 

Par  m.  Emile  PICARD, 
Membre  de  l'Institut. 


1 .  Envisageons  le  système  des  /i  équations  du  premier 

ordre 

du        j.  , 

dv 

dw 

-^  =fa{x,  u,v,  ...,n'). 

Les  fonctions  f  sont  des  fonctions  continues  réelles 
des  quantités  réelles  jr,  /<,  t',  .  .  .,  w  dans  le  voisinage 
de  .^0,  "oî  ♦^0  7  •  •  '5  '^^o*  Elles  sont  définies  quand  j:,  u, 
i',  .  .  . ,  w  restent  respectivement  compris  dans  les  inter- 
valles 

(  u,j  —  0,  «0  ^-  ^)i 

(  V(i  —  b,  r„  -^  b), 


(w'u — b,  ir,|-f-  b), 


a  et  h  désignant  deux  grandeurs  positives. 

De  plus,  on  suppose  que  l'on  puisse   déterminer   // 

(')  Cette  démonstration  si  remarquable  a  été  publiée  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  (t.  \IX;  1891). 
Nous  avons  cru  devoir  la  reproduire  en  faveur  des  candidats  à  la 
Licence  et  à  l'Agrégation. 

Ann.  de  Malhémat.,  3'  série,  t.  \.   (Mai  1891.)  l4 


(  '9^  ) 
(|iiaiililés  positives  A,  I),   ....  L,  icllcs  que 

\f(x.  II'.  (■',  ....  *v' )  —  /{ir,  «,  c,  . .  . .  iv)\ 

<  A.\a' —  u\-r-  B.\v' —  c'-i-.  .  .-i-  L.|(p' —  cv  I, 

(où  |a|  désigne,  suivant  l'usage,  la  valeur  absolue  de  a), 
X  ainsi  que  les  «,1^,  .  .  . ,  iv  restant  dans  les  intervalles 
indiqués.  Il  en  sera  évideniment  ainsi,  en  particulier, 
si  les  fonctions  f  ont  des  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  restant  finies,  par  rapport  à  u,  u,  .  .  . ,  iv. 

Ces  liypotlièses  très  générales  étant  laites,  on  veut 
démon  tier  qnil  existe  des  fond  iojis  u,  v^  .  .  .  ^  w  de  x, 
conti?iues  dans  le  voisinage  de  Xq^  satisfaisant,  aux 
équations  différentielles  et  se  réduisant  respective- 
ment, pour  X  =  X,),  à  «0  5  ^'05  •  •  •  •  <f'o- 

2.  iNous  procéderons  par  approximations  successives. 
Considérons  d'abord  le  système 

dux 


-7^  =/n(.^,  «0,  Vo,  ..  .,  wo); 


nous  en  tirons,  par  quadratures,  les  fonctions  «,, 
p»,,  ...,^V),  en  les  déterminant  de  manière  qu'elles 
prennent  pour  Xo  les  valeurs  z/q,  p-q,  •  •  • ,  Wo-  On  forme 
ensuite  les  é([uations 

duo_       f  ,  , 


et  l'on  détermine  z<2 5  i^o,  •  -  • ,  <'^2  par  la  condition  qu'elles 
prennent  respectivement  pour  Xo  les  valeurs  z<o;  ^01  ■■■■, 
iv'o.  On  continue  ainsi  indéfiniment.  Les  fonctions  »,«_|, 
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*'/«-! 5  •  •  •  5  <ï^/w-i  seront  liées  aux  suivanles  «,„,  v„i^ 
w„i  parles  relations 

-J^   =  J\{^;  Um-\,  Vni~u  ■■■,  ^'^m-l), 


—j — JnK^>  It/ii-l-  '"/«-! ^'^'/it-l)- 

et,  pour  X  =  JTo,  on  a 

U,n  =  llo,  V,n  =  f  0,  .  .  . ,  W,n  =  (Vq. 

jNous  allons  établir  que,  m  augmentant  iudéliuiment, 
Unn  i^nn  •  '  '  ■>  ''''»«  tendent  vers  des  limites  qui  représen- 
tent les  intégrales  cherchées,  jwurvu  que  x  reste  suffi- 
samment voisin  de  Xq. 

Soit  M  la  valeur  absolue  niaxima  des  foaetions  f\ 
quand  les  variables  dont  elles  dépendent  restent  dans 
les  limites  indiquées.  Désignons  par  p  une  cjuantité  au 
plus  égale  à  (i  :  s\  x  reste  dans  l'intervalle 

(370—  p,  Xo-r-p), 

on  aura 

Par  suite,  si  Mp<^Z>,  les  quantités  u^,  v'i,  ...,  a\ 
resteront  dans  les  limites  voulues,  et  il  est  évident 
qu'alors  il  en  sera  de  même  pour  tous  les  autres  svs- 
tèmes  de  valeurs  «,  t',  .  .  . ,  w.  Désignant  pai-  o  une 
quantité  au  plus  (gale  à  p,  nous  allons  supposer  que  a: 
reste  dans  l'intervalle 

(o^o  — 0,  x\,-\-  0). 

En  posant 
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on  peut  écriie 

(m  =  1,  ...,x). 

Or  on  a 

lUiKMo,         ...,         |Wi|<Mo. 

Les  équalions  précédentes,  pour  in  =  2,  démontrent 

que  I  Ui  1,  I  Vo  |,  •  .  . ,  I  W2  1  sont  inférieurs  à 

et,  d'une  manière  générale,  de  proche  en  proche,   on 
voit  que  [  U^  |,  .  .  . ,  ]  W^  |  sont  inférieurs  à 

M  o(  A  +  B  -4-. .  .•+•  L)'"-i  o'«-i. 
Or 

u,n=  i«o  +  Ui-4-  U2  +  ...+  U,„; 

par  suite,  u„i,  ^m-,   •  •  • ,  Wm  tendront  vers  une  limite,  si 

(A  +  B+...+  L)o<i. 

En  prenant  0  assez  petit,  celte  condition  sera  véri- 
fiée. Nous  voyons  donc  que  m„j,  u„i,  •  .  .,  w„i  tendront 
vers  des  limites  déterminées,  «,  p",  .  .  . ,  (V,  fonctions 
continues  de  x  dans  l'intervalle 

(a:'o— ô,  a"oH-  0), 

0  étant  la  plus  petite  des  trois  quantités 


'     W     A  +  B+...+  L' 

a,  v",  .  .  . ,  w  seront  représentées  par  des  séries  qui  con- 
vergent à  la  manière  d'une  progression  géométrique 
décroissante. 
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On  a  d'ailleurs 

Um—    f      fl{x,Um~l,  ••■■,»'„i-l)dx  -+-  Uo, 

et,  puisque  les  a,„,  Vm-,  •  •  •  •>  't^w  diffèrent  de  leurs  li- 
mites d'aussi  peu  qu'on  veut,  pour  m  assez  grand,  quel 
que  soit  x  dans  l'intervalle  indiqué,  on  aura,  à  la  limite, 

«  =    /     fi{x,in',...,w)  dx  -i-  «0  ; 

et,  par  suite, 

du 

et  de  même  pour  les  autres  é(p.iations.  Les  fonctions  u, 
V,  . . . ,  (V  sont  donc  les  intégrales  cherchées . 


AGREGATIOX  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES 

(COA'COURS  DE  1889). 

SOLUTIOX  DE  LA  OUKSTION  DE  MATHÉMATÏQLES 

ÉLÉMEXTAIRES; 

Par  m.  E.  GROSSETÉTE, 
Professeur    au    Ivcée    de    Nevers. 


On  donne  deux  droites  concourantes  OA,  OB  et  un 
point  P  pris  dans  leur  plan  :  i"  construire  sur  OA  un 
point  M,  tel  que  les  deux  cercles  S  et  S' passant  par  les 
points  P  et  M  et  tangents  à  la  droite  OB  se  coupent  sous 
un  angle  to;  2"  étudier  la  variation  de  l'angle  sous  le- 
quel se  coupent  les  deux  cercles  S,  S'  quand  le  point  M 
se  déplace  sur  la  droite  OA  ;  3"  soient  Q  et  Q'  les  deux 
autres  points  d'intersection  des  deux  cercles  S,  S'  avec 
la  droite  OA5  démontrer  que  le  cercle  circonscrit  au 
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tria/i^lc  I^QQ'  esL  tangent  à  une  droite  fiui  reste  fixe 
quand  le  point  iNI  décrit  la  droite  OA. 

i"  Supposons  le  problème  résolu  cl  prenons  la  figure 
inverse  de  la  figure  chercliée  en  choisissant  le  point  P 

coninie  pôle  d'inversion  et  pour  puissance  PO  .  Les 
droites  OA,  013  ont  pour  iaverses  deux  cercles  «,  Z>  pas- 
sant par  P  et  O;  les  inverses  des  deux  cercles  cherchés 
S  et  S'  sont  deux  droites  se  coupant  sous  un  angle  (o, 
tangentes  à  la  circonférence  b  et  ayant  leur  point  d'in- 
tersection m  sur  la  circonférence  a.  L'inverse  du  point 
m  est  évideninient  le  point  M  cherché  sur  OA.  Or  m  est 
situé  à  la  fois  sur  la  ciiconférence  <7  et  sur  la  circonfé- 
rence concentrique  à  Z»,  lieu  des  points  d'où  l'on  voilZ» 
sous  l'angle  co.  Ces  deux  cercles  se  coupent  générale- 
ment en  deux  points  m,  m',  auxquels  correspondent  deux 
points  M,  M'  à  l'intersection  de  OA  et  des  rayons  P/?/, 
P/7/'.  Il  V  aura  donc,  en  général,  deux  solutions. 

a"  Eludions  la  variation  de  l'angle  oj  lorsque  le  point 
M  se  déplace  sur  OA,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  m  se 
déplace  sur  la  circonférence  «,  d'abord  à  rextérieur  de 
la  circonférence  Z»,  en  partant  du  j)oint  O.  On  voit  sans 
peine  que  l'angle  oi  décroît  constamment  depuis  deux 
droits  juscpi'à  un  angle  oj,  défini  par  la  relation 


sin 


2  /  -T-  3 

dans  laquelle  a  et  |j  désignent  les  distances  du  point  P 
aux  deux  droites  OA  et  OB  et  /  la  longueur  de  la  droite 
c[ui  joint  les  pieds  de  ces  perpendiculaires.  Pour  celte 
valeur,  le  point  m  est  situé  en  a  sur  la  ligne  des  centres 
des  circonférences  a  et  h.  Le  point  M  correspondant  est 
situé  à  l'intersecliou  de  OA  et  de  V 'j.  en  jN,  de  sorte 
que,  pendant  que  M  décrit  la  droite  0-\,  l'angle  (o  varie 
depuis  deux  droits  jusipi'à  l'angle  (•),. 
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Le  point  m  se  déplaçanl  ensuite  sur  l'axe  aP,  ai!f|UL'l 
cas  son  correspondant  M  se  déplace  sur  JN  A,  l'angle  (o 
croit  depuis  la  valeur  niininiuni  to,  jusqu'.à  den\  droits. 
Le  problème  n'est  pas  possible  lorsque  m  décrit  l'arc  PO 
intérieur  à  la  circonférence  a. 

S'*  Soient  Q  et  Q'  les  deux  autres  points  d'inlersec- 
lion  des  deux  cercles  S,  S'  avec  la  droite  OA.  Leurs  cor- 
respondants dans  la  figure  inverse  sont  les  seconds  points 
d'intersection  des  tangentes  menées  de  m  à  la  circonfé- 
rence b  avec  la  circonférence  n;  désignons-les  par  ^,  q' . 
Le  cercle  circonscrit  au  triangle  PQQ'  a  pour  inverse  la 
droite  qq' .  Or  :  Etant  donnés  trois  cercles  ajant  deux 
à  deux  le  même  axe  radical,  si  Von  inscrit  à  l'un 
d'eux  c  une  suite  de  triangles  ahc,  dojit  les  côtes  ab,  ac 
touchent  respectivement  les  deux  autres  c'  et  c",  le  troi- 
sième côté  bc  de  ce  triangle  enveloppera  un  quatrième 
cercle  ayant  le  même  axe  radical  que  les  deux  autres 
(  l'Ot/"  Chasles,  Géométrie  supérieure,  n"  7o7).  Ici  le 
triangle  à  considérer  mqq'  est  inscrit  dans  la  circon- 
férence :  a  l'un  de  ses  côtés  qm  est  tangent  au  cercle  b\ 
l'autre  mq'  est  tangent  au  cercle  b\  ces  trois  cercles  ont 
même  axe  radical  ;  donc  qq'  enveloppe  un  cercle  ayant  le 
même  axe  radical  avec  les  autres.  Ce  cercle  a  pour  in- 
verse une  droite  passant  par  O.  Donc  la  circonféience 
circonscrite  au  triangle  PQQ'  reste  tangente  à  cette 
droite  quand  le  point  JM  décrit  la  droite  OA. 

A".  B.  —  iM.  Farjdn  nous  a  adressé  une  solution  analogue. 


ERRATA. 


l'agc  12,  ligne  S  en  reinonlant,  au  lieu  de  o>/,  lisez  fotdl. 
Page    l'i,    ligne   fi  en    remontanl,    au    lieu  de    Z,  —  Klng^',    //.<;(' 
7,    =  loi;//. 
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AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATIIÉUATIOLES 

(COXCOLIIS  DE  1889). 

SOLLTIOX  DE  LA  QIESTION  DE  .IIATIIÉMATIOIES  SPÉCIALES; 

Par  m.  GENTY. 


On  donne  un  cône  du  second  degré  C  et  deux  qua- 
driques  A,  A',  inscrites  dans  ce  cône  ;  on  considère  une 
quadrique  variable  S  inscrite  dans  le  même  cône  et 
touchant  les  quadriques  dojinées  A  et  A'  en  des  points 
variables  a  et  v!  : 

i"  Démontrer  que  la  droite  y.%'  passe  par  un  point 
fixe; 

2°  Trouver  le  lieu  de  la  droite  d^ intersection  des 
plans  tangents  à  la  surface  S  aux  points  a  et  a'; 

3°  Démontrer  que  le  lieu  du  pôle  d'un  plan  fixe  V 
par  rapport  à  la  surface  S  se  cotjipose  de  deux  qua- 
driques bitangentes  ; 

4"  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  passe  par  les 
points  de  contact  de  ces  deux  quadriques,  lorsque  le 
plan  P  se  déplace,  en  restant  parallèle  à  un  plan  tan- 
gent au  cône  C. 

I.  Deux  (]uadii(jiies  (A)  et  (A')  inscrites  dans  un 
cône  du  second  degré  (C)  sont  inscrites  dans  un  second 
cône  (C)  et  elles  se  coupent  suivant  deux  coniques; 
les  plans  (Q)  et  (Q')  de  ces  courbes  et  les  plans  des 
courbes  de  contact  avec  l'un  ou  l'autre  des  cônes  cir- 
conscrits se  coupent  suivant  une  même  droite  et  for- 
ment un  faisceau  harmonique. 

II.  Les  surfaces  (A)  et  (A')  sont  liomologiques  de 
quatre    manières   différentes   :    on   peut    prendre    pour 
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centre  d'homologie  l'un  ou  l'autre  des  sommets  O  et  O' 
des  cônes  (C)  et  (C)  et  pour  plan  d'homologie  l'un  ou 
l'autre  des  plans  (Q)  et  (Q')- 

Cela  résulte  immédiatement  des  propriétés  hicn  con- 
nues des  ombilics  et  des  cordes  communes  des  co- 
niques. 

III.  Si  nous  considérons  trois  quadriques  (A),  (A') 
et  (A")  inscrites  dans  le  cône  (C),  les  centres  d'homo- 
logie de  ces  c[uadriques  prises  deux  à  deux  (autres  que 
le  point  O)  sont  situés  sur  une  ligne  droite  que  nous 
appellerons  axe  d'homologie  des  trois  f/iiadj'iques. 

Les  équations  tangentielles  de  ces  trois  surfaces  pou- 
vant se  mettre  sous  la  forme 

a  —  X ;jt.  =  o ,  cr  —  Xv  =  o  ,  ff  —  Xp  =  o  , 

l'axe  d'homologie  est  représenté  par  les  équations 

[i.  =  V  =  p. 

Le  théorème  reste  vrai  si  l'une  des  quadriques  est 
remplacée  par  un  plan  (P).  La  conique,  suivant  laquelle 
ce  plan  coupe  le  cône  (C),  peut,  en  effet,  être  consi- 
dérée comme  une  quadrique  infiniment  aplatie  inscrite 
dans  ce  cône.  Le  centre  d'homologie  de  laquadricjue  (A) 
et  du  plan  (P)  est  alors  le  sommet  d'un  cône  circonscrit 
à  (A)  et  contenant  la  conique  en  question. 

IV.  Les  plans  des  courhes  d'intersection  deux  à  deux 
des  quadriques  (A),  (A')  et  (A")  passent  trois  à  trois 
par  une  même  droite. 

Les  équations  ponctuelles  de  ces  trois  quadriques 
étant 

S-T-/2— o,         S-\-/ii-  =  o,        S -i- /i- =  o, 

les  plans  des  courbes  d'intersection  de  ces  surfaces  deux 
à  deux   passent  trois  par  tiois  par  l'une  ou  l'autre  di's 
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(juatie  droites  représeulées  par  les  équaliois 


mzîz  n  =  o. 


V.  Le  théorème  II,  le  théorème  IV  et  sa  réciproque, 
(|ui  est  évidente,  conduisent  immédiatement  au  corol- 
laire suivant  : 

Si  une  quadrique  (S)  inscrite  dans  le  cône  (C)  touche 
(A)  et  (A')  aux  points  a  et  a'  respectivement,  les  plans 
tangents  en  a  et  a'  se  coupent  sur  l'un  ou  l'autre  des 
plans  (Q)  et  (Q')  et  la  droite  aa'  passe  par  le  centre 
d'iiomoloirie  O', 


't3' 


\  I.  Les  quadriques  (S)  inscrites  dans  le  cône  (C)  et 
tangentes  à  (A)  et  (A')  forment  ainsi  deux  séries,  l'une 
cjui  correspond  au  plan  (Q)  et  l'autre  au  plan  (Q')-  Je 
dis  que  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  (P)  par  rapport  aux 
quadriques  (S)  d'une  même  série  (Q)  est  une  qua- 
drique. 

L'intersection  du  lieu  en  question  avec  le  plan(P) 
est  la  courbe  (p),  lieu  des  points  de  contact  avec  ce 
plan  des  quadriques  (S)  de  la  série  considérée  qui  lui 
sont  tangentes. 

Soit  (a)  la  courbe  de  contact  de  ces  mêmes  qua- 
driques avec  (A)  ;  les  courbes  (a)  et  (p)  sont  situées  sur 
un  même  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  d'homo- 
logie  O"  de  la  quadrirpie  (A)  et  du  plan  (P). 

Or  les  théorèmes  qui  précèdent  conduisent  très  sim- 
plement à  la  construction  suivante  de  la  conique  («) 
(RoL'CHÉ  et  nE  Comberousse,  Traité  de  Géoniéiric, 
^  952  et9o3).  Le  plan  (Q)  coupe  le  plan  (P)  suivant 
une  droite  (y) 5  celte  droite  et  la  polaire  réciproque 
par  rapport  à  (A)  de  l'axe  d'homologie  O'O"  détermi- 
nent   un    plan    qui    coupe   celte    qnadri(pie    suivant  la 
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courbe   clicrcliée   (a),   qui    est   ainsi   une  conique.    La 
courbe  {jï)  est  donc  aussi  une  conique. 

En  remplaçant  le  plan  (Q)  par  le  plan  (Q'),  on  ob- 
tiendrait de  même  les  coniques  (a)  et  (//),  lieux  des 
points  de  contact  des  quadriques  (S)  de  la  série  (Q') 
avec  la  quadrique  (A)  et  le  plan  (P). 

Donc,  en  résumé,  le  lieu  des  pôles  du  plan  (P),  par 
rapport  aux  quadriques  (S),  se  compose  de  deux  qua- 
driques (S)  et  (S')  :  je  dis  que  ces  deux  surfaces  sont 
doublement  tangentes. 

En  effet,  les  coniques  («)  et  (a)  ont  deux  points  com- 
muns L  et  M  et  les  plans  tangents  en  ces  points  à  la 
quadrique  (A)  contiennent  le  point  O".  Donc  les  co- 
nicjues  (p)  et  (//)  se  touchent  aux  deux  points  L,  etMj, 
où  les  droites  0"L  et  0"xM  percent  le  plan  (P).  La 
droite  L,M|  passe  d'ailleurs  au  point  d'intersection  K 
des  droites  (c/  )  et  (q')- 

D'autre  part,  les  quadriques  (S)  et  (S')  ont  une 
courbe  commune  qu'il  esl  facile  de  déterminer  :  c'est  le 
lieu  des  pôles  du  plan  (P)  par  rapport  aux  coniques  (y) 
suivant  lesquelles  les  plans  tangents  au  cône  (C)  cou- 
pent le  cône  (C).  Ces  coni(|ues  peuvent,  en  effet,  être; 
considérées  comme  des  quadriques  infiniment  aplaties 
inscrites  dans  le  cône  (C)  et  tangentes  à  (A)  et  (A'),  et 
il  est  évident  qu'elles  appartiennent  à  la  fois  aux  deux 
séries  des  quadriques  (S).  La  courbe  commune  passe, 
d'ailleurs,  par  les  points  L,  el  M,  qui  sont  les  points  de 
contact  avec  le  plan  (P)  de  deux  coniques  (y).  Donc, 
eniin,  les  quadriques  (il)  et  {^')  se  touchent  en  ces  deux 
points. 

Supposons,  enfin,  que  le  |-lan  (P)  touine  autour 
d'une  droite  (']')  tangente  au  cône  (C)  en  ini  ])oiut  P). 
La  droite  LjMi  décrit  une  surface  réglée  qui  a  pour  di- 
rectrices rectilignes  la  tangenle  (T)  et  la  droite  d'inici  - 
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section  (I)  des  plans  (Q)  et  (Q');  je   dis  que  ces  deux 
directrices   sont   divisées  homograpliiquenient  par   les 
points  R  et  K  où  une  génératiice  les  rencontre. 

Soit,  en  effet,  D  le  point  de  contact  du  plan  tangent 
mené  par  la  droite  (T)  à  la  quadrique  (A).  Le  centre 
d'iioniologie  O"  reste  évidemment  sur  la  droite  BD; 
donc  l'axe  d'homologie  O'O"  reste  dans  un  plan  fixe  et 
sa  polaire  par  rapport  à  (A)  passe  par  un  point  fixe  M, 
f[ui  est  visiblement  situé  sur  une  tangente  à  la  qua- 
drique (A)  au  point  D^  la  droite  0"M  rencontre  (T)  au 
point  R. 

Au  point  R  ne  correspond  évidemment  qu'un  seul 
point  K,  et  réciproquement;  donc,  enfin,  la  droite  RK 
décrit  une  quadrique  (A). 

Dans  le  cas  particulier  du  problème,  la  directrice  (T) 
est  située  à  l'infini,  et,  par  suite,  la  quadrique  (A)  est 
un  paraboloïde  hyperbolique. 


A(ilREGATIO\  DES  SCIE\CES  MATIIEMATIOIIES 

(COXCOLUS  DE  1889). 

SOLUTION  DE  LA  QIESTIOX  D'ANALYSE; 

Pak  m.  e.  grossetête, 

Professeur    au    Ivcée    de    IS'evei's. 


Soient  h  et  k  les  i/wariaiits  de  l' éq nation  aux  déri- 
vées partielles 

,r.,  d^z  dz       ,  dz 

(E)  -j — \-a-r--^b~- hcc  =  o, 

dx  cl  y  clx  cl  y 

■ethi^hi  les  invariants  de  Vècjuation  (E))  obtenue  en 
appliquant  la  méthode  de  Laplace. 

Trouver  les  formes  que  doivent  avoir  les  invariants 
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//  et  k  pour  (/ne  Von  ait  les  deux  relations 
/ij  =  Ih,        /.j  =  ink, 

l  et  ni  étant  des  constantes. 

Déterminer  les  formes  que  prennent  dans  ces  condi- 
tions les  coefficients  a^  è,  c  de  l'équation  (E), 

I,  On  sait  (  '  )  que,  si  l'on  désigne  par  /«,  et  /. ,  les  in- 
variants de  l'équation  (E,),  on  a 

A 1  =  'ili  —  k j — j —  > 

dx  dy 

k,=  h. 

Or  ici  hi  =  lh^  A,  =  mÂ;  on  conclut  que  l'équation 
donnant  h  est 

\    ~^  m  /         dx  dy 

Si  l'on  pose  /  H a  =  />>,  il  faudra  intégrer  l'équa- 
tion 

d-\o"h  , 

dans  laquelle  p  est  constant. 
Pour  cela,  posons 

log/i  =  2^,         OU         e--  =  /?. 
(i)  devient 


d-  z 
dx  dy 


pe 


C'est  une  équation  de  Liouville;  pour  l'intégrer,  nous 
poserons 

dy  -  ^' 


(')  Darboux,  Théorie  générale  des  surfaces,  t.  II,  p.  28.  Paris, 
Gauthier-Villars  et  fils. 
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d'où 

dq 

r/,r        ^        ' 
et,  en  prenaiiL  la  dérivée  par  rapport  à  ;  , 

dx  dy        dx       ^  ' 
par  suite 

So\t'l{j)=  ~  y—L.^    une    solution     parlieuliùre    de 
cette  équation. 

Pour  avoir  la  solution  générale,  posons 

^        2    /'(y)        "' 

n  étant  une  nouvelle  variable;  il  viendra 

^"     „  f"(y) 

d'où,  après  avoir  multiplié  par  ~'^    ■^^, 

Intégrant  par  rapport  à  j,  il  vient 

— —  -/(7)+?(-r)=o, 
don 

n-  '  f"(.r)  /'(y) 

eiilin 
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donc 

/,  ^   _  /(r)?'(^)        ^  »t /'(r)?'(-^) 

/^[/(7)+?(^)]'        /-v.mH-i   [/(j)+cp(a7)J2' 

U.   Pour   déletminer  les  formes  que  prennent  dans 

ces  conditions  Jes  coefficients  «,  è,  c  de  l'équation  (E), 

nous  calculerons  les  coefficients  «',  ^',  c'  de  l'équation 

réduite 

„,  d'z'  ,  dz'  dz' 

(  li  )  -, — V V-  a \-  b   —. hc=o, 

dx  dy  dx  dy 

qui  a  les  mêmes  invariants  que  la  proposée  et  qui  est 
telle  que  dh' —  c':=  o.  Dans  ce  cas,  on  peut  déterminer 
«',  //,  d  par  les  formules 

rt'=    /      hdx^  h' =    I      kdy,  c'=a'b', 

a'=  /•"     /'(■r)?'(-^)     ,/^_         /'(■r)[?(-^)-?(-^o)l 

X„    /'L/(r)-+-9(^)]'  /'[/(r)+?(^)JI_/(r)-*-?(^o)J    . 

^      mf'iy)      ?(-y)— ?(^o) 

/  —  2m  4-1   [/\jK)+?(^)][/(j')-^'f(^o)r 

/— 2«H-i    [/(j)+'-?(iP)][/(jKû)+?(^)j' 
^,  ^  mcp'(.r)/(j^)  [/(^')-?(^o)][/(j-)-/(ro)]  . 

En  faisant  sur  (E')  une  substitution  de  la  forme 

z  =  As, 

dans  laquelle),  désigne  une  fonction  quelconque  de  x 
et  j^,    on  obtiendra  une  équation  (E)   répondant  à  la 
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question.  Les  valeurs  de  «,  Z>,  c  sont  alors  données  par 


les  formules 


b  =  b'- 


dy 

dlO'^l 

dx 


«rZloiîX        ,   (^/losÀ         l     d-  A 
a 


dx  dy  k  dx  dy 


COXCOLRS  D'ADMISSIOX  A  L'ECOLE  XORMALE  SIPERIEIRE 

U  1889. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  D'ALGÈBRE; 

Par  m.  li:  Capitaine  BARISJKX. 


Dèlenniiiev  un  polynôme  entier  en  x  du  septième 
degré  f{x)^  sachant  que  J\x)-\-i  est  divisible  par 
(x  —  i)*  et  f{x) — I  par  f(x-{-i)''.  Quel  est  le 
nombre  des  racines  réelles  de  V éq uatioji  J^[x)  =^  o? 

D'après  l'énoncé,  il  faut  que  l'on  ait 


avec 


A.r3  +B.r2  +  G.r  ^- D, 


f(x)  =  ax' -h  bx^^  crâ-H  dx'*^  cx'^ -^  fx--\-  gx  -\-  h. 

En  remarquant,   de  suite,  que   A.=  A.'i=:rt,    il   faut 
identifier  les  termes  des  deux  équations 

ax' ^  bx^-^  cx^-^  dx'*-{-  cx^-\-/x--i-  gx  -\-  h  —  i 

=  (37  —  i)i  (aa;3-+- Ba;2-h- Ga; -+- D), 
ax' -i-  bx^-\-  c.r»-|-  dx'*-+-  cx^-k~f  x--\-  gx  -h  h  —  i 

=  (x  -i-  \y*( ax^-^  P>'x--+-  C X  -i-  D'). 


(  2.3  ) 
On  obtient  de  la  sorte  le  système  d'équations 

B'-h4«  =  6, 


B  — 4«  =  h, 

C  —  4B  -i-  6a  =  c, 

D  —  4G-+-6B  — 4a  =  d, 

—  4D-^6G  — 4B-f-    a  =  e. 

6D  — 4G^     B  =/. 

G-4D  =^, 

D  =  A  -h  I  ; 


G'-^4B' 


D' 

4D'- 
6D'- 


Ga  =  c. 


4G'-T-  6B'-!-  4  a  =  d-, 
G'-f-  4B'-4-    a  =  e, 

4G'H-    B'  =/, 

C'+4D'  =g, 

D'=A  — I. 


On  a  ainsi  quatorze  équations  du  premier  degré  entre 
quatorze  inconnues  a,  Z>,  c,  r/,  e,y",  g,  h,  B,  C,  D,  B', 
C,  D'.  En  éliminant  les  majuscules  dans  chacun  des 
deux  groupes,  on  obtient  les  huit  équations 


(') 

—  35a  —  lob  - 

-  1 0  c  - 

-4^=  e, 

(2) 

84a  -T-  \5b  -1 

-  20  c  - 

-Ç>d=f, 

(3) 

2oa  -H  \ob  -, 

-   4c- 

-    d  =  h 

(4) 

—  70  a  —  366  - 

-  i5c- 

-\d  =  g 

(5) 

—  35a  -i-  206  - 

-  lOC  - 

-4d=  e, 

(6) 

—  84a -F  456- 

-20  c  - 

-^d=f, 

(7) 

—  20a  -1-  106  - 

-  4c- 

-    d  =  h 

(«) 

—  70  a  -r-  366  - 

-  1 5  c  - 

-^d  =  g. 

Ajoutons  et  retranchons  les  équations  telles  que  (i) 
et  (5),  nous  aurons  le  système  suivant 


35a  -1-  loc  -i-  e  =  0, 

->b-^    d 

=  0; 

456  -1-    Ç>d  ~f  =  0, 

2 1  a  -H  5  c 

=  0; 

106  -T-      d  —  h  =  0, 

20  a  -f-  4  c  — 

1  =  0; 

70a  -f-  i5c  -1-  ,^=  0, 

96+    d 

=  0; 

d'où  l'on  déduit  sans  difficulté 


/■ 


f>, 


21 


35 


6  =  0, 

5 

a  =  -r-  — :  1  C  -- 

1(1  l()  16 

Ann.  de  Mathémal.,  0"  série,  t.  X.  (Afai  1891.) 


h  = 


35 
16  ' 
i5 
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On  a  donc  pour  k-  polynôme  demandé 

-,     ^       ^x"^ — 2 1 x* -J- 3 5 :r3 — 35a7 
/(-)=  ,6 

x 
=  —  {^x^ — Il  x'* -^  ?>5 x- — 35). 

En  posant  x-=  c,  la  quantité  entre  parenthèses  de- 
vient 

(5s3— 2i52_|_  35-_35) 

et  ne  s'annule  que  pour  la  valeur  positives  =:  2,520,  ...  : 
les  deux  autres  racines  en  z  sont  imaginaires. 

Donc,  en  définitive,  l'équation  du  septième  degré  en 
X, y(.x)  a  une  racine  nulle,  deux  racines  égales  et  de 
signe  contraire,  ±0,0169  et  quatre  racines  imagi- 
naires. 

N.  B.  —  Voici,  sans  sortir  du  domaine  de  l'Algèbre  élémen- 
taire, une  solution  plus  simple. 

Les  expressions 


(I) 


(^  — i)* 


étant,  par  hypothèse,  des  polynômes  entiers  du  troisième  de- 
gré par  rapport  à  x,  il  en  est  de  même  des  expressions 

f{x)+f(-x)  ^  f(x)^f(-x)^ 

{X I)*  '  (x -\- l)^ 

que  l'on  obtient  en  ajoutant  à  chacune  des  quantités  (i)  l'autre 
dans  laquelle  on  a  préalablement  changé  x  en  —  x.  Le  poly- 
nôme f{x)  -hf{ —  cp),  qui  est  du  sixième  degré  au  plus,  devant 
d'après  cela  être  divisible  par  (37  —  i)4(a;  -1-  i)*  =  (x^ —  1)*,  est 
identiquement  nul;  en  d'autres  termes, /"(a?)  ne  saurait  ren- 
fermer aucun  terme  de  degré  pair,  et  l'on  a 

\f{x)  =  x'  -\- p x'" -\-  q x^'  -\-  r X . 

En  divisant  alors-  '\f{x) — i]  par  (x  —  i)*  et  observant  que 
le   dernier   terme    de   ce    quotient    doit   être   égal   à    —  X.   on 
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/(^ 


)=  I  +  ^-^^^^  r.r3-  4.r2+  ("-3  --  ^-  j  :r  -  À  I , 


où  il  faut  faire  X  égal  à  -—  pour  que  la  condition  y(i)  h-  i  =  o 
soit  satisfaite. 

Mais  la  solution  la  plus  élégante  est  sans  contredit  la  sui- 
vante, qui  repose  sur  l'emploi  des  dérivées  et  qui  m'a  été 
communiquée  par  M.  Brisse  : 

f{x)-{-i  étant  divisible  par  (^  —  i)'*  et  f{x )  —  r  par  (a^-f-  i)% 
leur  dérivée  commune y'(a?)  est  divisible  par  {x  —  iy(x  -+- 1)', 
puisque  x  —  i  et  x  -h  i  sont  premiers  entre  eux,  et  l'on  a 

f(x)  =  iix-^-iy, 

X  étant  une  constante,  puisque  /'(^)  est  du  sixième  degré; 
d'oîi 

/  x'  3  7*'^  \ 

f{x)  =  ^M  — V  ^^^~  ■"" j  '^  '■'■ 

On  détermine  À  et  [x  par  les  équations /(i)  = —  i,  /( —  i)  =  i . 
D'après  l'expression  de  f'{x)  et  les  signes  de  f{i)  el /( — i), 
les  racines  sont  séparées.  E.  R. 


SUR  LE   \OMBRE   ^; 

Par  m.  ^  .  .lAAlET. 


Je  me  propose  d'apporter  une  simplification  notable 
à  la  jnélliode  créée  par  M.  Henni  te  pour  démontrer  que 
le  nombre  c  n'est  jacine  d'aucune  équation  algébrif|ue, 
à  coefficients  entiers  (Sur  /a  fonction  exponentielle, 
Paris,  Gaut]lil'r-^  illars,  1874)- 


(2.6) 

Résumons  d'abord  les  considérations  fondamentales. 
Si  ^^(z)  désigne  un  polynôme  entier,  de  degré  ;/?,  l'in- 
tégration par  parties  donne  l'identité 


"X 


e--F{^)dz  =[F(o)+F'(o)  +  ...  +  F('«)(o)]e« 
-[F(aj+F'(«)+.  ••+?('«)(«)], 

ou  bien,  en  faisant,  pour  abréger, 

F(3)+  F'(^)H-  F"(^)  +  . .  .+  F^'n^{z)=^iz), 

(i)  e«    /     e-=F{z)dz  =  ^{o)e(^—<P{a). 

Ja 

D'ailleurs,  en  supposant  vraie  l'égalité 

(2)  No-l-Nie-^N2e2  +  ...-f-N^e/'=o, 

si,  dans  l'égalité  (i),  on  remplace  a  successivement  par 
1 ,  2,  3,  .  .  -  ,/7,  et  si  l'on  combine  les  égalités  obtenues 
avec  l'égalité  (2),  on  trouvera 


a  =  p 

(3) 


'■      r 

2n«««    re-~¥{z)dz 


ri  =  1 

=  -[No*(o)Hh  Ni  <i>(l)-HN,*(2)-^...-f-N,,  *,;,,]. 

Si  les  coefficients  du  polynôme  F  (s)  sont  entiers, 
ainsi  que  les  coefficients  N,  le  second  membre  de  cette 
égalité  sera  un  nombre  entier  :  ce  nombre  sera  divisible 

par  1 ,  2,  3,  4>  •  •  •  •)  -i,  si  l'on  fait 

F(z)=zn(z-,)"(z-2y^...{z^p)"{y.~z){^-z)...{l-z), 

a,  [5,  y,  .  .  .  désignant  quelques-uns  des  nombres  1,  2, 
3,  .  .  . ,  /y  —  I ,  écrits  par  ordre  de  grandeur  croissante  ; 
c'est  dans  le  choix  de  ces  nombres  que  réside  la  simpli- 
fication annoncée.  Divisons,  en  elïet,  les  deux  nombres 
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de  l'égalité  (3)  par   i,2,3,  .  .  . , /z.  Nous   trouvons  un 
nombre  entier,  égal  à 

"i*       ,....3.'i...,.2^""i  "^^"(--'^^^ 

n  =  I 

Je  dis  qu'on  peut  choisir  les  nombres  a,  [3,  y,  .  .  . ,  )^, 
de  telle  sorte  que  cette  expression  soit  difl'érente  de  zéro, 
mais  inférieure  (numériquement)  à  un  nombre  donné  s, 
si  petit  qu'il  soit.  En  effet,  décomposons  chacune  des 
intégrales  qui  figurent  dans  l'expression  ci-dessus  en 
une  somme  de  termes,  tels  cjue 

f   e---¥{z)dz-^   f    c-~F{z)dz^  f   r-^F{z)  dz -^. . . 
yo  '-^0  'Jo 

e-'^¥{z)dz. 


•^  n  - 


Nous  voyons  alors  que  la  somme  qui  entre  dans  cette 
même  expression  est  une  fonction  linéaire,  homogène, 
des  intégrales,  calculées  de  zéro  à  i,  de  i  à  2,  de  2  à  3,  ..., 
et  finalement  de  ^  —  i  à /^  ;  en  outre,  l'un,  au  moins, 
des  coefficients  de  cette  fonction  n'est  pas  nul  :  c'est 
celui  de  l'intégrale  prise  de  p  —  i  à/?;  en  effet,  il  se 
réduit  à  N^e/'.  Je  dis  qu'on  peut  choisir  des  nombres  a, 
[îi,y,  ...,).,  de  telle  sorte  que  tous  les  termes  de  cette 
fonction  linéaire  aient  le  même  signe.  En  effet,  consi- 
dérons l'expression 

1  2  3 

A    r   e---¥{z)dz^V,   f    e--F{z)dz  +  C   f    e-^F(z)  dz^... 

égale  à  la  somme  que  nous  voulons  étudier,  ou  bien 
égale  et  de  signe  contraire  à  cette  sonnnc,  de  manière 
que  le  premier  de  ses  coefficients  soit  positif;  soient  (j  la 
limite  supérieure  de  l'intégrale  qui  termine  le  premier 
groupe  di;  termes  à  coefficients  positifs.  /■  la  limite  su- 
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périeure  de  l'intégrale  qui  termine  le  premier  groupe 
de  termes  à  coefficients  négatifs,  s  la  limite  supérieure 
de  l'intégrale  qui  entre  dans  le  terme  final  du  deuxième 
groupe  de  termes  à  coefficients  positifs,  et  ainsi  de  suite. 
Chacune  des  intégrales  de  la  somme  précédente  aura  le 
même  signe  que  son  coefficient,  si  nous  faisons  n  pair, 
et 

x  =  q,         P  =  /-,         Y  ==v,  ..-,         l  =v, 

V  désignant  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  qui  ter- 
mine l'avant-dernier  groupe.  De  cette  manière,  on  est 
assuré  que  l'expression  (4)  n'est  nulle  pour  aucune  des 
valeurs  paires  de  n,  et  cela  suffit  pour  mener  la  démons- 
tration à  bonne  fin. 

En  effet,  quand  z  varie  de  zéro  à  /?,  les  produits 

(a-^)(P__^)...(X-^) 
et 

z{z  —  \){z  —  ■^)..  .(z—p) 

restent  numériquement  inférieurs,  le  premier  à  un 
nombre  [jl,  le  deuxième  à  un  nombre  v,  indépendants, 
l'un  et  l'autre,  de  /i,  et  si  l'on  appelle  H  la  plus  grande 
valeur  numérique  des  coefficients  A,  B,  C,  .  .  . ,  on  voit 
que  l'expression  (4)  est  numériquement  inférieure  à 


pUli 


T  .  2  .  3  . 


or,  cette  dernière  expression   tend   vers  zéro,  quand  n 
est  de  plus  en  plus  grand.  c.   o.   f.   d.  (M- 


(')  On  pourra  consulter  aussi  sur  une  simplification  delà  méthode 
de  M.  Hermite  une  Note  de  M.  Stieltjes  {Comptes  rendus,  1890). 
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THÉORIE  DES  DÉTERMINANTS; 

Par  m.  E.  GARVALLO, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechuique. 


1.  Introdtjctiojn.  —  M.  F.  Caspary,  dans  un  très 
intéressant  AJémoire  (  '  ),  a  exposé  une  méthode  à  la  fois 
synthétique  et  analytique  pour  l'étude  de  la  Géométrie. 
Les  principes  en  sont  dus  aux  génies  de  Caucliy  (-)  et 
de  Grassmann  ('').  L'auteur  indique  qu'ils  se  prêtent  à 
une  théorie  simplifiée  des  déterminants,  mais  il  n'en  dit 
rien  de  plus.  De  son  côté,  Grassmann,  dans  son  remar- 
quable Ouvrage  Die  Ausdehnwigslelire^  néglige  celle 
théorie,  quoique  son  exposition  cûl  à  gagner  par  une 
étude  préalable  des  déterminants.  Je  serai  heureux  si, 
comme  je  pense,  l'exposition  suivante  est  jugée  plus  fa- 
cile que  les  méthodes  adoptées.  Elle  présente  certaine- 
ment l'avantage  de  faire  ressortir  le  caractère  de  pro- 
duit que  possède  un  déterminant  et  qui  est,  en  général, 
méconnu.  Enfin  elle  prépare  à  ces  méthodes  puissantes 
de  Cauchy,  Grassmann,  Hamilton,  dont  MM.  F.  Cas- 
pary, Laisant,  Tait,  ont  fait  d'intéressantes  applications, 
mais  qui  n'ont  pas  encore,  dans  la  Science  et  surtout 
dans  l'enseignement,  la  place  qu'elles  méritent.  Facili- 
ter le  présent  et  préparer  l'avenir,  tel  est  mon  but. 

2.  Définitions.  —   Le    dénominateur  commun   des 

(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2«  série,  t.  XIII;  sept. 
1889. 

(0  Comptes  rendus,  l.  XXXVI  et  XLII  ;  Exercices  d'Analyse  et 
de  Physique  mathématique,  t.  III  et  IV. 

(')  Die  Ausdehnungslehre.  Berlin,  1S42  cl  1862. 
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valeurs  des  inconnues  x  cty  tirées  des  équations 

:  =  ax  -+-  by, 


a  X  -h  b  y 

est  ah' —  ba'  \  il  est  déterminé  quand  on  donne  le  Ta- 
bleau des  coefficients       ,     ,,    •  \)e\k\enova.àe déternii- 

\  a      b    \ 

natit  donné  à  ce  Tableau.  Le  nombre  ab' — ah'  est  la 
valeur  de  ce  déterminant  (^).  On  J 'obtient  commodé- 
ment par  une  sorte  de  multiplication.  Multiplions,  en 
elï'et,  membre  à  membre  la  première  équation  (i)  par 
la  deuxième^  en  respectant  l'ordre  des  facteurs.  11 
vient 

(2)  ce'  =  aa! XX  -\-  ab' xy  -h  ba' yx  -t-  bb' yy. 

Si  maintenant  on  cesse  de  regarder  x  et  y  comme 
des  nombres  pour  en  faire  de  purs  symboles  dénués  de 
toute  signification,  et  queGrassmann  appelle  unités  (-), 
il  suffit  de  faire  sur  ces  unités  la  convention  générale 

unique 

xy  =  —  yx 

et,  conséquemment, 

XX  =  o,        yy  =  o. 

Le  coefficient  de  xy,  dans  le  développement  (2),  est 
alors  la  valeur  ab' —  ba  du  déterminant. 

Multiplication  extérieure.  —  Cette  convention  gé- 
nérale unique  que  le  produit  de  deux  unités  change  de 
signe  quand  on  intervertit  l'ordre  des  facteurs  suffit 


(')  Cette  distinction  entre  le  déterminant  et  sa  valeur  peut  pa- 
raître subtile;  elle  s'impose  dans  certaines  questions. 

(')  Cauchy  emploie,  pour  désigner  ces  symboles,  le  nom  de  clefs 
anastropliiques ;  voir  le  Mémoire  sur  les  clefs  algébriques  dans 
le  Tome  IV  des  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique, 
p.  356.  E.  R. 


(  '^-^^  ) 

pour  (.'ngeudrer  les  déterminants  par  voie  de  multipli- 
cation. Cette  sorte  de  inultiplication  qui  en  résulte, 
Grassmann  l'appelle  multiplication  extérieure  et  la  re- 
présente par  des  crochets  pour  la  distinguer  de  la  multi- 
plication usuelle  ou  algébrique.  Enfin,  pour  éviter 
toute  confusion,  au  lieu  d'employer  la  notation  ci-des- 
sus, je  désignerai  les  ujiités  par  la  lettre  x  affectée  d'in- 
dices, les  fonctions  linéaires  de  ces  unités  par  la  lettre j)/; 
les  nombres,  éléments  des  déterminants,  seront  désignés 
par  les  lettres  a^b^c,  ....  Ainsi  le  produit  extérieur 
des  quantités jK  =  «J^i  +  bx-^-^  y=  a! x^  -\-  b' x.^,  qui  dé- 
finit le  déterminant 


\yy'\  =■  {{axy  -+-  bxi){a' x^  -f-  b' x^  )]  =  {ab'  —  ba' ){xiX2\- 

De  la  définition  résultent  immédiatement  les  proprié- 
tés suivantes  pour  les  produits  extérieurs  qu'on  peut 
former  avec  n  unités  X\ ,  x-^-,  .  .  . ,  x„  : 

i"  Dans  ces  produits,  les  facteurs  peuvent  être  or- 
donnés dans  tel  ordre  que  l'on  "veut  par  des  échanges 
successifs  de  fadeurs  consécutifs,  chaque  échange 
étant  accompagné  d'un  changement  de  signe. 

2°  Ceux  qui  contiennent  plus  d  une  fois  un  même 
facteur  sont  nuls. 

3°  Quand  on  intervertit  deux  facteurs  quelconques 
non  consécutifs,  le  produit  change  de  signe  ;  en  effet, 
pour  passer  de  [.  .  .  x^  .  .  .  x,/ .  .  .]  à  [.  .  .  x,j .  .  .Xp  .  .  .\ 
on  peut  échanger  Xp  successivement  avec  les  Ji  facteurs 
qui  le  séparent  de  Xq,  puis  échanger  Xp  et  o:^,  enfin 
échanger  Xy  avec  les  A"  facteurs  qui  le  séparaient  d'abord 
àcxp.  Le  nombre  aA'H-i  de  ces  échanges  successifs 
étant  impair,  le  produit  a  (inalement  changé  de  signe. 

Déteumikam's.  —  i"  Etant  donné  n  Jonctions  li- 
néaires  homogr/ies   l'i  ,  l  ■...   •  •  .,  y,/   de   n   lettres  .ri. 
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Xo,  •  .  -t-Tu,  oïL  appelle  déternuiiani  de  ces  fonctions 
le  tableau  cai'ré  des  n-  coefficients. 

2."  La  valeur  du  déterminant  est  le  coefficient  de 
[X| ,  Xo . . . . ,  x„  ]  dans  le  produit  extérieur  [j' ,  ,y  o  i J'«]  • 

Si  l'on  appelle  D  cette  valeur,  on  aura 

ce  qui  conduit  à  la  notation  fort  connuode 

qui  est  celle  des  déterminants  fonctionnels  ('  ), 

3.  Théorème.  —  Un.  déterminant  change  de  sis'if^ 
quand  on  échange  deux  lignes  entre  elles. 

Il  s'agit  deprouverquesi,daus]eproduit[  y,yo  ...yft\, 
on  intervertit  deux  facteurs  j'  quelconques,  le  produit 
change  de  signe  et  pour  cela  il  suffit  de  démontrer  que, 
pour  deux  facteurs  consécutifs  quelconques  y-p  et  j^^, 
on  a 

Or  un  terme  quelconque  du  premier  produit  se  trouve 
dans  le  second  avec  cette  seule  ditférence  que  les  lettres 
X  qui  s'y  trouvent  ont  échangé  leurs  places.  L'égalité  (i) 
est  donc  démontrée  et  le  théorème  en  résulte  (comme 

au  n°  2). 

CoKOLLAiREs.  —  i"   Cette  règle  générale  //ui  n  servi 

(')  Cette  définition  établit  une  différence  entre  les  lignes  et  les 
colonnes  d'un  déterminant.  Cela  me  paraît  essentiel.  Quand  on 
échange  les  lignes  avec  les  colonnes,  le  déterminant  lui-même 
change.  Sa  valeur  reste  la  même,  il  est  vrai;  mais  c'est  là  un  théo- 
rème et  il  n'y  a  pas  lieu  de  renfermer  ce  théorème  dans  la  définition 
en  s'efforçant  de  rendre  celle-ci  symétrique  par  rapport  aux  lignes 
et  aux  colonnes. 


(  ^2,3  ) 
de  définition  à  la  mulùplication  exlérieure  (A  savoir 
que  le  produit  de  deux  unités  change  de  signe  quand  on 
permute  les  deux  facteurs)  s'étend  à  des  fonctions  li- 
néaires quelconques  de  ces  unités. 

a°  Si,  dans  un  déterminant,  on  échange  les  lignes 
avec  les  colonnes,  sa  valeur  ne  change  pas.  En  effet,  de 
la  déliuition  (n"  2)  et  du  lliéorème  (n''  3),  il  résulte 
que  les  valeurs  de  deux  déterminants  sont  form.ées  des 
mêmes  termes  munis  des  mêmes  signes. 

3°  Tout  théorème  relatif  aux  lignes  s  applique  éga- 
lement aux  colonnes,  et  réciproquement. 

4.  Théorème.  —  On  a 


a  -^  a' 

b-\-b' 

c  -(-  c' 

a 

h 

c 

a' 

b' 

c' 

«1 

bi 

Cl 

= 

«1 

h. 

Cl 

-+■ 

«1 

b, 

Cl 

a^ 

b. 

c% 

«2 

b. 

C2 

«2 

b. 

C2 

C'est  ce  qu'exprime  la  formule  évidente 

[(jK+7')7iJK2]  =  [7ri  J2]-+-[JK>lJK2]■ 
0.  Développement  d'un  détenninant  suivant  les  élé- 
ments d'une  ligne. 

Soit  à  développer  suivant  les  éléments  de  la  première 
ligne  le  déterminant  défini  par  les  formules 

y  =  axi  -h  bx2  -+-  cx-i, 
y'  z=  a' X\  -+-  b' x^  ■+-  c'x3, 
y"  =  a"xi  -\-  b''x.2-+-  c"x3. 
On  a 

[y' y"]  =  [(«'■ï'i-T-  b'x^-h  c'x3){a"xi  -h  b" x-i-Ji-  c'x^)]. 

Dans  le   développement  de  ce  produit,  le  terme  en 
[x^Xs],  par  exemple,  provient  de 


{b'Xi~  c'X3)(/>"Xi^  C"X3). 


(    224    ) 

Le  coefTicient  de  ce  terme  est  donc  le  déterminant  ,     ■^  J 

qu'on  obtient  en  supprimant  la  ligne  y  tît  la  colonne  Xx 
qui  se  croisent  sur  l'élément  a.  On  a  ainsi 

Je  multiplie  en  avant  le  premier  membre  par  jk^  !<-' 
second  par  l'expression  égale  ax\  -\-  l>X2-\-  cx^,  et  je 
développe  le  second  membre  en  tenant  compte  des  éga- 
lités de  définition  de  la  multiplication  extérieure.  11 
vient 

L^2^3j 


d'où  enfin 


[rr'y]  =  ^  fyyi  _  ^,  Lr'/'i  ,  jyyi 


\XiX.2Xi]  [3^2X3]  [a^i^sj  [^'^1^2! 


C'est  l'expression  de  la  rèele  connue:  r^^ — \  est  le 
déterminant  mineur  de  l'élément  a. 

On  obtient  une  généralisation  de  ce  théorème  en  sé- 
parant le  produit 

[yiy-.---yj>rp+i  ••■r«] 

en  deux  autres, 

[ji-'-j/'l'    \yp+i---yn]- 

6.  J'ai  donné  en  suJjstance  la  partie  la  plus  élémen- 
taire de  la  théorie  des  déterminants.  C'est  à  dessein  que 
j'ai  négligé  quelques  détails  auxquels  on  suppléera  sans 
peine.  La  mvdtiplication  des  déterminants  se  traite  aussi 
d'une  lacou  intuitive  par  la  même  méthode. 
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DÉMO^'STRATiO\  NOUVELLE  D'IJ\  THÉORÈME 
SUR  LES  NORMALIES; 

Par  m.  II.  ADER, 

Élève  à  l'École  Polytechnique. 


En  un  point  d'une  surface,  les  rayons  de  courbure  des 
sections  normales  sont  proportionnels  aux  carrés  des 
diamètres  d'une  conique  appelée  indicatrice  ;  on  peut 
déduire  de  là  le  théorème  des  tangentes  conjuguées. 
(Bertrand,  Calcul  ài^érentiel,  p.  670.  —  Poincaré, 
Nouvelles  Annales  de  ^[alliéniatiques;  1874-) 

Cela  étant,  on  peut  démontrer  que,  si  la  directrice 
d'une  normalie  passe  par  un  point  A  d'une  surface,  les 
plans  principaux  relatifs  à  ce  point  sont  tangents  à  la 
normalie  aux  centres  de  courbure  principaux. 

Pour  cela,  démontrons  d'abord  que,  si  l'on  considère 
deux  normalies  dont  l'une  a  pour  directrice  la  section 


par  le  plan  NAT  (AN  étant  la  normale  à  la  surface  que 
nous  supposons  verticale)  cL  l'autre  une  courbe  AC  tan- 


1 
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gente  en  A  h  AT,  et  projetée  sur  le  plan  horizontal  du 
point  A  suivant  AC,  ces  deux  normalies  se  raccordent 
le  long  de  AN.  En  effet,  coupons  par  le  plan  NATi  voisin 
de  JNAT;  la  normalie  qui  a  pour  directrice  cette  section 
a  avec  la  normalie  AC  deux  génératrices  communes  :  AN 
et  la  normale  au  point  P  d'intersection  de  AC  avecNATi . 
Si  donc  on  fait  tendre  NAT,  vers  NAT,  à  la  limite,  les 
deux  normalies  (NiVT)  et  (AC)  ont  deux  génératrices 
infiniment  voisines  communes  et  se  raccordent. 


:r 


Il  suffit  donc  de  démontrer  la  propriété  énoncée  pour 
une  normalie  ayant  pour  directrice  une  section  normale. 
Or,  pour  trouver  le  point  de  contact  avec  la  normalie 
(NAT)  d'un  plan  passant  par  AN,  il  suffit  de  cherclier 
la  limite  du  point  d'intersection  avec  ce  plan  de  la  nor- 
male au  point  A'  infiniment  voisin  de  A.  Si  donc  on 
considère  deux  plans  NAT) ,  NATo,  les  hauteurs  de  leurs 
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points  de  contact  au-dessus  du  plan  horizontal  sont  dans 

le  rapport  — ^>  aa^a^,  étant  la  projection  de  la  normale 

en  A'.  Or  celte  normale,  étant  perpendiculaire  au  plan 
tangent  en  A',  a  sa  projection  perpendiculaire  à  la  trace 
de  ce  plan,  qui  n'est  autre  que  la  caractéristique  du  plan 


tangent  en  A,  c'est-à-dire  le  diamètre  conjugué  de  AT. 
Les  hauteurs  des  points  de  contact  de  NAT,  et  NATo 

P  P 
sont  donc  dans  le  rapport  rrj7-SBB,B2  étant  une  perpen- 
diculaire quelconque  au  diamètre  conjugué  de  AT;  par 
exemple,  si  B  est  sur  l'indicatrice,  la  normale  à  cette 
courbe  est  au  point  B.  Or  si  NATo  est  perpendiculaire  à 
NAT,  son  point  d'intersection  avec  la  normale  en  A'  se 
projette  sur  le  plan  NAT  en  y'.  Le  point  de  contact  de  ce 
plan  avec  la  normalie  est  la  limite  de  y',  c'est-à-dire  y, 
centre  de  courbure  de  AC.  Si  l'on  suppose,  de  plus,  que 
NAT,  esl  le  plan  principal  correspondant  à  l'axe  a  de 
l'indicatrice,  pour  démonlnu"  qu'il  est  tangent  en  yi, 
centre  de  courbure  de  la  section  principale  correspon- 
dant à  l'axe  6,  il  suffit  de  démontrer  que 

BB,  _  AYi  _  'ii_i'i' 
BÎI^  ~  A7  ^      ?        n^-\ 
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,        .    ,.  BK        62        ^^         h'. 

c  est-a-dire  crue  r— ■  =  -—  ou  dK  =  —?  ce  qui  est  une  pro- 

priété  connue  des  coniques. 

Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré. 

Remarque.  —  La  démonstration  donne  en  même 
temps  le  moyen  d'avoir  le  point  de  contact  d'un  plan 
langent  quelconque,  le  paramètre  de  distribution,  etc. 


CO\COl'RS  D'ADinSSlOX  A  L'ECOLE  CENTRALE  E\  1889. 
Solutions  pak  ;\I.  le  Capitaine  BARISIEN. 


PREMIERE   SESSION. 


SoienL  Ox,  Oy  deux  axes  rectangulaires  et  une 
droite  \AJ parallèle  à  Oy  dont  l'équation  est  x — «  =  o. 
On  considère  le  faisceau  des  paraboles  qui  passent  par 
le  point  O  et  qui  ont  la  droite  VAJ  pour  directrice. 

i"  Trouver  le  lieu  dufojer  et  le  lieu  du  sommet  de 
chacune  de  ces  paraboles, 

2**  Par  un  point  quelconque  du  plan  xOy  passent 
deux  des  paraboles  considérées,  réelles  ou  imaginaires , 
déterminer  la  région  du  plan  dans  laquelle  doit  être 
ce  point  pour  que  les  deux  paraboles  soient  réelles. 

3"  Etant  données  les  coordonnées  d'un  point  M  du 
plan  xO).,  former  l'équation  qui  a  pour  racines  les 
coefficients  angulaires  des  tangentes  au  point  O  aux 
deux  paraboles  du  faisceau  considéré  qui  passent  par 
ce  point  M.  En  déduire  l  équation  de  la  ligne  S  sur 
laquelle  doit  se  trouver  le  point  jM  pour  que  les  tan- 
gentes au  point  O  aux  deux  paraboles  du  faisceau  qui 
passent  au  point  ]M  soient  rectangulaires. 


(  -^'^9  ) 
4'^  Soit  M  un  point  situé  sur  la  ligne  S,  et  soient  b\ 
[•  '  lesj'oj  ers  des  deux  paraboles  du  faisceau  considéré 
qui  passent  par  ce  point,  démontrer  que,  lorsque  le 
point  M  se  déplace  sur  la  ligne  S,  la  droite  FF'  tourne 
autour  d'un  point  Jixe. 

\.  Si  a,  jj  sont  les  coordonnées  du  loyer  de  la  para- 
bole, ayant  pour  directrice  la  droite  A//,  son  équation 
est 

(i)  (a:  — a,r-!-T-(  r—  ?  i^  =rr.r  —  rr  )2. 

avec  la  condition 

qui  exprime  que  la  parabole  passe  par  le  point  O. 

Cette  condition  (2)  exprime  aussi  que  le  lieu  des 
foyeis  des  paraboles  (i)  est  le  cercle  de  centre  O  et  de; 
rayon  a. 

L'équation  de  Taxe  étant 

(3)  r-P, 

poui-  avoir  le  lieu  du  sommet  des  paraboles,  il  faut  éli- 
miner a  et  |3  entre  les  équations  (i),  (2)  et  (3).  (i)  d(;- 
vient,  en  tenant  compte  de  (3), 

{x  —  %)— — {x  —  a), 
d'où 

(2)  devient  alors 

{■ix  —  «)--i- )-'^  =  a^ 
ou 

\x--{-  y-  —  4  ('  -^  =  o. 

C'est  une  ellipse  dont  le  centre  est  le  milieu  de  OA. 
OA  est  le  petit  axe  de  longueui-  a  :  son  grand  axe  est  de 
grandeur  "^ai. 
Ann.  de  Malhcm/tt.,  :>'  série,  l.  \.  (Mai  i.Syi.)  iG 


(  ^-^  ) 

II.  Par  un  poiiU  (p,cj)  à\\  plan  passent  deux  para- 
boles déterminées  par  la  valeur  de  a  et  [j  provenant  des 
deux  équations 

En  formant  l'équation  en  a,  on  trouve 

La  condition  pour  que  les  deux  valeurs  de  a  soient 
réelles  se  réduit  à 

72-1-  4  a/»  —  4  «^<  o, 

ce  qui  indique  que,  si  le  point  (/>,  q)  est  à  l'intérieur 
de  la  parabole, 

(4)  y--\- liax — •4«^=o, 

les  deux  paraboles  passant  par  ce  point  sont  réelles. 
Elles  se  confondent  si  le  point  (/;,  q)  est  sur  la  parabole 
(4),  et  elles  sont  imaginaires  si  ce  point  est  à  l'extérieur 
de  la  parabole. 

III.   ]>a  tangente  à  l'origine  de  la  parabole  (i)  ayant 

pour  équation 

(a  —  a )  « -+-  p j'  =  o  ; 

son  coefficient  angulaire  est 

a  —  a 

(5)  ^^-f-- 

En  éliminant  a  et  [ii  entre  celte  équation  (5)  et  les 
deux  suivantes 

(   a2-f-  p2=a2, 

(  (f-=  'i.{'x  —  a)p-h7.fjg, 

on  forme  sans  aucune  difficulté  l'équation  en/> 

(6)  p-((J--i-   \"p)—  ^"(/P  H-  ^2_  (j, 


(  ^^3.    ) 
qui  donne  les  eoefficieuts   angulaires  des  tangentes  au 
point  O  des  deux  paraboles  du  faisceau  qui  passent  par 
le  point  (p,  g). 

Si   ces  deux   tangentes  sont  rectangulaires,   on   doit 
avoir  p'/j"  = —  i,  c'est-à-dire 

^--f-  lop  =  o. 

La  ligne  S  d(;  l'énoncé  est  donc  une  parabole. 

IV.    Avec  la  condition 


la  relation 

se  léduit  à 
et  comme 
on  en  déduit 


q^  =  —  lap, 

a/)  -+-  !3  ^r  =  o, 

a2+  p2  =  «2^ 


aq  ^  ap 


s/p'^-^q"'  s/p'^-^q^ 

pour  les  coordonnées  du  foyer  F.  Celles  du   foyer  F' 

sont 

,  aq  ^  ap 


L'équation  de  la  droite  FF'  est  par  suite 

-^         ^        a  —  7.  ' 

et  se  réduit  à 

pv 
y  ——  — 

La  droite  FF'  tourne  donc  autour  du  point  fixe  O 


(  '-^-^  ) 


SKDOXDE    SKSSIOX. 


1.  Dénionli  (^r  que  les  co/iiques  repiésenLees  par 
Véqiiation 

(  A  )  (I  —  m-  )  t'^ -\-  y-  -~-  iinrx  —  r^  =  o, 

où  V on  suppose  ni  variable,  ont  deux  points  communs, 
et  que,  si  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires, 
elles  ont  en  outre  unfojei'  commun. 

2.  Trouver  l'équation  (B)  de  la  conique  assujettie 
aux  conditions  suivantes  :  passer  par  l'origine,  être 
tangente  à  une  des  coniques  représentées  par  (A)  en 
un  point  P(j:,  ^'),  pris  sur  cette  courbe,  et  enfin  passer 
par  les  deux  projections  du  point  P  sur  les  axes  de 
coordonnées. 

3.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  avec  les 
courbes,  représentées  par  A,  des  tangentes  issues  d'un 
point 

:r  =  o.         y  =  h 

de  l'axe  des  y  ,  lorsqu'on  Jait  varier  m. 

A.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  courbes  (B)  cor- 
respondant à  une  courbe  fixe  A  quand  on  fiait  varier 
la  position  du  point  P  sur  cette  courbe. 

0.  Discuter  l  équation  (B)  en  supposant  que  Von 
déplace  le  point  V  sur  une  des  courbes  représentées 
par  Véquation  (A);  séparer  les  parties  qui  répondent 
à  des  ellipses  de  celles  qui  répondent  à  des  hyper- 
boles, et  trouver  le  lieu  des  jyoints  de  séparation  lors- 
qu'on fait  varier  m. 

1.  L'équalioii  (A)  pouvant  s'écrirt" 
(  A  )  T-  -+-  >'-=?(  lit  r  —  /■  )- 


(  2;i3  ) 

n'est  aalre  que  réqiialion  générale  des  coniques  ayant 
pour  foyer  l'origine  et  passant  par  deux  jjoints  de  l'axe 
deaj^  équidistants  de  l'origine  de  la  quantité  /•  (on  sup- 
pose les  axes  rectangulaires). 

II.  L'équation  générale  des  coniques  passant  par 
l'origine,  le  point  P  et  les  projections  de  ce  point  sur 
les  axes  de  coordonnées  peut  s'écrire 

(  I  )  A  j"2  _)_  c  ,-2  —  \  jr  /•'  —  Cyy'  =  o. 

La  tangent»^  au  point  (ji''j')  de  cette  courbe  a  pour 
équation 

(■i)  A  xx' C  vj'  — •  A x'-  —  Cy  -  =  o. 

La  tangente  au  nièine  point  (j^'S')  de  la  conique  (A) 
a  pour  équation 

(  '3  )  X [ x' ( I  —  m-  \—  m r  ]  -^  yy' -^  r{mx'  —  r )  =  o. 

En  identifiant  c(;s  deux  écjuatious,  ou  trouve 

Aj"'  C  (kx'--\-  Cy'^) 

x  {i  —  ni')^^  mr         i  r{inx' — /•  )    ' 

d'où 

A  _  x' (\  —  m-)-^  mr 

C  ~  y 

En  portant  la  valeur  de  ce  rapport  dans  (i),  l'équation 
de  laconi(jue  (  B)  a  pour  expression 

(  B  )     {x*-—  xx' )  [x'{i  —  m-  )-r-  /»/•]+  x'{y^ — JT')=  "• 

IlL  En  faisant  x  =  o,  j-  =  h  dans  (3),  cette  équation 
devient 

(4)  j' h-^  r{mx'—  i-)  =  o. 

On  a  (le  plus 
'  5  )  x'--^y'^-  =  {  nix'  —/•)=, 


(  ^34  ) 
En  éliininanl/?^  ou  plutôt  {inx'  —  /),  entre  (4)  et  (5), 


on  a 


jr  =±x 


v/7i2. 


J^e  lieu  des  points  de  contact  se  compose  de  deux 
droites  passant  par  l'origine  et  également  inclinées  sur 
les  axes.  Les  deux  droites  ne  sont  réelles  que  si  h^r. 

W' .   Les  coordonnées  du  centre  des  courbes  (B)  sont 

x'  y' 

X  =  —,  y  =  •^. 

De  sorte  qu'en  éliminant  a:'  et  >'  entre  ces  deux  équa- 
tions et  la  relation  (5),  on  trouve  pour  le  lieu  des  cen- 
tres l'équation 

(6j  ^ix'-hy^)  =  (-2mx  —  ry  : 

c'est  une  conique  homofocale  de  la  conique  (A). 

V.   Pour  que  la  conique  (B)  soit  une  ellipse,  il  faut 

que 

x'[x'(i  —  m^)^r-  /?ir]  >  o. 

Si  donc  le  point  (a;',  j')  se  trouve  situé  sur  l'arc  de  la 
conique  (A)  limité  par  les  points  d'intersection  de  la 
conique  avec  les  droites 


(7) 


les  coniques  (B)  seront  des  h}  peiboles.  Sur  tout  le  reste 
de  l'arc  d'ellipse,  les  coniques  (B)  seront  des  hyper- 
boles. Aux  points  d'intersection,  les  coniques  (B)  seront 
des  paraboles. 

Poura:  =  o,  on  trouve  comme  points   d'intersection 
les  deux  points  par  lescjueîs  passent  les  coniques  (A). 


(  235  ) 

Pourx=  -,  on  trouve,  en  subslituanl  dans(  A), 

m-  —  I 


y- 


1  —  m^ 

En  éliminant  m  entre  ces  deux  valeurs  de  x  et   >',  on 
trouve  pour  le  lieu  des  points  de  séparation 

y'*  =  r-(.r- -4-jK^). 


C'est  une  courbe  ayant  pour  asymptote   l'axe  des  x. 
Son  équation  en  coordonnées  polaires  étant 


on  trouve  que  les  points  d'inllexion  correspondent  à 
et,  par  suite,  à 

-  lu 


SURFACES  DE  SYMETRIE   DU  TROISIEME  ORDRE 
D'lli\E  OIADRIOIE; 

Par    m.    s.    MANGEOT, 

Docteur  os  Sciences,  professeur  au  lycée  de  Troyes. 


Mes  recherches  sur  les   surfaces  de   symétrie  d'une 
quadrifjue,   c'est-à-dire    sur   les    surfaces    dont    cha(|ue 


(  .36  ) 
normale,  liniiléc  à  ses  deux  points  de  rencontre  avec  la 
quadriqne,    a   son   milieu   au  point   d'incidence,  m'ont 
conduit  à  une  méthode  générale  pour  la  détermination 
de  celles  de  ces  sui faces  ({ui  sont  ali^ébriques. 

Cettt;  niétliode  a  son  point  de  départ  dans  les  résul- 
tats suivants,  que  je  me  borne  à  énoncer. 

1.   Les  surfaces  di;  symétrie  de  la  quadii(jue  à  centi-e 
unique 

(S)  ^_^  +  :l  =  k, 

abc 

l'apportée  à  ses  axes,  sont  toutes  les  surfaces  dont 
l'équation  est  liomogène  par  rapport  aux  trois  quanti- 
tés x^,y^,  c'^  (').  Il  suit  de  là  que  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu'une  équation  de  la  forme 

(i)  Z  A.r"'y"zi>  =  o, 


(')  Les  cônes  sont  les  surfaces  de  symclrie  des  splières 

(a  =  Z<  =  c  =  i). 

En  chcrcliant  à  généraliser  ce  résultat  que  les  cùncs  ayant  leur 
sonainel  à  l'origine  des  coordonnées  sonl  les  enveloppes  des  plans 
ux  -r-  vy  -k-  w z  =  o,  on  est  conduit  à  ce  théorème,  qui  se  démontre 
facilement  : 

Toutes  les  surfaces  de  symétrie  de  la  quadriqne 

h  ^  -H  -  =  K, 

abc 

rapportée  à  ses  axes,  sont  les  enveloppes  des  surfaces  de  symétrie 
particulières  définies  par  l'équation  ux"^ ^  vy^' -^  w z"  =^  o,  où  u, 
V,  w  désignent  des  fonctions  d'une  même  variable  t;  de  plus  les 
caractéristiques  de  ces  enveloppes  sont  des  lignes  de  symétrie  de 
la  quadrique  {c'est-à-dire  des  courbes  dont  chaque  plan  normal 
coupe  la  quadrique  suivant  une  conique  ayant  son  centre  au 
point  d'incidence). 


20- 


OÙ  les  exposants  m,  n,  p^  .  .  .  sont  des  nombres  positifs 
f|uel(onques,  représente  une  surface  de  symétrie  de 
eette  quadrique.  est  f[ue  l'expression 


ait  une  valeur  constante  pour  tous  les  termes  de  l'équa- 
tion. 

Lorsque  cette  constante  sera  nulle,  la  surface  sera 
ortliopoiaire  de  la  quadrique,  c'est-à-dire  que  les  deux 
plans  polaires  d'un  même  point  par  rapport  à  la  qua- 
drique et  à  la  surface  seront  rectangulaires,  non  s(mle- 
ment  f|uand  ce  point  se  déplace  sur  la  surface  (condi- 
tion qui  suffit  j)our  la  symétrie),  mais  encore  lorsqu'il 
occupe  une  position  quelconque  dans  l'espace  ('). 

II.  Si  l'on  égale  à  une  constante  le  rapport  de  deux 
des  trois  quanlilés  a:",  )*,  c'',  on  obtient  les  équations 
de  toutes  les  suifaces  de  symétrie  de  la  quadrique  (S) 
(jui  sont  cylindriques. 

III.  Pour  que  la  quadrique  (S)  admette  des  cônes  de 

symétrie  algébriques  autres  que  les  plans  de  symétrie, 

il  faut  et  il  suffit  :  i"  que  la  (piadrique  ne  soit  pas  ôc.  ré- 

I      •              n              I                        ^(  a  —  b) 
volution  ;  9,    fpie  le  «apport  —- ,  qui  peut  toujours 


(')  En  interprélaiit  la  condition  D  =  const.,  on  peut  énoncer  celte 
proposition  : 

Pour  que  l'équation  (i)  représente  une  surface  de  symétrie  de 
la  quadrique  (S),  il  faut  et  il  suffit  que  les  points  qui  ont  pour 
coordonnées  les  trois  exposants  m,  n,  p  de  chaque  terme  soient 
situés  dans  un  même  plan  parallèle  au  plan  diamétral  conjugue, 
par  rapport  à  la  quadrique,  de  l'axe  du  trièdre  trirectangle 
OXYZ.  Lorsque  les  points  p'-écédents  sont  dans  ce  plan  diamétral 
lui-même,  la  surface  est  orthopofaire  de  lu  quadrique. 


(  238  ) 
èlre  supposé  positif,  soil  coniiiicnsurable,  et  alors  Téqua- 
tion  de  ces  cônes  est 

si  l'on  désigne  par  i^  la  fraction  irréductible  égale  au 

rapport  précédent,  et  par  a,  ,3  deux  constantes  arbi- 
traires. Tous  ces  cônes  sont  ainsi  du  même  degré  M-hJN. 

IV.  Pour  que  l'équation  entière  'ï,Or{jc,y,  s)^  o,  où 
'^,-(a:,j)  ,  z)  désigne  un  polynôme  entier  et  homogène  eu 
x,y,  z,  de  degré  /•,  représente  une  surface  de  symétrie 
de  la  quadrique  (S),  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  cha- 
cune des  surfaces  (5;-=  o  soit  elie-tnènie  une  surface  de 
symétrie  de  la  quadrique,  et  (jue,  en  outre,  le  degré 
d'homogénéité  D  de  chaque  fonction  z>r,  par  rapport  à 
x*^,  7^,  z'^,  soit  le  même  poui'  tous  les  groupes  cp^. 

Je  vais  indiquer  brièvement  la  marche  qui  m'a  con- 
duit, en  partant  de  là,  aux  diverses  formes  que  doit  avoir 
l'équation  du  troisième  degré 

F(a-,7,  3)=  93+  'faH-  ■?!  -^  ?o=  o 

supposée  indécomposable,  pour  qu'elle  représente  des 
surfaces  de  symétrie  de  la  quadrique  (S). 

Je  laisse  de  côté  celles  de  ces  surfaces  qui  sont  des 
cylindres  :  leur  détermination  est  immédiate  (II).  La 
fonction  F  renfermera  donc  les  trois  variables  JC^y,  z. 

Je  cherche  d'abord  les  surfaces  de  symétrie  du  troi- 
sième ordre  qui  ne  sont  pas  des  surfaces  orlliopoi aires 
de  la  quadrique.  La  valeur  constante  de  D  étant  dillë- 
rente  de  zéro,  cif,  doit  être  nul.  Je  distingue  alors  trois 
cas  : 

i"  's>-i  n'est  pas  décoinposahle  en  fadeurs. 

L'équation  ci;,  =  o  doit  définir   un   cône  de  symétrie 


(  ^••%  ) 

propiemenl  tlil,  vv  (jui  exige  (|ae  run  des  nombres  M, 
N  soit  égal    à    i,   l'autre   égal   à    2.   On    peut  prendre 

M  =:  I ,  N  =  2  ;  la  fonetion  cp3  a  la  forme  ax-  z  -h  '^j^^ 

et  l'on  doit  avoir 

3        2         I 
bac 

La  condition  d'invariabilité  imposée  à  D  ne  permet 
pas  de  prendre  plus  d'un  lei-nie  pour  composer  la 
somme  Oo  +  'f  1  ^^  fait  connaître  la  forme  que  peut  avoir 
ce  terme,  en  même  temps  qu'une  nouvelle  l'elation  à 
laquelle  satisferont  «,  è,  c. 

2"  03  est  un  pvortait.  de  deux  facteurs . 

L'un  des  deux  facteurs,  égalé  à  zéro,  doit  donner  un 
plan  de  symétrie,  et  l'autre  un  véritable  cône  de  symé- 
trie. L'équation  de  ce   cône  étant    aj"^  +  [3y- =  o,    on 

doit  avoir 

2  _  I         I 
bac 

Comme  précédemment,  la  fonction  cso+o,  renferme 
un  seul  ternie,  qui  se  détermine  aisément. 

3°  cp3  est  un  produit  de  trois  fadeurs . 

Si  la  quadrique  n'est  pas  de  révolution,  cûj  ne  com- 
prend qu'un  seul  terme,  et,  en  remarquant  que  o,  n'en 
peut  renfermer  plus  d'un,  on  a  à  examiner  les  trois  hy- 
pothèses où  le  nombre  des  teiines  de  02  est  égal  à  2,  i 
ou  o.  On  reconnaît  sans  difficullé  quelles  sont  les  asso- 
ciations de  ternies  qui  peuvent  réaliser  l'invariabilité 
de  D. 

[iOrsque  la  quadrique  est  de  révolution  (a=/?),  en 
partant  successivement  des  diverses  valeui's  que  l'on 
peut  prendre  pour  cp,,  à  savoir  ajr  +  fjy^  rj.z  ou  o,  on 
en  déduit,  toujours  parla  c()nsi(lérali<)n  de  I),  la  forme 
qui  convicnl  à  '^.j,  puis  à  cp  j. 


(  '^40  ) 

En  t'flV'ctuant  les  calculs  dont  je  viens  de  donnei-  l'in- 
dication, voici  les  diverses  formes  que  l'on  tr-ouve  pouf 

la  tonction  F.  J'ai  placé,  en  regard  de  chacune  d'elles, 
la  condition  ou  les  conditions  à  imposer  aux  axes  de  la 
quadiicpie  (S). 

Formes  de  la  foncLion  V(x,y,  z).  Relations  enlie  a,  b,  c. 

ay^ -h  ^ cc'^ z  -h  •( z- 3n  =      4  ^  =      <"> c 

rty^  -f-  P  a"-  ^  -i-  YJ>'^ a  =      9.  6  =      ^c 

ay'^ -+-  ^x^z  -i-  yay- ia  —         b  = —     c 

ccy^  -+-  <^  X- z  -^  '{  X 3  a  =         h  =  —  3  c 

oix^z  -\-   j3 xr-  +  Y ■-'^ •>  a  =      3  6=      ^c 

ax^z  -H  3 xy^  -+-  '(yz a  =      ■?.  6  =      3  c 

ax'^z  -^  ^ xy^ -+-  -{y a  =—     6  =  —  3c 

ay^ -^  '^ xy z  -{-  '( x^ 3a  =      ib  —         c 

ay^  -h  P  xyz  -+-  ~[  ^ a  =  ^    6  =  —  3  c 

ax^-^     ^y'^-h'[xz •>«  =      36=      4  c 

ax^y-i-      '^y'^^yxz a=      ib  =      3c 

az^-f-      ^x-^'[r 3  a—      (\b  =      ac 

cLz^x-h      ^x^+~^y 'ia=       \b  =        c 

ay^  z  -r-      ^x--{-  -[y a  =      ib  =  —  a  c 

(xxyz  -H      P  J7-  -f-  Y  J' <?=      26=  —     c 

ay^  -H     '^yz  -+-  '(X 3  «  =         b  =      ic 

a  x''-y  -f-     ^y^  -T-  '{X a  =  —     Z>  =      ic 

ax^z-h       1^-'?^ -r- Y.7- •  • «=         b= —    c 

axyz  -+-       ^.r  -f-  y  J^ «=         6=  —     c 

a53_i_      p.572_Yj/2 3a  =      36=      -ac 

xz'-x  ^      ^x-  -r  ^[y- -xa  =      ■>. 6  =         c 

a  a^^  -i-  |3  a^-_^K  -î-  '{xy--\-  oy^  _|_j-_._  ^=         ^— -      3^ 

aar^ -i- P^-jK -r- Y^J'^^- ^j'^-j- £ -2..  .  •ia=      26=      3c 

OLX^  -+-  px-y  -+-  '(xy^  -+-  oy^  -f-  zxz  .  .  a  =         b  —      9.  c 

■>               Q  3                         I                I 

y.X^  -V-      'àvz -=          -H 

abc 

o,y^.z-\-      p.r2 ^  =        ^^i 

•^                "^  abc 

r  I                       2             I 

a  >'2  ^  -f-       S.r -  =        T  -^  - 

•^                  '  abc 
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On  j3eul  former,  inversement,  au  moyen  du  Tableau 
qui  précède,  les  équations  des  seules  quadriques  à  centre 
unique  qui  admettent  des  surfaces  de  symétrie  du  troi- 
sième ordre  non  orthopolaires  de  la  quadrique  et 
autres  que  des  cylindres.  Je  crois  bon  de  les  inscrire 
dans  un  second  Tableau,  en  faisant  suivre  l'équation  de 
chaque  quadrique  du  nombre  de  classes  de  ces  surfaces 
de  symétrie  correspondant  à  la  quadrique. 

Voici  ce  Tableau  : 


Quadriques 

Quadriques 

qui  ne  sont  pas 

qui  sont 

de  révolution. 

de  révolution. 

x--^  "iv--^  3--  = 

cl... 

■     4 

^-+    r^—     -^  = 

d....        2 

3-2 —      j^2  _(_  2  -2  — 

cl... 

.      3 

x'^-i-      JK2-|-2^2  — 

d....    I 

.r2  -H  272  -h  4  z^-  = 

cl... 

2 

072 -H     j^2_^3^2  = 

d  ...      I 

0  3^2-!-  3jk2-4-  4-2  = 

cl... 

2 

23724-272+       -2  = 

d....      I 

xi—    y2_^3^2  = 

cl... 

.      2 

2^2 -f-  272  _|_  3  ~2_ 

d....      i 

6372-!-  3jK^-+-  '2Z-  = 

cl... 

I 

3;r2+3J2^-      z^'  = 

d....      I 

6a^2^   /,j^2_^3-2  = 

d... 

I 

3^72-+-  3j2^2:;2  = 

d....      I 

ix^ —  iy--i-     z-  = 

cl... 

I 

3x'i—3y--^    z'-  = 

d... 

I 

A  ces  quadriques,  dans  lesquelles  les  rapports  des 
axes  sont  déterminés,  il  faut  ajouter  encore  trois  fa- 
milles de  quadriques  comprenant  chacune  des  qua- 
driques symétriques  par  rapport  à  une  seule  classe  de 
surfaces  du  troisième  ordre,  représentée  par  une  équa- 
tion binôme. 

11  reste  maintenant  à  calculer  les  formes  de  la  fonction 
F{x,y,  z)  qui  correspondent  aux  surfaces  de  symétrie 
orthopolaires  de  la  quadrique  (S).  Ici  la  valeur  con- 
stante de  D  doit  èlre  zéro  :  la  quadrique  ne  peut  être  que 
du  genre  hyperboloïde.  La  somme  O3-I-O0  est  divisible 
par  l'une  des  variables,  et  le  groupe  ca,  n'existe  pas.  La 
fonction  '^o  ne  peut  comprendre  plus  d'un  terme.  S'il 
Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  X.  (Juin  1891.)  17 
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existe,  '^3  n'est  composé  également  que  d'un  seul  terme. 
Lorsque  'io  fait  défaut,  cps  renferme  au  plus  deux  termes. 
Le  Tableau  qui  suit  fait  connaître  les  résultats  de  ces 
calculs.  Les  rapports  mutuels  des  axes  de  la  quadrique 
sont  déterminés,  sauf  dans  un  cas.  En  regard  de  l'équa- 
tion de  chaque  quadrique,  se  trouve  celle  des  surfaces 
ortliopolaires  qui  lui  correspondeut. 

^"~^    jr2 — ■2z'^=d  ix-z -\- ^y-z -h  •(  =  o 

9.x- -h -iy- —    z^  =  d  uxz- -+-  '^yz- -h '/ =  o 

x^-i-iy^ — 2z'-  =  d  dx^z-^^yz    -t- y  =  o 

Q.x'^-h    y- —     z'^^d  %xz--^-^yz   -i- y  =  o 

x'^-^  \y-- — iz-=d  oLX^z  —  ^^yz-^'(  =  o 

l(x^  —  z^)-{- ix{y^  —  z^)=d  xyz-+-^(  =  o 

En  examinant  les  résultats  inscrits  dans  les  Tableaux 
précédents  ('),  on  est  conduit  à  cette  remarque  : 

Quand  un  cône  du  second  ordre  admet  une  surface 
orthopolaire  du  troisième  ordre  qui  n'est  surface  or- 
thopolaire d'aucun  autre  cône  du  second  degré,  son 
cône  supplémentaire  admet  également  des  surfaces  ortho- 
polaires du  troisième  ordre,  et  plus  généralement,  si  un 
cône  du  deuxième  degré  est  symétrique  par  rapport  à 
une  surface  du  troisième  ordre  sans  que  celle-ci  soit 
surface  de  symétrie  d'un  autre  cône  du  deuxième  degré, 
son  cône  supplémentaire  est  lui-même  symétrique  par 
rapport  à  une  infinité  de  surfaces  du  troisième  degré. 


(')  Les  leLtres  grecques  qui  figurent  dans  ces  Tableaux,  ainsi  que 
a  leUre  d,  désignent  des  constantes  arbitraires. 
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CO^COLRS  D'ADMISSION  A  L  ÉCOLE  CENTRALE  M  1890. 

SOLUTIOX   PAR    M.    LE    G.VPITAIXE    BARISIEN. 


PREMIERE   SESSION. 


On  donne  deux  axes  rectangulaires  x'Oa:,  y'Oj., 
et  deux  points  A,  B,  symétriques  par  rapport  au 
point  O. 

i"  On  prend  sur  r  axe  des  x  un  point  quelconques^ 
et  Von  considère  la  parabole  (P)  qui  est  tangente  aux 
droites  PA,  PB  au  point  A  et  au  point  B.  Lieu  du  som- 
met et  lieu  du  foyer  de  cette  parabole  quand  le 
point  P  parcourt  V axe  x'  O  x. 

2°  On  prend,  sur  V  axe  des  y  ^  un  point  (^quelconque, 
et  l'on  considère  la  parabole  (Q)  qui  est  tangente  aux 
droites  QA,  QB,  au  point  A  et  au  point  B.  Les  deux 
paraboles  (P)  et  (Q)  qui  correspondent  ainsi  à  un 
point  P  pris  sur  x'  Ox  et  à  un  point  Q  pris  sur  yOy 
se  coupent  aux  points  K  et\^  et  en  deux  autres  points 
C,  D.  Former  V équation  de  la  droite  CD  et  trouver  le 
lieu  décrit  par  les  points  C  et  D  quand  les  deux  points 
P  et  Q  se  déplacent,  l'un  sur  x'Ox,  Vautre  sury'Oy^ 
de  façon  que  V  abscisse  du  premier  soit  toujours  égale 
à  V ordonnée  du  second. 

I.  Soient,  a  et  b  les  coordonnées  du  point  A,  et  dési- 
gnons les  longueurs  OP  et  OQ  respectivement  par  a 
et  [^. 

L'équation  générale  des  coniques  tangentes  aux 
droites  AP   et    BP,    aux    points    d'intersection   de   ces 


(  ■A\ 

droites  avec  AB  est 

[6a"-i-(a  — a)  y  —  h'xWhx  —  (a-(-a)jK  —  b'x^ 

-f-  À  {hx  —  ^fj')^  =  o. 

Pour  que  cette  conique  soit  une  parabole,  il  faut 
que  À  =  —  I,  et  la  parabole  (P)  a  pour  équation 

(i)  aj^2_j_.2^2^  —  ■?.aby  —  b-x  =  o. 

Désignons  par  f  et  ^  les  coordonnées  du  fojerde  cette 
parabole  et  par  x  —  A"  =  o  l'équation  de  la  directrice. 
En  identifiant  l'équation  (i)  avec  l'équation  focale 

(x  —  py-+-{y  —  q)^^{x  —  A-f, 

on  a  les  relations 

A'  —  p  =   —  j 
a 

ab 

^  a 

/?2-h^2—  A-2  =  — 62, 

d'où  l'on  déduit 

aj2_è2-Ha2                      ab             ,        a2  +  è"-f-a2 
p  =  ,  q  =  —  ,  A-  ^ 

Pour  avoir  le  lieu  des  fojers  de  (P),  lorsque  a  varie, 
il  faut  éliminer  a  entre  les  deux  valeurs  de  p  et  ^,  ce 
qui  donne 

q'^{a-  —  b^  )  —  o.abpq  -+-  «2^2  —  q^ 

Cette  équation  représente  une  hyperbole  ayant  son 
centre  à  l'origine  et  l'une  de  ses  asymptotes  parallèle  à 
l'axe  des  x. 

L'axe  de  la  parabole  (P)  ayant  pour  équation 

ab 
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on  obtient  le  lieu  du  sommet  en  éliminant  a  entre  cette 
dernière  équation  et  l'équation  (i).  On  trouve  ainsi 

a  y- — ibxy  ^- ab- =  o  ; 

Le  lieu  des  sommets  est  donc  une  hyperbole  ayant 
pour  asymptote  une  parallèle  à  l'axe  des  x,  son  centre 
à  l'origine,  et  passant  par  le  point  A. 

II.  Par  analogie  avec  la  parabole  (P),  on  trouve  pour 
l'équation  de  la  parabole  (Q), 

(  2 )  j3  37-  -i-  2  a- y  —  labx  —  a-  ^  =  o . 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les 
points  d'intersection  de  (P)  et  (Q)  est 

(  o^y"^-^  ib-x  ^  "xaby  —  b'-a. 

(  3  )  ^ 

(  -f- [JL ( ^ a?^ ^- -2 rt-^ — labx — a"^P)  =  o. 

L'équation  de  AB  est 

bx  —  a  y  =  o. 
Désignons  celle  de  CD  par 

ux  -\-  vy  —  I  =  o, 

Il  et  t',  ainsi  que  a,  étant  des  coefficients  à  déterminer. 
L'ensemble  des  deux  droites  AB  et  CD,  considérées 
comme  une  conique,  a  donc  pour  équation 

{ux  -\-  vy  —  \){bx  —  a  y  )  =  o 
ou 

(  4  )  iib X-  -^{vb  —  au )  xy  —  a^'y-  —  bx  -{-  ay  =  o. 

Exprimons  que  celle  équation  est  identique  à  (3  );  il 
vient  les  relations 

ub        —  av  —  1  I 

[x^  a  2(6  —  a\i)        •j.{aix — b) 

çb  =  au, 

b' X  -h  [xa-^  =  o. 
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De  ces  cinq  relations,  qui  se  réduisent  à  trois,  on  dé- 


duit 


6-2  g 


L'équation  de  CD  devient  donc 

Si  a=:  [3,  on  a,  pour  cette  dernière  équation, 

(6)  x_^yMa-^b)^ 

a        b  a 

En   éliminant  a  entre    (6)   et  (i),    on  a  le  lieu   des 
points  C  et  D  qui  a  pour  équation 

h  V  =  a~h  b. 

a  b 

C'est  une  ellipse  de  centre  O  et  d'axes  Ox  et  Oy. 


SECONDE   SESSION. 


On  donne  une  parabole  rapportée  à  deux  axes  rec- 
tangulaires Ox  et  Oj  :  cette  parabole  a  son  axe  pa- 
rallèle à  V axe  des  y  ;  elle  passe  par  l'origine  et  le 
point  de  V axe  des  x,  dont  V abscisse  est  /;  enfin  elle 
admet  une  ordonnée  inaxinia  égale  à  f. 

On  donne,  en  outre,  une  droite  passant  par  l 'ongine 
et  par  un  point  A(x  =  /, y  =  /i)  : 

1°  Démontrer  que  si,  pour  une  abscisse  déterminée, 
on  porte  en  ordonnée  la  somme  algébrique  de  l'ordon^ 
née  de  la  droite  et  de  celle  de  la  parabole  correspon- 
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danl  à  cette  abscisse,  l'extrémité  rie   cette  ordonnée 
est  sur  une  parabole  (P)  égale  à  la  première; 

2"  Démontrer  que  les  axes  des  coniques  qui  passent 
par  V intersection  d'un  centre  et  d'une  conique  sont 
parallèles  aux  axes  de  celle-ci; 

3°  Une  circonférence  de  cercle  décrite  sur  O  A  comme 
diamètre  coupant  la  parabole  (P)  en  quatre  points  O, 
A,B,C,  chercher  le  lieu  du  point  d'intersection  des 
sécantes  communes  OA,  BC  quand  on  fait  ^varier  /i,  et 
construire  ce  lieu  qui  jicst  pas  du  second  degré  ; 

4"  Chercher  la  valeur  du   rapport  -^  pour  laquelle 

le  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre  est  tangent  à 
la  parabole,  quel  que  soit  h. 

La  parabole  ayant  son  axe  parallèle  à  l'axe  des  y, 
passant  par  l'origine  et  par  le  point  de  l'axe  des  x  d'ab- 
scisse /,  et  ayant  comme  ordonnée  maxima  f,  a  pour 
équation 

(i)  x'^~- Ix-^ -—tY  =  o. 

On  a  aussi  pour  l'équation  de  la  droite  OA 
(2)  hx  —  ly  =  o. 

I.  Les  ordonnées  de  la  parabole  (i)  et  de  la  droite  (2), 
correspondant  à  la  même  abscisse  S,  ont  pour  valeurs 

respectives 

lfs(l  —  s)  hs 

De  sorte  que,  si  l'on  pose 
X  =  5, 

Y  —  4/^('^  — ■O    ,    hl 

et  si  l'on  élimine  S  entre  ces  deux  dernières  ccjuations, 
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on  obtient  pour  celle  de  la  parabole  (P) 

(3)  X2-^(4/-^/OX+iiY  =  o. 

Les  équations  des  paraboles  (i)  et  (3)  ont  même 
coefficient  du  terme  en  y.  Il  est  facile  de  voir  d'une  ma- 
nière générale  que,  pour  la  parabole  dont  l'équation  est 

(4)  a72-f- Aa7-l- Bj  =  o, 

le  coefficient  B  est  le  double  du  paramètre  de  la  para- 
bole. En  effet,  soient  (a,  ^)  les  coordonnées  du  foyer 
eX.  y — i-A:  =  o  l'équation  de  la  directrice  de  cette  para- 
bole. Son  équation  pourra  s'écrire 

ou 

(5)  x"^ —  ■l'xx  —  2(3  —  k)y  -^  a'-i-  ^'  —  k-=  o. 
En  identifiant  (4)  «^t  (5),  on  obtient 

2a=— A,  '2(A-— Pj=B,  a2+p2^/f2; 

d'où  l'on  déduit  les  valeurs  de  a,  J!>  et  A 

A  .        A2— B2  ,        A2-i-B2 

^  =  -7'        ^  =  — ÏF-'        ^■  =  -4B-- 

Or  le  paramètre  p  qui  est  la  distance  du  foyer  à  la  di- 
rectrice a  pour  valeur 

Donc  B  =  2/7,  ce  qui  démontre  bien  que  les  paraboles 
(i)  et  (3)  sont  égales. 

II.  Soit,  en  général,  une  conique  rapportée  à  son 
centre  et  à  ses  axes,  dont  l'équation  est 

(6)  b-x-^a-y- — a-b-=o, 
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et  un  cercle  quelconque 

(7)  x''--^y-^Mx-^y.y -^P  =  o. 

L'équation  géue'rale  d'une  conique  passant  par  les 
points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  est 

(8)  b-^x^-±a^-f^-—  a-b-^^  p(x-^-r-y^-i- Mx  ^  ^J^  P)  =  o. 

Cette  conique  a   bien  ses  axes  parallèles  à  ceux  de   la 
conique  (6). 

En  particulier,  les  droites  d'intersection  de  (6)  et 
('-)  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  (7),  puisque 
les  axes  de  deux  droites  sont  leurs  bissectrices. 

III.  Les  droites  BC  et  AO  étant  également  inclinées 
sur  l'axe  de  la  parabole,  l'équation  de  BC  est  de  la 

forme 

hx  -h  ly  -^  p  =  o. 

De  sorte  que  l'équation  générale  des  coniques  passant 
par  les  points  d'intersection  de  la  parabole  P  avec  les 
droites  AO  et  BC  est 

^fx^ —  l{^f-{-  h)  x  —  l'y  -I-  X  hx  —  ly){hx  -^  ly  ^  \x)=  o 

ou 

xH/^f-^\h^-)-Kl-^y^- 


'^^  \       ^x[l(if-\-h)—  ixhl]-^  ly(l— lxl)=o. 

Le  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre  a  pour  équa- 
tion 

(  10  )  .7-2  ^y-—  Ix  —  hy  =  o. 

En  identifiant  (9)  et  (10),  on  obtient  les  relations 

^f^lh^  _  —  X 1:^  _  l{/^f^h)^ixhk  _  Il  ixl  —  l) 

Ces  trois  relations  se  réduisent  à  deux,  liuiedes  trois 
rentrant  dans  les  deux  auties.  On  eu  déduit  les  valeurs 


(   iSo  ) 
de  À  et  17. 

L'équation  de  la  droite  BG  est  donc 


(il)  /ia7  -i-  ly  = 


4/ 


Pour  avoir  le  lieu  des  points  d'intersection  de  OA  et 
BC,  il  faut  éliminer  h  entre  (2)  et  (i  i),  ce  qui  donne 
pour  l'équation  de  ce  lieu 

(12)  Sfxy  =  l[l{x^  +  y^-)^  \fxyl 

Cette  courbe  du  troisième  degré  a  une  asymptote 
double  parallèle  à  l'axe  des  j'^,  rejetée  à  l'infini,  et  une 
asymptote  parallèle  à  l'axe  des  x  dont  l'équation  est 

_  IL 

Lorsque  /<^  a/",  la  courbe  passe  par  l'origine,  qui  est 
un  point  double  réel;  quand  l^-if^  la  couibe  passe 
encore  par  l'origine  qui  est  un  point  de  rebroussenient 
de  seconde  espèce.  Enfin,  si  /^?,y,  l'origine  est  un 
point  isolé. 

IV.  Les  tangentes  à  la  parabole  (3)  en  un  point  (^,  Yj  ) 
a  pour  équation 

:r[8/^  -  Z(4/+  h)]  +  l^y  -  /(4/+  h)  ^  -^  Z^t)  =  o. 

Pour  exprimer  que  la  droite  BG  est  tangente,  il  faut 
identifier  cette  dernière  équation  avec  l'équation  (11), 
ce  qui  donne 

^fh  4/      t^^ii^-^^fh  ' 
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d'où  l'on  déduit 

(.3)      f  =  ^^lA^t^\  ,^^    '    (,/Ah-8/^-;^). 

4/  4/ 

En  éliminant  A  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 
pour  le  lieu  des  points  (ç,  Tj)  la  droite 

'~    ^   '^       4/     ' 

Voyons  dans  quel  cas  les  coordonnées  ^  et  r,  satisfont 
à  l'équation  de  la  tangente,  quel  que  soit  Ji.  En  substi- 
tuant les  valeurs  (i3)  dans  l'équation 

h,^l-n=  jj , 

on  trouve 

l  =  2/. 

Donc,  si  -^  =  2,  le  cercle  décrit  sur  OA  comme  dia- 
mètre est  tangent  à  la  parabole,  quel  que  soit  h. 


CONCOURS  D'ADmSSIO\  A  L'ÉCOLE  POLYTECIIMQIIE  E^  1890; 

Par  m.  le  capitaine  BARISIEN. 


On  donne,  dans  un  plan,  une  hyperbole  équilatèreYi 
dont  V équation  par  rapport  à  ses  axes,  pris  pour  axes 
de  coordonnées,  est 

(i)  X- — y2  —  «2, 

Dhui   point   M  du  plan,    ayant   pour  coordonnées 
x  =  y7,  j  =  q,   on  mène  des  normales  à  cette  courbe. 
On  detnande  : 
i**  De  faire  passer  par   les  pieds  de  ces  normales 
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une  nouvelle  hyperbole  êquilaLeve,  dont  les  normales 
en  ces  points  soient  concourantes,  et  de  déterndner  leur 
point  de  concours. 

2"  En  désignant  par  K  une  hyperbole  satisfaisant  à 
cette  condition,  datis  quelle  région  du  plan  doit  être 
placé  le  point  M  pour  qu'il  y  ait  une  hyperbole  K  cor- 
respoTidant  à  ce  point? 

3"  Quelle  ligne  doit  décrire  le  point  M  pour  que 
l'hyperbole  K  soit  égale  à  l'hyperbole  H. 
N.  B.  —  On  conservera  les  notations  indiquées. 

I.  L'équation  de  l'iijperbole  ëquilatère  passant  par 
les  pieds  des  normales  issues  du  point  M  est 

(2)  ixy — py  —  qx^=o. 

•   L'équation    générale   des    coniques  passant    par   les 
points  d'intersection  des  hyperboles  (i)  et  (2)  est  donc 

( 3 )  X- — j^2 -f-  2 X xy  —  p X r  —  q\x  —  «2=0. 

Ces  coniques  sont  toujours  des  hyperboles  équila- 
tères.  Il  s'agit  de  déterminer  a  de  façon  que  les  nor- 
males aux  quatre  points  d'intersection  de  (i)  et  (a)  con- 
courent en  un  point  (a,  [i)  également  à  déterminer. 

L'équaiion  de  la  normale  à  l'hyperbole  (3)  en  j:,  j, 

est 

X—x  _  Y~y 

ix -^  "iky  —  q\        — 2K-+-iX^ — p\ 

Exprimons  que  cette  droite  passe  par  le  point  (a,  j3), 
il  vient 

(%—  x){-7.y  —  2X.r-H/)X)-4-(3  — y){ix  -^  -iky  —  q\)=  o 
et  en  développant 


(4) 


nXix"-  —  y-)—  :^xy  -^  x\i'^  —  XiyP  -^  ia.)\ 

-;-7[2a-i-X(7-h2P)]-+-X(/?a— 5rP)=o. 
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Les  normales  à  l'hyperbole  (3)  issues  du  point  (a,  (i) 
ont  leurs  pieds  à  l'interseclion  des  courbes  (3)  et  (4). 
Une  quelconque  des  hyperboles  (3)  étant 

(5  )  x-  —  y-  -f-  2  \J.xy  —  q  [j-x  —  p  \xq  —  a-  =  o, 

en  identifiant  (4)  et  (5),   on  exprimera  les  conditions 
de  l'énoncé. 

Les  équations  d'identification  sont 

iX         —  2         2^  —  X{ p  -^  1(X) 
I  ;J.  —  q  \L 

_  2  a  -(-  À  (  ^  -1-  9.  p  )  _  "/A  p'J.  —  ^  3  ) 
—  p\x  —  «■- 

Elles  peuvent  s'écrire 

(6)  X;jL=  — I, 

(7)  2  gr  =  2  P  —  ),(/>-!-  2a), 

(8)  2/?  =  2a-i-Xf^ +  2p). 

(9)  p'x  —  q'^  =~ia'^. 

En  éliminant  À  entre  (7)  et  (8),  on  a  l'équation 

(10)  (a-EV-^U-'^y-^^P'^'^'^ 


4/        \'         1/  it> 

A  un  système  de  valeurs  de/7  et  q  correspondent  donc 
deux  systèmes  de  valeurs  de  a  et  ^,  relatifs  aux  points 
d'intersection  de  la  droite  (9)  avec  le  cercle  (10). 

IL  Pour  que  ces  points  d'intersection  soient  réels,  il 
suffit  d'exprimer  que  la  distance  du  centre  du  cercle  (10) 
à  la  droite  (9)  est  plus  petite  que  le  rayon.  On  a  ainsi 


jt>2_<j,2_^8a2    ^    3/^2_j.^2 

^\lp--^q-                    'i 

ou 

(/>2—  ^2-f-   .Srt^X  3(/)2-F-  gr2) 

ou 

/>'--!-  iq"- —  4'^*>  0; 

(  ^^  ) 

a  et  p  ne  seront  réels,  et  par  suite  )>,  que  si  le  point  INJ 
est  à  l'intérieur  de  l'ellipse 

(II)  />2-i-2^2=4a2. 

Si  le  point  M  est  sur  l'ellipse  (i  i),  on  n'aura  qu'une 
hyperbole  K,  et  la  valeur  de  X  correspondante  est 

Si,  enfin,  le  point  M  est  à  l'intérieur  de  l'ellipse  (i  i) 
les  hyperboles  (K)  seront  imaginaires. 

III.   Cherchons  maintenant  la   grandeur  de  l'axe  de 
l'hyperbole  (3). 

En  général,  pour  une  conique  dont  l'équation  est 

A:r'--t-  iViXy  -f-  Cy'^-\-  o.Dx  -+-  2Ej'  -i-  F  =  o, 

l'équation  en  R-  qui  donne  les  carrés  des  demi-axes  est 

(AG  — B2)Ri-4-(A+  GjFi  R2+  F|  =  o 

avec 

AE2-hCD2— 2BDE 
ri  =  - 


B2— AG 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole  équilalère,  A  +  C  =  o,  et 
l'on  a 

v/B-^— AG 
Or,  pour  l'hyperbole  (3),  comme 

A  =  i,        G  =  — I,        B  =  X, 
D=-^\  E=-^,  ^=-«^ 

2  2 

on  trouve 

4(X2+i)^ 
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En  exprimant  que  R.=:  a,  on  a  l'équation 

On  aura  le  lieu  des  points  (/?,  q')^  tels  que  l'hyper- 
bole K  soit  égale  à  l'hyperbole  H  en  éliminant  a,  p  et  A 
entre  les  quatre  équations  (7),  (8),  (9)  et  (12). 

L'élimination  de  a  et  [j  entre  (^),  (8)  et  (9)  se  fait 
au  moyen  du  déterminant 

2       —  2X      "iq  -r-  X/? 
i\         2         ip  —  \q     =0, 
q        — p  la'^ 

qui,  développé,  devient 

(l3)       X2(^2_p2_^_4«2)_6yj^X-i-  4a2_,_2(^2_^2)=  q. 

Il  reste  à  éliminer  À  entre  (12)  et  (i3).  Cette  élimi- 
nation, qui  parait,  au  premier  abord,  assez  laborieuse, 
est  rendue  facile  par  l'artifice  suivant. 

L'équation  (12)  peut  s'écrire 

X2(y,2_^2_2^gX)  =  4«2(X2  4_i)(i_^p— 7). 

Multiplions  les  deux  membres  par  i -(- y/Xo -t- i ,  il 
vient 

(12)'        (y/X^  +  1+  i)  (^2_  ^2_  ,,p(j  l)  =  —  4a2  (X2  ^  ,). 

L'équation  (i3)  peut  aussi  se  transformer  de  la  façon 
suivante 

(l3)'         3(j02_  g-2_  .2prj'k)  =  (p'^—  ,y2_4rt2)  (X2-f-  1). 

Entre  (i2yet  (i3)',  Téliniination  de  a  va  se  l'aire  main- 
tenant très  facilement.  Divisons  ces  deux  équations 
membre  à  membre  ;  nous  aurons 


v/X2 


p' 


4a^ 
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d'où 

j,_  o.!\a^( p-  —  q'^ -\-  la"^) 

En  portant  cette  valeur  dans  (i3),  on  obtient 

—  i\^a- p^q^ip'^ —  q--T-  ia-)=  o 

et  défînitivetnent 

(/)2 —  q--ir-  ia-  ) 

X  [(/)- —  q--+-'ia-)(p-  —  q- —  i6a- —  "iiÇ) a- p''^  q-  ^  o\. 

Le  lieu  se  compose  donc  de  l'hyperbole  équilatère 

p-  —  g'2__  2a'^  =  o 

et  de  la  courbe  du  sixième  degré 

(/)2 —  q--^  9.a-)  ( p- —  q- —  lùa-)- —  2i(ja-p-q-  =  o, 

qu'il  est  facile  de  construire. 

/Y.  B. — M.  Rejnés,  ancien  élève  de  l'École  Centrale,  nous  a  envoyé 
aussi  une  solution  de  la  troisième  Partie. 


AGRÉGATIOX  DES  SCIEXCES  MATHÉMATIQUES 

(COXCOIRS  DE  1890). 

SOLUTIOX  DE   LA  Ql'ESTIOX  DE  MATIIÉMATIOIES 

ÉLÉMEVTAIRES; 

Par  m.  E.  GROSSETÉTE, 

Professeur    au    lycée    de    .\evers. 


On  donne  deux  diuiles  xOx'^  y^J'  V"*  ^^  cou- 
pent en  un  point  O,  et  sur  la  première  un  point  A, 
sur  la  seconde  un  point  B.  Une  droite  mobile  ren- 
contre xOx'  en  M  et  yOy  en  N,  et  Von  suppose  que 
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in  longueuf  ^VS  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  valeur 
absolue  de  la  différence  des  longueurs  AM  ef  BN. 

1°  Démontrer  c/u  il  j  a  deux  séries  de  droites  (/ui 
satisfont  à  cette  condition.  Trouver  combien  on  peut 
faire  passer  de  ces  droites  par  un  point  donné  P  du 
plan.  Construire  ces  droites  et  distinguer  parmi  ces 
droites  celles  pour  lesquelles  la  longueur  MN  est  la 
somme  des  longueurs  AM  et  BN  de  celles  pour  les- 
quelles elle  en  est  la  différence. 

2°  Soit  MN  une  droite  appartenant  à  l'une  des 
deux  séries;  démontrer  que  le  lieu  du  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  OMN  est  une  conique  qui  a  un 
foyer  au  point  O,  et  que  l' enveloppe  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  OMjN  est  un  cercle. 

i"  Prenons  pour  Ox  la  direction  OA  et  pour  Oj  la 
direction  OB,  et  soit  0  l'angle  AOB.  Désignons  OM 
par  ^,  ON  par  -ri,  ç  étant  positif  dans  la  direction  Ox, 
négatif  dans  la  direction  contraire,  r^  étant  positif  dans 
la  direction  Oy  et  négatif  dans  la  direction  contraire. 
Soit  encore  OA  =  a,  OB  =  b.  On  a,  dans  tous  les  cas, 

et,  dans  le  triangle  OMN, 

MN^  =OM"h-OÏ\'— aOM.ONcosO, 

MN  étant  égal  à  la  somme,  ou  a  la  valeur  absolue  de  la 
différence  des  longueurs  AM  et  BN,  on  aura,  dans  tous 
les  cas, 

ou 

(I)         2^r,(coèO  ±  i)  —  ad  zt  Ti){a  ±  b)  -^  {a  ±  6)2=  o. 

Les  signes  supérieurs  doivent  être  pris  simultanément; 
il  en  est  de  même  des  signes  inférieurs.  La  relation  pré- 

Ann.  de  Afathémat.,  3'  série,  t.  X.  (Juin  1891.)  18 
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cédente  permet  de  conclure  que  les  points  M  et  N  tra- 
cent sur  Ox  etO}  deux  divisions  lioniograpliiques.  On 
peut  donner  à  la  relation  (i)  une  autre  forme.  Posons 

AM  =  X  =:  ^  —  a,         RN  =y  =  r,  —  b. 

^  étant  positif  dans  le  sens  Ox  et  négatif  en  sens  con- 
traire, •/]  étant  positif  dans  le  sens  Oj',  on  obtient 

(2)  •i.xj^  {cos%  zhi)  =  7.x(a  —  6  cosO)  -i-  oyib  —  a  cosO)  -4-  l-, 

en  posant 

AB    =  /-  =  a"--i-  b- —  ■:>ab  cos8. 

Considérons  les  deux  divisions  lioniograpliiques  tra- 
cées sur  Ox  elOy  et  définies  par  la  relation 

(3)  2arK(cosO  -4-1)  =  ix{a  —  6cosG)-r-2j'(6  —  a  cos6)  -1-  l'^. 

Soit  !M  un  point  de  x'Ox  correspondant  à  une  valeur 
de  x,  la  valeur  correspondante  de  j  déterminera  sur 
y'Oy  un  point  N.  Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

1°  La  valeur  àe  j  est  de  même  signe  que  celle  de  x, 
alors  la  droite  MiS  est  telle  que  sa  longueur  est  égale  à 

2°  La  valeur  de  j'  est  de  signe  contraire  à  x-^  MJV  est 
telle  que  sa  longueur  est  égale  à  la  valeur  absolue  de  la 

dilférence  AîNl  —  BiN . 

Considérons  en  second  lieu  les  deux  divisions  lionio- 
grapliiques tracées  sur  Ox  et  Oy  et  définies  par  la  re- 
lation 

(3')  2arK(co?0  —  i)  =  '>.xia  —  h  cnsO)  -f-  'xy  {h  —  a  cosO  j-^  l^. 

A  un  point  M  de  x'Ox  correspondant  à  la  valeur  x 
répond  un  point  N  suv y'Oy  déterminé  par  (3'). 

i"  La  valeur  de  j  est  de  même  signe  que  celle  de  .r; 
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alors  la  droite  IMjN  est  telle  que  sa  longueur  est  égale  à 
la  valeur  absolue  de  la  difTérence  AM —  BJN  ^ 

2*^  La  valeur  dej>^  est  de  signe  contraire  à  x  ;  MN  est 
telle  que  sa  longueur  est  la  valeur  absolue  de  la  somme 

Voyons  combien  on  peut  faire  passer  de  ces  droites 
par  un  point  P  du  plan.  Considérons  les  deux  divisions 
liomograpbiques  définies  sur  OA  et  OB  par  la  relation 

(3)  2ar^(cos6  -\-\)  ^=  ix{a  —  b  cosO)  -\-  -xy  {h  —  a  cos6)  +  Z^. 

Si  l'on  joint  le  point  P  .aux  points  de  ces  deux  divi- 
sions, on  obtient  deux  faisceaux  liomograpbiques  de 
même  sommet.  Les  droites  doubles  de  ces  faisceaux 
sont  les  droites  telles  que  MX  c|u'on  peut  faire  passer 
par  le  point  P.  En  général,  il  y  a  deux  droites  réelles 
passant  par  le  point  P  et  correspondant  à  la  formule  (3). 
La  formule  (3')  en  donnerait  deux  autres.  Construisons 
les  droites  passant  par  le  point  P  et  correspondant  à 
la  formule  (3)  ou  à  la  formule 

(i')       2;T,(cosO  +i)  — 2(^  -}-  r^){a  '^-b)^{a  -\-  b)-  —  o. 

Pour  cela,  déterminons  sur  O^  et  Qj  trois  couples 
de  points  liomologvies  :  au  point  O,  considéré  comme 
appartenant  à  Oj  .,  correspond  sur  Ox  un  point  a  i^fig-  i) 

situe  a  une  distance  de  U  eq;ale  a :  de  même,  au 

point  O  de  Ox  correspond,  sur  Oy,  un  point  |J  situé  à 
une  distance  de  O  égale  aussi  à  — ; — ;  au  point  à  l'in- 
fini sur  Ox  correspond,  sur  O  )',  un  point   situé  à  une 

distance  de  O  ésale  à  — — -•  En  joignant  P  à  ces  trois 

'^  14-cosO  "'     ^ 

couples  de  points  homologues,  on  obtient  trois  couples 
de    rayons  bomologues   des   deux   faisceaux    liomogra- 
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pliiques.  Si   Ton  lait  passer  une  circonférence  par  le 
point  P,  elle  coupera  les  ra\ons  homologues  en  («,  a'), 
(Z),  //),    (f,  c').    Les    droites   a'h^    ah'  d'une  part,    et 

rig.  1. 


{ac')  et  {o! c)  se  couperont  en  deux  ppints.  La  droite 
qui  joindra  ces  deux  points  pourra  rencontrer  la  cir- 
conférence en  deux  points  e,^;  les  droites  Pe,  Py  se- 
ront les  rayons  doubles  cherchés.  On  trouve  PM  et 
PN'.  L'un  d'eux  PN  est  une  droite  de  la  première  série, 
puisque  AM  et  BA^  sont  de  même  signe,  l'autre  PN'  est 
de  la  seconde  série  puisque  BN'  et  AM'  sont  de  signes 
contraires.  On  verrait  de  la  mênie  manière  la  con- 
struction et  la  situation  des  rayons  doubles  correspon- 
dants à  la  relation  (3'). 

Soit  MN  une  droite  appartenant  à  l'une  des  séries, 
et  C  un  cercle  circonscrit  au  triangle  OMN5  cherchons 
le  lieu  du  centre  C  de  ce  cercle.  Prenons  la  figure  po- 
laire réciproque  du  cercle  G  par  rapport  à  un  cercle  di- 
recteur ayant  O  pour  centre  et  i  pour  rayon.  C,  passant 
par  le  centre  O  du  cercle  directeur,  aura  pour  ligure 
polaire  réciproque  une  parabole  ayant  pour  foyer  O  et 
pour  directrice  la  polaire  cp©'  du  centre  C  par  rapport 
au  cercle  directeur:   au  point  M  du  cercle  C  corres- 
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pond  une  tangente  à  la  parabole,  la  polaii  e  de  M  par 
rauport  au  cercle  directeur;  elle  passe  par  un  point  it. 
de  OM,  tel  que,  si  l'on  désigne  Ou.  par  jr,,  on  a 

^Xi  =  I. 

Le  symétrique  de  O,  par  rapport  à  cette  tangente, 
est  le  point  o,  où  OA  rencontre  la  directrice  delà  para- 
bole. Soit  O'o  =  x\  on  aura 


donc  ^  et  x'  sont  liés  par  la  relation 

De  même,  en  appelant  jKi  la  distance  de  l'origine  O  à 
la  polaire  t»  de  N  et  par  y'  la  distance  Ocp'  de  O  au  point 
où  la  directrice  rencontre  y' Or,  on  aura 

r,ji  =  1  et        y  =  271  ; 

donc 

-/]/'=  2. 

Or  q  et  '/]  vérifient  la  condition 

2^r,(cose±i)  — 2(;  ±rj(a=t  6)-i-(adz6)2  =0; 
donc  on  aura,  entre  x'  et  y',  la  relation 

-  (y±x'){a±r.  b)  -h  2(cosQiiz  1)  =0, 

ce  qui  prouve  que  la  directrice  de  la  parabole  trace  sur 
deux  droites  fixes,  Ox,  Oj',  deux  divisions  bomogra- 
pbiques;  par  suite,  la  directrice  enveloppe  une  conique. 
Cette  conique  est  un  cercle.  En  effet,  considérons  la 
directrice  cpcp'  c[ui  trace  sur  x'Ox^  yOj  des  divisions 
bomograpliiques  définies  par 

,,         /a-\-b\-    ,    ,  ,         ,  , 

I  1  )       (  -, —  I  X y  — (x  +y){a  H-  b)  +  •>.(  r<fi()-:-  1)  =  o. 
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Les  valeurs  de  x',  y'  correspondantes  aux  poinls  de 
contact  de  la  conique  avec  Ox  et  Oj  sont 


^  2(cos6-+-i) 

Oa  =  a  = : 

a  -H  o 


Ces  points  sont  à  égale  distance  de  O.  Si  la  conique 
est  un  cercle,  le  point  de  contact  y  de  cs'-s'  avec  ce  cercle 
doit  être  tel  que 

OY  =  ça,         9'y  =  9'[3. 

Par  suite,,  '-p'f'=  a'i  -\-  ^cp'-  et  réciproquement,  si  cette 
condition  est  remplie,  les  droites  '-sci'  restent  à  une 
distance  constante  du  point  oj,  intersection  des  perpen- 
diculaires aoj  et  ^to  à  Ox  et  Oy.  Or 

,  r     -         2(C0sf)  -^1)1 

ao  =  X  —  y.  =  \x  —  ; , 

L  rt  H-  6       J 

Si  la  conique  est  un  cercle,  on  devra  avoir 

ôo'  =  ao  —  3'-' 

f     ,  ,         4(C0Sf)+   1)1  2  ,      ,  n 

\x-i-y ^—7 — -      =:r'2-i-j2  —  ix  y  cosO 

ou 

(  — ' —  )   x'y'  —  ( x' -r-y'{a  -^  b)  -^  9.(0050  -i-i)  =  o, 

qui  n'est  autre  cliose  que  la  relation  (4')  à  laquelle  sa- 
tisfont x  ely'  -^  donc  oz»'  enveloppe  un  cercle. 

On  verrait  de  la  même  manière  que  oz>'  enveloppe  un 
cercle  lorsqu'on  considère  la  deuxième  relation  qu'on 
déduit  de  (4). 

Si  donc  on  prend  la  ligure  polaire  réciproque  de  ce 
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cercle  par  rapport  au  cercle  directeur  de  centre  O,  à 
l'enveloppe  da  la  directrice  correspondra  le  lieu  du 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OMN.  Ce  lieu 
est  donc  une  conique  ayant  pour  foyer  le  point  O  et 
pour  directrice  la  polaire  de  co,  c'est-à-dire  nne  perpen- 
diculaire sur  la  bissectrice  Ooj  de  l'angle  des  axes. 

Cela  posé,  pour  avoir  l'enveloppe  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  OMN,  il  suffit  de  clierclier  sur  la 
figure  polaire  réciproque,  l'enveloppe  des  paraboles 
ayant  même  foyer  et  telles  que  la  directrice  soit  con- 
stamment tangente  à  un  cercle. 

Considérons  alors  deux  paraboles  voisines  ayant  pour 
foyer  O  {fi g.  2)  et  pour  directrices  deux  tangentes  au 
cercle  oj.  Soit  M  un  [joint  d'intersection  5  ce  point  est  tel 
que  MO  =  MH  1^  MH',  MH  et  MH'  étant  les  distances 

Fi  g.  2. 


de  M  aux  deux  directrices.  Si  l'on  suppose  que  la  se- 
conde parabole  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  pre- 
mière, le  point  de  contact  o  de  la  directrice  cpH  avec  le 
cercle  w  sera  la  limite  du  point  d'intei'section  C  des 
deux  directrices,  car  les  directrices  enveloppent  le 
cercle  w.   Lorsque  les  deux   directrices  se  rapprochent, 
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1  angle  diminue  de  plus  en  plus;  alors  MH'  tend  vers  la 
même  limite  que  MH;  or  JMH  tend  à  devenir  la  perpendi- 
culaire menée  par  le  point  es  à  CH;  cette  droite  passera 
par  0),  ce  qu'on  pouvait  du  reste  prévoir  (^),  et  le  point  M 
tendra  vers  une  position  limile  M',  telle  que  M'c5  =  M'O. 
Or  iM'cs  est  la  distance  du  point  M'  à  la  circonférence  w. 
On  peut  donc  dire  que  le  lieu  du  point  M'  est  le  lieu 
géométrique  des  points  tels  que  leur  distance  à  un 
point  fixe  et  à  une  circonférence  fixe  est  la  même.  On 
sait  que  ce  lieu  est  une  conique  ayant  pour  foyer  le 
point  fixe  O.  L'enveloppe  des  paraboles  est  donc  une 
conique  ayant  pour  fover  le  point  O. 

Si  maintenant  on  prend  la  figure  polaire  réciproque 
de  cette  conique,  on  trouve  un  cercle;  donc  les  cercles 
circonscrits  au  triangle  OMN  enveloppent  un  cercle. 

c.  Q.  F    D. 


AGREGATIO\  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

(C0\C01RS  DE  1890). 

SOLITIOX  GÉOMÉTRIQLE  DE  LA  QlESTIO\  DE  MATHÉMATIOIES 

SPÉCIALES; 

Par  m.  Maurice  LIROUX, 
Élève  au  lycée  de  Lille. 


On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  P  dans  son 
J       plan. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  S  inscrites 
dans  le  triangle  ABC  et  vues  du  point  P  sous  un  angle 
droit. 


(')  M  est  toujours  situé  sur  la  bissectrice  de  l'angle  HCH',  laquelle 
passe  par  le  centre  w. 
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Démontrer  que  les  coniques  sont  vues  sous  un  angle 
droit  d^un  autre  point  V  ]  montrer  que,  si  P^e  déplace, 
la  droite  PP'  passe  par  u?i  point  fixe  I  et  que  le  pro- 
duit IP.IP'  est  constant. 

La  démonstration  géométrique  de  cette  question  re- 
pose tout  entière  sur  la  proposition  suivante  :  Les  cer- 
cles de  Monge  relatifs  aux.  coniques  inscrites  dans  un 
quadrilatère  ont  même  axe  radical,  et  sur  ce  théorème 
de  Steiner  :  Les  directrices  des  paraboles  inscrites  dans 
un  triangle  passent  par  le  point  de  concours  des  hau- 
teurs du  triangle. 

Transformons  par  polaires  réciproques  en  prenant  le 
point  P  pour  pôle. 

Les  coniques,  vues  du  point  P  sous  uu  angle  droit,  se 
transforment  en  des  hyperboles  équilatères  circonscrites 
à  un  triangle;  d'après  un  théorème  connu,  ces  hyperboles 
passent  par  un  quatrième  point  fixe;  donc  les  coniques, 
dont  elles  sont  les  transformées,  sont  tangentes  à  une 
quatrième  droite  fixe  :  elles  sont  donc  inscrites  dans  un 
quadrilatère. 

Si  nous  considérons  les  cercles  de  Monge  relatifs  à  ces 
coniques,  ils  ont,  d'après  le  premier  théorème  rappelé, 
même  axe  radical-,  et,  comme  les  diagonales  du  quadri- 
latère sont  des  coniques  indéfiniment  aplaties,  leurs 
cercles  de  Monge  sont  les  cercles  décrits  sur  elles  comme 
diamètres;  ces  cercles  se  coupant  en  un  point  P  se  cou- 
peront en  un  autre  point  P'  fixe  :  c'est  le  second  point 
cherché. 

Si  nous  remarquons  que  le  centre  du  cercle  de  Monge 
coïncide  avec  le  centre  de  la  conique,  nous  voyons  que, 
pour  obtenir  le  lieu  des  centres  des  coniques,  il  suffit 
d'élever,  par  le  milieu  de  PP',  la  droite  perpendiculaire 
à  PF. 
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Aux  quatre  droites  du  quadrilatère,  joignons  la  droite 
de  1  infini  :  il  n'y  a  qu'une  conique  qui  est  inscrite  dans 
ces  cinq  droites  ;  donc  une  seule  parabole  pour  chaque 
position  du  point  P. 


Or  le  point  P  est  un  point  de  la  directrice  de  cette  pa- 
rabole, le  point  P'  en  est  un  autre  5  donc  PP'  qui  est  la 
directrice  passera,  en  vertu  du  théorème  de  Steiner, 
par  le  point  de  concours  des  hauteurs  des  quatre  trian- 
gles que  l'on  peut  lornier  avec  le  quadrilatère,  et,  en 
particvilier,  du  triangle  ABC. 

Supposons  Iracée  la  quatrième  droite  DEF  du  quadri- 
latère; considérons  les  cercles  décrits  sur  les  diagonales 
BE  etCF  comme  diamètres  :  ils  passent  par  P,  P'  et  par 
le  pied  d'une  hauteur. 

Or,  le  cercle  décrit  sur  BE  comme  diamètre,  donne 
PI.Pr  =  BI.6I  =  const. 

Remarque.  —  La  démonstration  précédente  donne  le 
moyen  de  construire  la  quatrième  droite  du  quadrila- 
tère. Faisons  passer  un  cercle  par  le  poinl   P,    par  un 
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sommet  B  du  triangle  et  par  le  pied  b  de  la  hauteur  cor- 
respondante-,  ce  cercle  coupera  le  côté  AC  en  un  second 
point  E  qui  appartient  à  la  droite  chercliée;  on  agira 
de  mênie  avec  une  autre  hauteur  du  triangle  et  l'on 
joindra  les  deux  points  obtenus. 


^OTE  SIR  LA  QUESTION  PRECEDENTE; 

Par  m.  LEMAIRE. 


Soit  le  triangle  ABC,  P  un  point  de  son  plan,  S  une 
conique  inscrite  dans  le  triangle  et  vue  du  point  P  sous 

un  angle  droit  DPE.  Joignons  PC  ;  soit  C,  le  point  ou  la 
perpendiculaire  en  P  à  cette  droite  coupe  AB,  et  Cilîi 
la  seconde  tangente  issue  de  Ci  à  la  conique. 

Les  trois  couples  de  droites  (PD,  PE),  (PC,  PCj), 
(PB,  PB,  )  forment  une  involution;  les  rayons  de  deux 
couples,   étant  rectangulaires,  il   en   est  de   même  des 

rayons  PB  et  PB|  du  troisième  couple.  L'angle  PBP, 
est  donc  droit,  et  la  droite  B,  C,  fixe^  cette  droite  passe 

d'ailleurs  par  le  point  A  ,  de  BC,  tel  que  APA(  soit  droit. 

Les  coniques  S  sont  donc  inscrites  dans  un  quadrila- 
tère fixe. 

Le  lieu  de  leurs  centres  est,  d'après  le  théorème  de 
Newton,  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales 
AA,,  BB,,  CC)  de  ce  quadrilatère. 

P  est  l'un  des  deux  points  communs  aux  cercles  dé- 
crits sur  ces  diagonales  comme  diamètres. 

L'autre  point  P',  commun  à  ces  cercles,  jouit  de  la 
même  propriété  que  P. 

En  effet,  les   tangentes  menées  de  P'  à  la  coni(pie  S 
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forment,  avec  les  deux  couples  de  droites  (P'B,  P'B)) 
et  (P'C,  P'C)),  une  involution;  les  rayons  de  ces  deux 
couples  étant  rectangulaires,  il  en  est  de  même  des 
rayons  du  troisième,  c'est-à-dire  des  tangentes  à  S  issues 
de  F. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  P  se  déplace  dans  le  plan 
du  triangle,  PP'  passe  par  un  point  fixe. 

En  effet,  soit  B'  le  point  commun  au  cercle  BPB,  et  à 
AC,  et  C  le  point  commun  au  cercle  CPC)  et  à  AB. 

BB'  et  ce  sont  hauteurs  du  triangle  ABC  5  soit  I  leur 
point  commun. 

BC  et  B'C  étant  antiparallèles  par  rapport  à  l'angle  I, 

on  a 

IB.IB'=  IG.IC. 

Par  conséquent  I  est  sur  l'axe  radical  des  deux  cercles. 
Aussi  PP'  passe  par  le  point  de  rencontre  des  hau- 
teurs du  triangle  ABC. 
On  a  d'ailleurs 

IP.IP'=  1B.IB'=  const. 

Si  P  décrit  une  coui  be,  P'  décrira  une  transformée  de 
cette  courbe  par  rayons  vecteurs  réciproques  . 

Transformons  la  figure  par  polaires  réciproques  en 
prenant  pour  cercle  directeur  un  cercle  quelconque  O. 

Les  coniques  S  se  transforment  en  coniques  S)  passant 
par  trois  points  fixes  et  déterminant  sur  une  droite  fixe 
P,  un  segment  vu  d'un  point  fixe  O  sous  un  angle  droit. 

Nous  voyons  donc  que  : 

1^  Les  coniques  S|  passentpar  un  quatrième  point  fixe. 

2°  Il  existe  une  seconde  droite  P',  telle  que  les  seg- 
ments déterminés  sur  elle  par  les  coniques  Si  soient  vus 
de  O  sous  un  angle  droit. 

3"  Si  la  droite  P,  se  déplace,  le  point  de  rencontre 
de  P|  et  de  P,  décrit  une  droite  fixe. 
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Remarque.  —  Si  la  droite  P,  est  la  droite  de  l'infini 
du  plan,  les  coniques  S,  ne  sont  autre  chose  que  les 
hyperboles  équilatères  passant  par  trois  points  fixes. 

On  retrouve  la  propriété  de  ces  hyperboles  de  passer 
par  un  quatrième  point  fixe. 


REIIARQIES  SLR  LE  IIÉME  PROBLÈIIE  ; 

Par  m.  marchand, 

Professeur  au  lycée  de  Versailles. 


La  méthode  des  caractéristiques  de  Chasles  permet 
de  retrouver  tous  les  résultats  géométriquement  et  de 
se  rendre  compte  du  degré  de  difficulté  de  quelques-uns 
des  problèmes  les  plus  simples  que  l'on  peut  se  pro- 
poser sur  les  coniques  S.  Je  m'appuierai  sur  ces  résul- 
tats connus  :  «  Lorsque,  dans  un  système  de  coniques 
satisfaisant  à  quatre  conditions,  il  v  a  ut.  coniques  qui 
passent  par  un  point  donné,  et  v  qui  touchent  une 
droite  donnée,  on  dit  que  ix  ctv  sont  les  caractéristiques 
du  système.  Le  lieu  du  pôle  d'une  droite  donnée  par 
rapport  à  un  système  dont  les  caractéristiques  sont  <x 
et  V  est  une  courbe  de  l'ordre  v.  Si  l'on  examine,  en 
effet,  en  combien  de  points  ce  lieu  peut  couper  la  droite 
donnée,  on  voit  qu'il  ne  peut  la  rencontrer  qu'autant 
que  cette  droite  contient  son  pôle,  c'est-à-dire  qu'au- 
tant que  cette  droite  est  tangente  à  l'une  des  coniques 
du  système;  et  comme,  par  hypothèse,  ce  contact  ne 
peut  se  produire  que  dans  v  cas,  le  lieu  est  du  degré  v.  » 
(G.  Sai.moa-,  Sections  coniques  ;  a*"  édition,  p.  670  et 
67,.) 
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On  est  ramené  à  déterminer  la  caractéristique  v  des 
coniques  S.  Si  l'angle  to  est  quelcon.que,  il  suffit  de  cher- 
cher combien  il  v  a  de  coniques  tangentes  à  une  droite 
quelconque  PQ  passant  par  le  point  P.  On  voit  qu'il  y 
en  a  deux,  tangentes  respectivement  à  HC,  CA,  AB,  PQ 
et  à  l'une  des  deux  droites  passant  par  P  et  faisant  un 
angle  co  avec  PQ.  La  caractéristique  est  2;  le  lieu  du 
centre  est  une  conique  S.  On  trouve  aussitôt  six  points 
de  cette  conique,  savoir  les  six  points  de  rencontre  avec 
les  trois  cotés  du  triangle  DEF  obtenu  en  joignant  les 
milieux  des  cotés  du  triangle  ABC.  En  eliet,  une  co- 
nique S  ne  peut  se  réduire  à  deux  points  que  si  l'un  de 
ses  points  est  un  des  sommets  du  triangle  ABC,  par 
exempleA^en  joignant  alors PA  et  menant  par  Pies  deux 
droites  qui  font  un  angle  to  avec  PA  de  part  et  d'autre, 
on  obtiendra  deux  points  A,  et  A^  situés  sur  BC,  et 
chacun  d'eux  associé  avec  A  donnera  une  conique  satis- 
faisant aux  conditions  de  l'énoncé.  Les  intersections  de 
AA,  et  de  AAo  avec  EF  sont  deux  points  du  lieu. 

Si  l'angle  est  droit,  les  deux  droites  faisant  de  part  et 
d'autre  un  angle  droit  avec  PQ  se  confondent.  La  carac- 
téristique est  I  ;  le  lieu  du  centre  est  une  droite  A  ^  on 
construit,  comme  il  a  été  dit  précédemment,  ses  intcrsec- 
lious  avec  les  trois  côtés  du  triangle  DEF. 

Enfin,  si  l'angle  o)  devient  nul,  on  est  ramené  au  lieu 
des  centres  des  coniques  inscrites  à  ABC  et  passant 
par  P.  Il  semble  qu'il  n'y  ait  qu'une  conique  inscrite 
au  triangle  ABC  et  tangente  à  une  droite  PQ  eu  P; 
mais  ici  encore  la  caractéristique  reste  égale  à  deux, 
comme  on  le  voit  en  prenant  au  lieu  de  PQ  une  droite 
quelconque  H  ne  passant  pas  par  P;  il  y  a  en  effet  deux 
coniques  tangentes  à  quatre  droites  BC,  CA,  AB,  H  et 
passant  par  un  point  donné  P.  Considérant  l'angle  nul 
comme  la  limite  d'un  angle  co  quelconque,  on  voit  que 
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les  deux  points  de  rencontre  du  lieu  du  centre  avec  EF 
viennent  se  confondre  au  point  de  rencontre  de  PA  et 
de  EF.  Donc  le  lieu  F  du  centre  relatif  à  un  angle  nul 
est  une  conique  inscrite  au  triaugle  DEF,  qui  se  trouve 
déterminée  par  trois  points  et  les  trois  tangentes  en  ces 
points. 

Il  est  maintenant  facile  d'établir  que  toutes  les  co- 
niques S  lieux  des  centres  sont  bitangentes  entre 
elles.  En  effet,  appelons  I  et  J  les  points  circulaires;  la 
droite  PI  faisant  avec  elle-même  un  angle  indéterminé, 
le  centre  de  la  conique  inscrite  à  ABC  et  tangente  en  P 
à  PI  appartiendra  au  lieu  géométrique,  quel  que  soit  oj  ; 
de  même  pour  PJ.  Toutes  les  coniques  S  ont  donc  deux 
points  communs  et  ces  points  sont  nécessairement  ima- 
ginaires ;  en  effet,  si  le  centre  O  de  la  conique  ABCPI 
était  réel,  la  conique  aurait  plus-  de  quatre  tangentes 
réelles,  savoir  :  BC,  CA,  AB  et  les  droites  symétriques 
par  rapport  à  O5  elle  serait  réelle  et  le  point  de  contact 
avec  une  tangente  passant  pai-  I  serait  imaginaire,  ce  qui 
n'a  pas  lieu.  Les  coniques  ^  ne  peuvent  avoir  aucun 
autre  point  commun,  car  à  un  centre  donné  O  corres- 
pond une  seule  conique  inscrite  à  ABC,  et  par  suite  un 
angle  to  bien  déterminé.  Alors  deux  coniques  2  étant 
deux  coniques  réelles  qui  n'ont  en  commun  que  deux 
])oints  imaginaires  conjugués  sont  nécessairement  bitan- 
gentes, que  l'angle  soit  quelconque,  droit  ou  nul. 

On  peut  dire  que  le  lieu  du  centre  est  une  conique 
bi tangente  à  la  conique  fixe  F  aux  points  ou  cette  co- 
nique est  rencontrée  par  la  droite  fixe  A.  La  droite  A  et 
la  conique  F  ont  été  déterminées,  mais  il  est  facile  de 
déterminer  plus  complètement  la  conique  F.  Si  l'on 
mène  une  droite  K  parallèle  à  AB  et  équidistante  de  AB 
et  du  point  P,  cette  droite  sera  tangente  à  la  conique  F 
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et  son  point  de  contact  avec  F  se  déterminera  facile- 
ment. En  efïet,  pour  que  le  ceiilre  d'une  conique  S  soit 
sur  la  droite  K,  il  faut  que  l'une  des  deux  tangentes 
menées  de  Pà  S  soit  parallèle  à  AB;  la  seconde  tan- 
gente sera  l'une  des  deux  droites  qui  passent  par  P  et 
font  avec  AB  des  angles  -|-  to  et  —  m.  A  ces  deux  coni- 
ques correspondent  deux  centres  situés  sur  K,  qui  se 
confondront  en  un  seul  lorsque  l'angle  tu  deviendra 
nul,  c'est-à-dire  lorsque  le  lieu  du  centre  sera  la  co- 
nique r.  Donc  r  est  tangente  à  K  et  le  point  de  contact 
sera  le  centre  d'une  conique  inscrite  à  ABC  et  tangente 
en  P  à  une  parallèle  à  AB;  le  cas  particulier  du  théorème 
de  Brianchon,  relatif  au  quadrilatère  circonscrit,  don- 
nera le  point  Q  de  contact  avec  AB  ;  la  droite  QP  ren- 
contre K  au  point  cherché.  On  a  ainsi  pour  F  six  tan- 
gentes parallèles  deux  à  deux  avec  leurs  points  de 
contact.  On  en  tire  aussitôt  le  centre,  et,  en  appliquant  la 
méthode  de  construction  d'une  conique  par  le  théorème 
de  Pascal,  deux  diamètres  conjugués  et,  par  suite,  les 
axes. 

Si  le  point  P  vient  sur  un  des  côtés  du  triangle  ABC, 
sur  BC  pour  préciser,  on  est  ramené  à  trouver  le  lieu 
du  centre  des  coniques  de  deux  faisceaux  tangentiels 
déterminés  par  BC,  CA,  AB  et  par  les  deux  droites  me- 
nées par  P  et  faisant  respectivement  avec  BC  des  angles 
-f-  to  et  —  w.  On  a  deux  droites  qui  se  confondent  pour 
0)  =  o,  de  sorte  que,  la  conique  F  se  réduisant  à  une 
droite  double,  on  peut  toujours  la  considérer  comme 
inscrite  au  triangle  DEF. 

IJ. 

Il  parait  bien  fa(;ile  de  trouver  la  caractéristique  a  : 
«  2V  —  !j.  coniques  du  système  se  réduisent  à  un  couple 
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de  droites  et  Su — v  à  un  couple  de  points  (  Salaion, 
p.  6';3).  »  Comme  ou  a  trouvé  facilement  qu'il  y  avait 
six  coniques  S  se  réduisant  à  deux  points,  2  a  —  v  =  6  ; 

d'où  u.  =  4-  Pour  to  1=  - ,  a  ^  2. 

Pour  me  limiter,  je  me  bornerai  à  chercher  le  degré 
du  lieu  des  foyers  des  coniques  S  lequel  dépend  seule- 
ment de  la  caractéristique  v.  u  L'ordre  du  lieu  des  foyers 
des  coniques  du  système  (a,  v)  est  3v,  et  le  lieu  passe 
par  des  points  I  et  J  qui  sont  d'ordre  v  {voir  Salaion, 
pour  la  démonstration,  p.  6-1).  » 

Lorsque  l'angle  (o  est  quelconque  le  lieu  des  fovers 
des  coniques  S  est  d'ordre  3v  =  6.  Une  courbe  d'ordre  6 
est,  en  général,  déterminée  par  vingt-sept  points;  il  est 
facile  d'obtenir,  dans  le  cas  actuel,  un  nombre  supérieur 
de  points.  On  sait  d'abord  que  f  et  J  sont  deux  points 
doubles.  On  voit  aussi,  en  considérant  comme  plus  haut 
les  deux  coniques  Ax\,  et  AA2  réduites  à  deux  points, 
que  les  points  A,  et  A2  appartiennent  au  lieu  géomé- 
trique et  que  le  point  A  est  un  point  double.  Les  tan- 
gentes au  point  double  A  s'obtiennent  facilement  comme 
limite  de  ce  théorème  :  «  Les  tangentes  menées  d'un 
point  à  une  conique  ont  mêmes  bissectrices  que  les 
droites  qui  joignent  ce  point  aux  deux  foyers.  »  Consi- 
dérant laconique  AA,  comme  la  limite  d'une  conique 
qui  s'aplatit  de  manière  à  se  réduire  à  une  droite,  on 
voit  que  la  tangente  AA'  au  point  A  au  lieu  du  foyer 
doit  faire  avec  AB  le  même  angle  que  fait  AA,  avecAC, 
dans  le  sens  convenable. 

On  a  déjà  cinq  points  doubles  dont  trois  accompagnés 
de  leurs  tangentes,  ce  qui  fait  i  5  -H  6  :=  21  conditions: 
en  outre,  les  six  points  A(,  A2,B|,  Bo^C,,  Co,  ce  qui  fait 
vingt-sept  conditions. 

Eulin,  si   l'on  considère  la  conique  insc  rite  à   ABC  et 
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tangente  en  P  à  PI,  ses  quatre  loyers  sont  des   points 
du   lieu.  D(;  mènac,  si   l'on  prend  PJ,  on  aura   quatre 
points  du  lieu,  ce  qui  donnera  en  tout  2j  -f-  8  ^  35  con- 
ditions. 

Si  l'on  prend  deux  angles  to  et  co'dillerents,  on  a  deux 
courbes  du  sixième  degré  admettant  en  commun  les 
cinq  points  doubles  A,  B,  C,  I,  J  ainsi  que  les  huit  points 
correspondant  aux  coniques  ABC,  PI  et  ABC,  PJ.  Ces 
courbes  ne  peuvent  pas  se  rencontrer  en  un  autre 
point Q,  car  toute  conique,  inscrite  à  ABC  et  admettant  Q 
comme  foyer,  est  déterminée  par  cinq  tangentes  et  alors 
l'angle  to  en  résulte  sans  ambiguïté.  Cela  semble  indi- 
quer que  les  buit  points  communs  donnés  plus  haut 
sont  points  de  contact.  Eu  ellet,  deux  courbes  du  sixième 
degré  ont  trente-six  points  communs  et  cinq  points 
doubles,  plus  huit  points  simples  avec  leur  tangente 
équivalant  à5x4  +  '^x8  =  36.  Si  w  =  oV,  la  démon- 
stration semble  indiquer  que  la  courbe  lieu  des  foyers  ne 
peut  admettre  aucun  point  double  en  dehors  de  A,  B, 
C,I,J. 

On  pcmt,  comme  danslapremière  question, déterminer 
les  points  de  contact  par  les  courbes  particulières  rela- 
tives à  w  =  o  et  0)  =  -  • 

Pour  to  :=  o  le  lieu  est  encore  du  sixièmci  degré;  mais  ' 
A,  et  Ao  se  confondant,  le  lieu  admet  BC  comme  tan- 
gente et,  de  plus,  les  deux  tangentes  au  point  double  A 
se  confondent.  La  courbe  est  tangente  aux  trois  côtés 
du  triangle  ABC  et  admet  les  trois  sommets  du  triangle 
comme  points  de  rebroussement. 

Pour  to  =  -  le  lieu  s'abaisse  au  degré  3,  puisc[uevr=i  5 

on  a  une  cubique    passant  par  ABC,  y  admettant  des 
tangentes  déterminées  et  rencontrant  en  outre  les  trois 
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côtés  du  triangle  ABC  en  trois  points  faciles  à  construire. 
Comme  cette  cubique  passe  par  les  points  cycliques,  elle 
est  anallagmatique.  Le  raisonnement  fait  plus  haut  pour 
déterminer  les  points  communs  à  deux  lieux  de  foyers 
semble  d'ailleurs  établir  qu'elle  n'admet  pas  de  point 
double,  n'est  jamais  unicursale. 

Enfin,  si  le  point  P  vient  sur  un  des  côtés  du  triangle 
ABC,  le  lieu  se  décompose  en  deux  points  du  troisième 
degré  dont  chacune  est  le  lieu  géométrique  des  foyers 
des  coniques  d'un  faisceau  tangentiel. 

On  obtiendrait  une  discussion  du  même  genre  en 
s'appuyant  sur  ce  résultat  connu  :  «  Si  l'on  mène,  d'un 
point  fixe,  toutes  les  tangentes  possibles  aux  courbes 
d'un  système  (•/.,  v),  le  lieu  des  points  de  contact  de  ces 
tangentes  est  une  courbe  de  l'ordre  [j.  +  v  ayant  au 
point  fixe  un  point  multiple  d'ordre  jjt..  » 

Il  est  à  peine  nécessaire  de  remarquer  que,  tout  ce  qui 
précède  s'appliquant  dès  que  v  :=  2,  on  obtiendrait  de 
même  le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  au 
triangle  ABC  et  tangentes  à  deux  rayons  homologues  de 
deux  faisceaux  homographiques  ayant  même  centre  P. 
Si  les  rayons  doubles  de  l'homographie  sont  réels,  on 
aura  des  coniques  bi tangentes  en  deux  points  réels ^  au 
cas  de  l'angle  droit  coirespond  le  cas  de  l'involution. 
Quand  les  rayons  doubles  de  l'homographie  sont  réels, 
ils  peuvent  devenir  parallèles  à  un  ou  deux  côtés  du 
triangle  ABC,  l'un  d'eux  pouvant  même  passer  par  un 
des  sommets  du  triangle. 

Pour  terminer,  je  me  bornerai  à  la  remarque  suivante  : 
au  lieu  de  rendre  réels  les  points  doubles  de  l'homogra- 
phie, on  peut  rendre  imaginaires  deux  côtés  du  triangle 
ABC  et  l'on  est  amené  à  étudier  ce  problème  :  lieu  des 
centres  et  des  foyers  des  coniques  S  admettant  un  point 
A  comme  foyer  et   une  droite   lîC  comme  tangente.  Par 
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application  du   principe  de  coriespondance  de  Chasles, 
on  trouve  facilement  que  le  lieu   du  foyer  devient  alors 
une  conique. 


RÉALISATIO\  ET  ISAGE  DES  FORMES  IMAGINAIRES 
E\  GÉOMÉTRIE. 

CONFÉUENCES    DONNÉES   PAR    M.    .M.WIMILIEX    MARIE 

au   Collège  Stanislas,  à    Sainte-Barbe,    à    l'École  Sainte-Geneviève 
ei  à  l'École  .Monge  ('). 


^^.Détermination  de  la  conrhc  la  plus  générale 
du  troisième  degré  quarrahle  algébriquement.  —  Les 
trois  asvniptotes  de  cette  courbe  doivent  la  couper  cha- 
cune en  trois  points  situés  à  1  infini,  par  conséquent 
elle  doit  avoir  trois  diamètres  rectilignes,  respective- 
ment conjugués  des  cordes  parallèles  à  ses  trois  asym- 
ptotes-, ces  diamètres  seront,  d'ailleurs,  les  médianes  du 
triangle  des  asymptotes;  la  courbe  doit,  en  outre,  avoir 
un  point  double,  lequel  ne  pouria  se  trouver  cju'au 
point  de  rencontre  des  trois  diamètres. 

Son  écjuation,  rapportée  à  l'une  des  médianes,  prise 
pour  axe  des  x,  au  point  double,  ])ris  pour  oiigine,  et  à 
la  parallèle  à  l'asymptote  parallèle  aux  cordes  conju- 
guées de  l'axe  des  :r,  prise  pour  axe  des  )',  est 


y 


ax       /  i 


■^  m 


a  désignant  la  moitié  du  côté  du  triangle  des  asymptotes 
qui  est  parallèle  à  l'axe  des  r,  et  m  le  tiers  de  la  mé- 
diane correspondant  à  ce  côté  pris  pour  base. 


(  •)  Voir  t.  \,  p.    17a. 
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La  quadratrict;  esi 

^—  (  X  ~-  3m)  \/(x  —  m){x  -+-  3//i  i. 

La  courbe  représentée  par  léquation 


r  = 


ax  .    /  X  -!-  3/71 


i/-;^ 


3  w  V^     -ï"  —  rii 


a  la  figure  ci-)oiiile. 

Je  lui  ai  donné  le  nom  de  trèfïe,  à  cause  de  sa  forme  : 
toutes  ses  conjuguées,  (jui  sont  du  sixième,  degi^é,  sauf 
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le  folium  de  Descartes,  sont  également  (piarrables  algé- 
briquement. On  savait  depuis  longtemps  que  le  folium 
était  (juarrable  algébric[uement ,  mais  on  n'avait  pas 
l'explication  du  fait.  On  vérifiera  aisément  que  les  trois 
asymptotes  de  cette  courbe  la  coupent  aussi  chacune  en 
trois  points  situés  à  l'infini^  seulement  deux  d'entre 
elles  sont  imaginaires. 

Cet  exemple  est  très  propre  à  faire  toucher  du  doigt 
bien  des  choses  que  j'ai  énoncées  comme  évidentes, 
parce  qu'elles  le  sont  en  ellet,  mais  (|ui  paraissent  avoir 
été  peu  comprises. 


(  2?^  ) 

La  dénionslralion,  entre  autres,  de  ce  tliéorèmc  que 
la  formation  d'un  nouveau  point  double  dans  une  courbe 
algébrique  entraîne  une  réduction  de  deux  unités  dans 
le  nombre  des  périodes  de  la  quadratrice,  cette  démon- 
stration d'un  fait,  pourtant  si  imprévu,  n'a  excité  au- 
cun intérêt,  parce  que  l'analyse  pure  ne  peut  pas  four- 
nir, par  elle-même,  une  notion  exacte  de  la  continuité 
et  que  les  analystes  cultivent  généralement  très  peu  la 
Géométrie. 

Il  est  facile  de  montrer  combien  étaient  mal  fondées 
les  préventions  avec  lesquelles  ma  démonstration  a  été 
reçue. 

Menons    au   trèlle  T^T'U^U'VcV  deux    tangentes 


1 


parallèles  DE,^D'E',  dont  la  direction  soit  celle  d'une 
droite  comprise  dans  l'intérieur  de  l'angle  A,  par 
exemple,  du  triangle  BAC  des  asymptotes  ;  une  parallèle 
à  ces  deux  tangentes  et  comprise  entre  elles  ne  coupera 
la  courbe  qu'en  un  seul  point  réel  5  les  deux  tangentes 
DE,  D'E'  comprendront  donc  entre  elles  une  conjuguée 


I 
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du  irèlle  ;  celle  conjuguée  sera  fermée  d(;  toutes  paris, 
ce  qui  était  prévu,  les  trois  asymptotes  de  la  courbe 
réelle  étant  réelles.  Soit  C  la  caractéristique  de  cette 
conjuguée  ou  le  coeflicieut  angulaire  commun  de  DE, 
D'E';  la  conjuguée  C  passera  au  point  double  O;  les  élé- 
ments du  lieu  en  ce  point  O  seront  fournis  par  l'équation 

les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  la  conjuguée 
C,  au  point  O,  seront  donc,  d'après  une  formule  connue, 


/3 


v/2 


En  conséquence,  les  branches  de  la  conjuguée  consi- 
dérée se  couperont  au  point  O  sous  un  angle  et  elles 
formeront  une  boucle  en  forme  de  huit;  cette  conjuguée 
aura  une  forme  telle  que  celle  qu'indique  la  figure;  si 
l'Algèbre  entendait  la  continuité  autrement  que  moi, 
si  elle  la  comprenait,  par  exemple,  comme  l'ont  com- 
prise MM.  Cauchy  et  Puiseux,  dans  leur  théorie  de  la 
série  de  Taylor;  ou  si  l'Algèbre  considérait  le  chemin 
OJNHMO  comme  fermé,  sous  le  prétexte  que  le  point 
mobile  [-^^J}  J^  parti  de  O,  serait  revenu  en  O,  c'est- 
à-dire  que  la  fonction  y  et  sa  variable  .r  seraient  en 
même  temps  revenues  à  leurs  valeurs  initiales,  mais 
sans  que  les  dérivées  initiales  et  finales  de  tous  les 
ordres,  de  la  fonction  j',  fussent  les  mêmes  au  départ  et 
à  l'arrivée,  l'intégrale 


3m 


/a  T       /  X  -!-  3 
admettrait  pour  période  le  produil  par  y  —  i    de  l'aire 
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de  la  boucle  HMOjNH;  elle  adnieltrail  de  même  pour 
période  le  produit  par  \J —  i  de  l'aire  de  la  boucle 
OM'H'A'O;  mais,  celle  intégrale  étant  algébri(jue  n'a 
pas  de  périodes;  doue  l'Algèbre  entend  la  continuité 
comme  je  l'ai  entend ui;  partout  dans  la  théorie  de  la  sé- 
rie de  Taylor,  comme  dans  la  théorie  des  intégrales. 

Maintenant,  pourquoi  la  cpiadratrice  du  trèfle  esl-elle 
algébrique,  quoique  ses  conjuguées  soient  toutes  fer- 
mées, sauf  celles  dont  les  cordes  réelles  sont  parallèles 
aux  trois  directions  asjmplotiques  et  qui  sont  des  fo- 
liums?  C'est  parce  que  les  deux  boucles  de  l'une  quel- 
conque d'entre  elles,  même  des  trois  qui  sont  des  fo- 
liums,  entourent  des  aires  égales,  comme  on  le  vérifierait 
aisément,  puisqu'on  a  la  formule  de  quadrature  et  que 
c'est  le  produit  par  y/ —  i  de  la  ditîérence  de  leurs  aires 
qui  forme  la  période;  parce  que  la  continuité  exige  que 
les  deux  boucles  soient  parcourues  dans  le  sens  indiqué 
par  les  llèches,  ou  dans  le  sens  contraire. 

Quant  à  la  raison  pour  laquelle  les  deux  aires 
ONHMO  et  ON'H'M'O  sont  égales,  dans  le  cas  actuel, 
elle  est  Cacib;  à  donner  :  si  l'on  déformait  infiniment  peu 
la  courbe,  de  manière,  d'une  part,  à  supprimer  le  point 
double,  qui  serait  alors  remplacé  par  un  petit  anneau 
réel,  et,  de  l'autre,  à  faire  en  sorte  que  les  trois  asym- 
ptotes cessassent  d'être  d'inflexion,  en  premier  lieu,  la 
conjuguée  ONH  MON'H'M'O  se  segmenterait  en  deux 
anneaux  séparés,  compris,  l'un  entre  la  branche  UU' et 
l'anneau  réel,  qui  aurait  remplacé  le  point  double,  l'autre 
compris  entre  ce  même  anneau  réel  et  la  branche  VV; 
en  second  lieu,  les  aires  enveloppées  par  les  deux  an- 
neaux de  la  conjuguée  cesseraient  d'être  égales;  mais, 
en  troisième  lieu,  la  quadralrice  de  la  courbe  ne  com- 
portant que  deux  périodes  ellipti(jues,  la  ditférence  des 
dfHix  aires  en  question,  lorsqu'elle  réexisterait,  ne  pour- 
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rail  èlie  que  l'aire  coriespondaiit  à  l'une  des  trois   pé- 
riodes cycliques. 

La  réapparition  du  point  double,  non  accompagnée 
de  l'annulation  des  trois  périodes  cycliques,  aurait  alors 
pour  ellets,  d'abord,  de  réduire  à  néant  la  période  ellip- 
tique réelle-,  eji  second  lieu,  de  réduire  à  une  seule  ap- 
parence les  deux  figures  de  la  période  ultracyclique 
imaginaire;  en  troisième  lieu,  de  supprimer,  par  sous- 
traction, la  partie  commune,  elliptique,  des  deux  repré- 
sentations de  la  période  ultracyclique  imaginaire;  enfin 
de  ne  laisser  subsister,  à  la  place  des  deux  figures  de  la 
période  ultracyclique  imaginaire,  qu'une  forme  acces- 
soire de  l'une  des  périodes  cycliques. 


Sun     LA    RECTIFICATIOIN     DES    COURBES    PLAWES. 

Les  intégrales  reclificatrices  de  l'enveloppe  réelle  et 
de  l'enveloppe  imaginaire  réalisée  d'un  même  lieu  ont 
les  mêmes  périodes,  au  facteur  y' —  i   près. 

La  période  réelle  de  la  reclificatrice  d'une  liyperbole 
est  la  différence  entre  la  longueur  totale  de  cette  hyper- 
bole et  la  longueur  totale  de  ses  asymptotes  (les  extré- 
mités ayant  mêmes  abscisses);  la  période  imaginaire  de 
la  même  rectifîcatrice  est  le  produit  par  y—i  de  la 
différence  entre  la  longueur  totale  de  l'hyperbole  sup- 
plémentaire et  la  longueur  totale  des  asymptotes  com- 
munes. 

Ces  deux  derniers  théorèmes  s'étendent  aux  courbes 
de  tous  les  ordres,  en  y  considérant  les  différents  cycles 
fermés,  composés  de  branches  convenablement  groupées 
des  deux  enveloppes  et  de  leurs  asymptotes  couimunes. 

Les  démonstrations  de  ces  théorèmes  se  trouvent  dans 
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le  Toint;  11  de  ma  Théorie  des  foiiclions  de  variables 
imaginaires ^  elles  n'ont  pas  été  données  aux  Confé- 
rences. 

27.   Précis  d\ine  théorie  rationnelle  des  fondions 
circulaires  directes  et  inuerses.  —  Si  l'on  pose 


)  sera  par  définition  le  sinus  de  S  et  S  l'arc  dont  le  sinus 
est  y^  X  =  y  1  — y-  sera  le  cosinus  de  S  et  S  l'arc  dont 


le   cosinus   est  x 


I , 


y 


sera  la  tangente  de  S, 


-  en  sera  la  colangente,  -  la  sécante  et  —  la  cosécante. 

y  _  . .  ^  y 


On  aura  évidemment 

sin-S  -+-  cos'-S  =  I , 


taiiirS  = 


sin  S 

cosS 


X  ç,\,y  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
cercle  x-  -\- y-  =  i  ou  de  l'une  de  ses  conjuguées,  il  sera 


toujours  facile,  par   la   théorie   des  aires,  de  savoir  ce 
que  sera  S,  quand  même  x  et  j' seraient  imaginaires. 

Supposons  d'abord  y  réel    et  moindre  que   i,  .r  sera 
aussi  réel  et  moindre  que  i  ;  le  poinl  [j-,  j]  appartien- 
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cita   au  cercle  :  soit  M  ce  point, 

r^       dy       ^    r^'  {^—y''--^y''-)dY 

=  —  /-p^^7+/      dyyji—yi 

=  [—y  /i  —  JK-  ]o  +  2  /     dy  s/i  —y- 

=  2  aire  OAMP  —  2 aire  OPM 

=  2  aire  secteur  AOM -h  2/it:=  S. 

Si  y  est  imaginaire  sans  partie  réelle,  x  sera  réel  et 
plus  grand  que  i ,  le  point  [.r,  >]  appartiendra  <à  la  con- 
juguée à  abscisses  réelles  du  cercle  :  soit  M  ce  point, 

•1   /     iJy  \J \  — j'^  sera  imaginaire  sans  partie  réelle,  et 

représentera  le  produit  par  \J — ■  i  de  l'aire  OAIMP^  d'un 

Fis.  25. 


autre  côté,  — y  \J i  — y-  représentera  le  double  du  pro- 
duit par  \] — ^i  de  l'aire  du  triangle  OINJP;  par  consé- 
quent /  — — ■- ou  S  représentera  le  double  du  produit 

par  y/ — i  de  l'aire  du  secteur  AOM,  et  l'on  pourra  y 
ajouter  un  nombre  entier  de  lois  -iTt,  parce  que,  avant 
de  faire  parcourir  l'arc  AiM  au  point  [x,  y],  on  pourra 
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lui  faire,  parcourir,  autant  de  fois  que  l'on  voudra,  la  cir 
conférence  ABCDA,  dans  un  sens  ou  dans  l'autte. 


Si  j)  el  X  ont  respectivement  pour  valeurs  a'-h  ^' y —  i 
et  a  +  |3  \J —  I ,  le  point  [r,  j  ]  appartiendra  à  la  conju- 
guëe  C  =  =^  du  cercle  :  soit  M  ce  point,  a  et  a'  seront 

les  coordonnées  du  point  ?s  milieu  de  la  corde  réelle 
MNM'  de  la  conjuguée,  c'est-à-dire  OQ  et  QiV,  [3  sera 
égal  à  —  JNR  et  ^3'  à  -h  RM,  de  sorte  que  x  et  y  auront 
respectivement  pour  valeurs 

j-  =  OQ  —  NR  ^^, 
jK  =  QN  4-  RM  v/^  ; 


mais  la  figure  donne  les  analogies 


QN 
BT 


ON 
ÔB 


et 


RM 
ÔT 


MN 
OR 


c'est-à-dire 

QN  =  sin(-2AOB)cos(^ROM  s/^^i) 

RM  \/—i  =  cos(2AOB)  sin  (  2BOM  y/^")  : 


et 

d'où 


r=       sin(2A0Bjco?(2B0M  v/— i) 
-1-  cos(2  AOB  j  sin  ('o.BOM  v^^): 
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d'un  autre  côté,  si  l'on  cherchait  la  valeur  d(;  /         -^    ■ 

on  trouverait 

S  =  2(A0Bh-B0M  v/^)-+-2A-; 

on  en  conclut 

_;K=sinS=       sin(2A0B -h- 2BOM  y/^^) 

^       sin(2AOB)cos(2BOIM /^) 
+  cos(2  AOB)  sin  (2BOM  \/^^): 

on  trouverait  de  même 

a7  =  cosS=       cos(2A0B-+-2B0i\l/~) 
=       cos(2AOB)cos(2BOM  Z^; 
—  sin(2A0B)sin(2B0M  y/^}- 
La  formule 

"      dr 


f 


V^'— 7 


d'où 

dy 


dS  I  I 

dy  ~  v/ï^^  ~  ^"^^ 


,„  ~  D(sin  S  )  =  cosS  ; 


d'un  autre  côté, 


I  1 


dS       dS  dy  i  i  i  —  1 

dx       dy  dx       cosS    d.r        cosS  )■  ~       y  ^       sin  S 

dy  /^^^ 

d'où 

—  =  D(cosS)  =  —  sin  S. 

11  en  résulte  par  la  iormule  de  Maclaurin 

S» 


sin  S  =  S- 
cosS  =  I 


1.2.3 
I  .2 

quel  que  soit  S. 
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28.    Précis  (V  une  lltéorie  ralionnelle  des  fondions 
exponentielle  et  logarilliniiqae.  —  Si  l'on  pose 


s=  ■     ^^^ 


S  sera  l'aire  de  l'hyperbole  éqiiilalère  r=  -'  eomplée 

du  sommet  A  jusqu'à  un  point  quelconque  d'une  con- 
juguée.* quelconque  et  s'appellera  le  logarithme  de  x. 

Si  'Ci[x)  désigne  une  fonclion  de  x  assujettie  seule- 
ment à  prendre  la  valeur  i  pour  x=  i,  on  aura  identi- 
quement 

C^  —    '     f""  '^'i^)doc  _   f'^ '^{x)clx-^x':^'{x)(lx  _    /•'■f/[.rciO)] 

c'est-à-dire 

\Ax)-^h\':j{x)\  =  \.{xo{x)\, 

'^{x)  pouvant  prendre  une  valeur  quelconque  lorsque  x 
n'est  pas  égal  à  i .  On  en  conclut 

L(rt6)=  L(a)-^L(6), 
L(|j=L(rO-L(6), 
L(a'«)=  m\.a, 


Le  demi-axe  OA  de  Ihyperhole  est  ^/a;  par  conséquent, 
l'aire  de  la  conjuguée  circulaire  est  i-  et  la  période  de 

l'intégrale  /  ^  est  2- y/ — 1,  c'est-à-dire  que 


r    dx        r"  (Ix  ,_ 

/       —  =  /       ■ — •  =  aireaAM7?z -I- 'iA- / — i 

=  L(^)-^2/.-/=T. 

Si  M'   désigne  le  point  de  l'hyperbole  diamélialemenl 
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opposé  à  M, 


Ja        ~        a       ^    ^J»!         ^    ' 


par  conséquent, 


/  —   =  L(j7)  +  ('> /.-  +  !)-  /—  1 


Si  M,  désigne  le  point  de  l'iiyperbole  supplémentaire 
symétrique  de  M  par  rapport  à  l'axe  des  y, 

.M,      ,  r-M     7  ^>li     / 

(IX         r     f'x         C      dx 


X 


en  (^Ifet,  lorsque  le  point  mol)ile 

parcourt  la  conjuguée  i\  du  lieu  x^  =  i .  '-  conserve  la 
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valeui'  C>  ;  mais 

a'  -H  ^'  /—  I  =  - 


a-^-S/- 


«2  _  p2 


de  sorte  que 


-^^2  «•■'-r-P 


7,V^-I 


«2 -H  32 


et  que,  par  conséquent. 


conserve  une  valeur   constante  C,  ou  que  a^a-f-  ? '/[^ 
reste  constamment  nul.  Il  en  résulte  que     • 

=  —  G  /  (  a  f/a  -^  ?  rf;3  )  —  c  y/^  /  (  ^  d^  -f-  a  fl'3  ) 
reste  imaginaire  sans  partie  réelle.  Or  la  partie  iinagi- 


.M, 


d.r 


1       C  '      nr  ~     r  15        1  '1 

naire  (le  1        — ^est  —  -y  —  i ,  car,  1  oidonneei'clu  point 

M,   de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du    lieu 

étant  imaginaire  sans  partie  réelle,  l'expression  ^  de 

l'aire  du  triangle  à  introduire  à  la  limite  M,,  pour  rap- 
porter le  lieu  au  même  axe  des  x  et  à  une  parallèle  aux 
cordes  réelles  de  la  conjuguée  MM,,  serait  réelle. 
Il  en   résulte 


r 


dx 


=  \at)  ^{:xl^-\)-i~i. 


et,  de  la  même  manière, 
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Comm(;  S  croit  en  progression  aritliiuélique,  lorsque  x 
croit    en   progression    géométrique    et   que,    d'ailleurs, 

-7^  =  -  pari  de  la  valeur  i,  lorsque  x=  i    et  S  =  o,  il 

en  résulte  que  les  deux  progressions  sont,  pour  x^ 

I  :  (  1  +  -/):(  I  -t-  a  j-  :  ...  :  n  -h  a _)■■':  ... , 

et  pour  S, 

o .  a . 2 a n  y..  ...  , 

a  pouvant  être  réel  ou  imaginaire. 

Si  l'on  veut  déterminer  la  base  du  système,    il   faut 

supposer  y.  réel  et  prendre  /?  a  ^  i ,  d'où  n  =i  -  et  la 
base  est 

d-l-  y-Y  =  (i-^  3:;î=  e. 

Les  logarithmes   dont  il    s'agit    dans   ce   qui  précède 
sontdonc  les  logarithmes  n<'périens;  et,  en  conséquence, 

on  peut  poser 

T  =  e^, 

pourvu  qu'il  soit  entendu  (pie  le»  exposants  S  se  com- 
porleroni,  dans  toutes  les  ojtérations,  comme  s'ils  étaient 
réels. 

L'équation 

donne 


'   rf,r 


r-^ 


d'( 


dx 


dx  e 

- — •   n^  T  — •  P^ 


toutes  les   dérivées   de  x  par  rapjiort  à  S  se  réduisent 
donc  à  e*^,  et  ont  la  valeur  t,  poiii-  S  =  o  ;  il  en  résulte. 
Ann.  de  Mathéinat.,  ?>'  série,  l.   \.  (.luin   1891.)  liO 
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par  la  forniulo  de  Maclaurin, 

S         S2 

e^=  i-\ 1 — .... 

i         i  .1 

Remaiffue.  —  Il  n'est  pas  étonnant  que  les  fonctions 
circulaiies,  diicctes  et  inverses,  se  ramènent  aux  fonc- 
tions exponentielles  et  logaritlimiques,  puisque  les  unes 
ont  leur  origine  dans  la  quadratrice  du  cercle  et  de  ses 
conjuguées,  qui  sont  des  hyperboles  cquilatères,  elles 
autres  dans  la  quadratrice  de  l'hyperbole  équilatère  et 
de  ses  conjuguées,  dont  l'une  est  un  cercle. 


sua    LES    FOKCTIOJNS    ELLIPTIQUES. 

Le  second  \olume  de  ma  Théorie  des  fonctions  de 
variables  imaginaires  contient  la  théorie  élémentaire 
des  fonctions  elliptiques,  établie  d'après  les  mêmes  prin- 
cipes que  les  deux  précédentes. 


GEOMETllIE    DANS    L  ESPACE. 

Le  temps  n'a  permis  de  traiter  que  bien  imparfaite- 
ment les  questions,  analogues  aux  précédentes,  qu(; 
comporte  la  Géométrie  à  trois  dimensions. 

Nous  ne  ferons  guère  non  plus,  ici,  qu'indiquer  les 
solutions. 

On  trouvera  les  explications  complémentaires  qui 
seraient  jugées  utiles  dans  les  deux  premiers  Volumes 
de  la  Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires  ; 
mais  le  lecteur  pourrait  toujours  v  suppléer  aisément. 

1.  J'appelle  conjuguées  d'une  suilace  représentée  par 
une  équation 


I 
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li's  lieux  (les  points 

correspondant  à  toutes  les  solutions 

a"  =  ot  -f-  ^  /—  I  ,         jK  =  a'  -h  3'  y/ —  I  ,         z  —  7."  -^  P"  \/—  I 

de  l'équation  proposée,  où  les  parties  imaginaires  ^,  Jj' 
et  ^"  seraient  comme  des  constantes 

C.     C     et      C", 

c'est-à-dire,  telles  que 

p  ^  ?:  ^  ?: 

G        C        C  ' 

2.  La  situation  dans  Tespace  du  point  [x(,  }|,  5:,], 
qui  représente  une  solution  imaginaire,  reste  la  même 
quelle  que  soit  la  transformation  de  coordonnées  qu'on 
lasse  subir  au  lieu  considéré  et,  par  suite,  à  la  solution 
représentée. 

En  eiïet,  si  les  formules  de  transformation,  résolues 
par  rapport  aux  nouvelles  coordonnées,  sont 

x'  =  a  -^  mx  -!-  ny  -hpz. 
y'  =  a' ^-  m' X  -f-  n'y  -+-p'z-, 
z'  =  a" -i-  i)i" X  -r-  n'y  -h p"z, 

les  valeurs  des  nouvelles  coordonnées  .r',  7',  z'  qui  cor- 
respondent à 

.T  =  a  -i-  p  y/—  I  ,         y  =  u'-i-  '^'  sj  —  i ,  ^  =  a"  -f-  ^■'  V''-^ 

sont 

x'  —  a  ^  m  a  ^  nv!  -^ py"  -+-  (  m  ^  +  « ^'  -i-/?  ^"  )  y/—  1  , 
J/'  =  a'  -t-  m'a  -^  «' a'  +  />' a"  -t- ( m'  j3  -h  «' P'  -!- /?'  p"  )  y/ —  i  . 
~'  =  a"  -r-  m''  y.  -f-  n"  a' -i-  />" a"  -!-  (  ni!'  [î  -t-  n"  [î'  -t- y?" 3" )  y/ —  1 , 
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de  sorte  que  les  eoordonnées  x,,  jt ,  ^,  du  point  repré- 
sentatif de  la  première  solution  étant 

^i=a-t-^,  /i=a'-i-P',  2i=a"-i-P" 

et  les  coordonnées  x,  ,j', ,  z\  du  point  représentatif  de 
la  seconde  solution  étant 

x\  =  a  -^m  (a+  p)+«  (a'+ jB')^/?  (a"+ p"), 

OU 

y\  =  a'  -^  m'xi  -}-  rt'j,  -+-/>'^i, 
4;j  =  «"-+-  /?i"a"i  -4-  n"_;Ki-)-/>"si, 

il  est  clair  que  les  deux  points  (x,,  j}  ,,  s,)  et  (x,  ,J)  ', ,  -J 
coïncident,  puisque  leurs  coordonnées  sont  reliées  entre 
elles  par  les  formules  de  la  transformation  elïéctuée. 

Le  mode  de  construction  adopté,  pour  obtenir  les 
coordonnées  du  point  rej)résentatif  d'une  solution,  est 
d'ailleurs  le  seul  qui  assure  la  fixité  dans  l'espace  de  ce 
point,  puisque,  par  exemple,  pour  assurer  la  fixité  du 
point  dans  l'espace,  il  faudrait,  au  moins,  assurer  celle 
de  sa  projection  sur  le  plan  des  X)  ,  si  l'on  ne  faisait 
changer  que  les  directions  des  axes  des  x  et  des  j  ,  dans 
l'ancien  plan  des  xj  et  (|ue,  pour  cela,  il  faudrait, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  en  Géométrie  plane,  représenter 
la  solution 

a;  =  a-f- !3v/— 1,         jK=a'-VpV— ' 

par  le  point 

■2^1=2  +  ^,         7i=a'-i-^'. 

3.   Une  droite  réelle 

X  —  cl        y  —  cl'        z  —  cl 

~~cr~  ^  ~â    ^    G" 


(  ^^3  ) 
n'csl  capable  que  de  solutions  du  système  [C,  C,  C"]  ;  de 
sorte  que  la  conjuguée  [C,G'.  C"]  d'un  lieu /(x,jk,  -)=  o 
est  le  lieu  des  intersections  idéales,  réalisées,  de  ce  lieu 
et  de  la  suite  des  droites  représentées  par  les  équations 


T  —  d        y  —  d'        z  —  d" 


où  d.  d'  et  d"  seraient  variables 


G  C     ~      C" 

à  volonté. 

Ces  droites  sont  les  cordes  réelles  de  la  conjuguée, 
elles  joignent  deux  à  deux  ses  points  imaginaires  conju- 


4.  En  rendant  l'un  des  axes  de  coordonnées  parallèle 
aux  cordes  réelles  d'une  conjuguée,  on  rendrait  en 
même  temps  réelles  les  deux  autres  coordonnées  de  tous 
ses  points. 

5.  I!  en  résulte  que,  par  un  choix  convenable  d'axes, 
on  peut  toujours  ramener  l'ordonnée  z,  par  exemple, 
d'une  conjuguée  à  être  une  fonction  de  deux  autres  va- 
riables X  et  r,  réelles. 

6.  Les  conjuguées  d'une  surface  réelle  lui  sont  géné- 
ralement inscrites  ou  circonscrites  et  la  courbe  de  con- 
tact, pour  chacune  d'elles,  est  la  couibe  de  contact  avec 
la  même  surface  réelle  du  cylindre  qui  lui  serait  cir- 
consciit  parallèlement  aux  cordes  réelles  de  la  conju- 
guée en  question.  Une  surface  réelle  est  donc  l'enve- 
loppe de  ses  conjuguées. 

Les  conjuguées  d'un  cône  réel  sont  les  cônes,  de 
même  sommet,  ayant  pour  directrices,  dans  un  plan 
quelconque,  les  conjuguées  de  la  section  du  cône  par  ce 
plan. 

Les  conjuguées  d'un  cylindre  réel  sont  les  cylindres 
ayant   pour  directrices,  dans    un   plan   (juclconque,  les 
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conjuguées  de  la  section  du  cylindre  par  ce  plan  cl  leurs 
généra Irices  parallèles  à  celles  du  cylindre  proposé. 


7.   Les  conjuguées  des  surfaces  du  second  degré  sont 
autres  sur 
tous  les  cas. 


d'autres  surfaces  du  second  degré,  aisées  à  définir  dans 


8.  Les  conjuguées  d'un  lieu  /"(X,  Y,Z)  ^=  o  ont  géné- 
ralement une  seconde  enveloppe  imaginaire,  lieu  des 
points  du  lieu  où  les  rapports  deux  à  deux  des  trois  dé- 
rivées partielles  fj^if'^fz  sont  réels. 

En  elïet,  les  éléments  du  lieu /"(X,  Y,Z)  =  o  aux  en- 
virons d'un  de  ses  points  [x^y^z)  sont  définis  par 
l'équation 

ou 

dz=-^  dx  -  ^  dy. 
c'est-à-dire 

f/^  =  (/«  -i-  n  \l —  i)  dx  -^{p  -{-  q  v'—  i)  dy, 

si  ///  -f-  "  \  —  I    et  p  -H  q  y/ —  i   sont  respectivement  les 
valeurs  de  —  ~j^  et  ~. ,  au  point  (x,  y,  s). 
Si  1  on  fait 

dr  =  d:x  -^  d^   \/ —  r  , 

dy  =  da  —  d^'  / —  i  , 

dz  =  da."-i-dr  s^/^  , 

ré(]ualion  précédente  donne 

doc"  =  m  d'x  —  n  d'^  -^  p  dx  —  q  r/3'  ' 
et 

f/^"=  m  d^^  ^  n  d% -\-  p  <:/|3'-+-  r/  da!  ; 
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d'où 

f/a" -^  d'f  =i  (  ni  -^  n)  dr/.  ^[m  —  n  }  <l'ù 

-^{p  -i-  cj)  dx'-^(p  —  q)  rfS', 

c'est-à-dire 

( m  -^-  n)  d:t. -^ { m  —  n)  d'i    , 

^^-  = TÛTlP, '  ^^"' 

ip^rj)dy:-(p-q)d'i' 

-^ M+  d^'  '^^' 

OU  encore 

dz,  = ^^p— dx,  +  -^,-, dy, . 

rfa  r/x' 

Pour  que  le  point  [x^y,  s]  appartînt  à  l'enveloppe  des 
conjuguées,  il  faudrait  que  tous  ces  éléments  fussent 
compris  dans  un  même  plan,  qui  serait  le  plan  tangent 
à  l'enveloppe  au  point  [x,  7,  s];  pour  cela,  il  faudrait 
que  dzi  ne  dépendit  que  de  rf.r,  et  de  dy^^  cl,  par  con- 
séquent, fût  indépendant  de  -j-  et  de  —  •  Cela  exigerait 
les  deux  conditions 


et 


c'est-à-dire  72  =  o  et(7  =  o. 

Ainsi,  tout  point  de  l'une  ou  l'autre  enveloppe  est 
nécessairement  tel  qu'en  ce  point 

^      et      Z^ 
soient  réels. 

Mais  chaque  conjuguée  ne  louche  l'enveloppe  imagi- 
naire qu'en  quelques  points  et  non  plus  suivant  une 
courbe.  En  effet,  les  solutions  des  liois  écpiations 


f(3r,y.  *)  =  o,  'i^  ~  '"^■*^''  ^  =  ''*'^''- 
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où  l'on  ferait  x  =  a  ~h  |3 C  y/ —  i  ,   J  =  y-  +  ^ C  y  —  i , 
z  =  y."  H-  ^C"  y/ —  1 ,  seraient  déterminées,  puisque  a,  a', 
a"  et  ^  seraient  liés  entre  eux  par  quatre  conditions. 

Exemples.  —  L'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées 
ellipsoïdales  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe 

«2  "^  "62  ~  ^  ~  ' 
est  l'hyperboloïdc  à  deux  nappes  supplémentaires 

x-        y-        z- 

«2  l)-2  ^2 

lequel  est  fourni  par  les  solutions  de  la  forme 

de  1  équation  — :  -+-  ^^ 7  =  '  • 

^  a-         6-         c- 

L'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu 

{x  —  a  —  h  \J —  ^Y  -^\y  —  o,' —  b'  y  —  i) 

est  la  sphère 

{x  —  a  —  6)2-4-(j'  —  n  —  h' Ç-  -^(  z  —  a"  —  h'  f-  =  ( r  -f-  r'y^. 

9.  Les  conjuguées  du  lieu 

(M-+-N  v/^a7  +  (P-f-Q  /^)r 

-4-  (  R  +  S  Z^)  ^  +  D  +  E  v/^  =  o 

sont  tous  les  plans  (|ui  passent  par  la  dioite  représentée 
par  les  équations 

Mx-hPy^Rz-hB^-o         et  Na?  +  Qj -+- S2  h- E  =  o. 

10.  Un  plan  réel  ne  peut  couper  que  les  conjuguées 
dont  les  cordes  réelles  lui  sont  parallèles. 

( yf  suivre.) 


(  ^9-  ) 
CONCOURS  POIR  LES  BOURSES  DE  LICENCE  (PARIS,  1889). 

Solution  par  M.  le  Capitaine  BARISIEN. 
1°   Construire  la  courbe  définie  par  V équation 


(0  y 


x^{x  —  I  )■- 


2*^  Si  Von  coupe  cette  courbe  par  une  parallèle  à 
l'axe  des  x  et  si  V on  désigne  par  a  l'abscisse  de  l'un 
des  points  d'intersection,  les  abscisses  des  cinq  autres 
points  d'intersection  seront 


I 

-,  I  —  <2, 

a 


Distinguer  sw  la  figure  les  points  qui  correspondent 
aux  formules  précédentes,  en  supposant  que  a  soit  la 
plus  grande  des  abscisses  des  points  d'intersection. 
■  3°  La  résolution  de  V  équation  (i),  où  Von  regarde 
Y  comme  un  nombre  donné  et  x  comme  V inconnue, 
peut,  de  diverses  manières,  être  ramenée  à  la  résolu- 
tion d'une  équation  du  troisième  degré  et  d'une  équa- 
tion du  second  degré. 

4°  Lieu  de  la  projection  du  point  d'ijitersection  des 
tangentes  à  la  courbe  (i),  en  des  points  dont  les  ab- 
scisses sont  inverses  l'une  de  l  autre ^  sur  la  droite  qui 
joint  ces  deux  j)oints. 

1.  La  courbe  représentée  par  l'éqnation  (i)  est  symé- 
trique par  rapport  à  la  droite  x  =  j.  Elle  a  pour 
asymptotes  les  droites  j:  =  o  et  x  =  i  et  deux  branches 
paraboliques  :  elle  est  située  tout  entière  au-dessus  de 

Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  X.  (Juillet  1891.)  2i 
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la  droite  j  =  =^  cl  a  trois  points  de  contact  avec  cette 
droite  ifig.  i). 


II.   On  remarque  que  la  valeur  j^  ^•^  (')   ^^^  cliange 
pas  lorsqu'on  cliange  x  en  -  ou  en    i  —  x,  ou  en  i 

et  aussi  en  leurs  inverses ?     _    ;  ce  qui  indique  bien 

que,  si  l'une  des  abscisses  d'intersection  par  une  paral- 
lèle à  l'axe  des  x  est  a,  les  autres  sont 


1  —  a,      I 


Si  a  est  la  plus  grande  abscisse  de  ces  points  d'inter- 
.section,  c'est  forcément  la  valeur  positive  la  plus  grande. 

Donc  -  est  la  plus  petite  valeur  positive,  /  i j  est  la 

deuxième    valeur    positive,  -——  la  troisième.    La   plus 
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grande  valeur  négative  est  (i  —  a)  et  la  plus  petite  est 


III.  Ces  abscisses  d'intersection,  étant  deux  à  deux  in- 
verses l'une  de  l'autre,  montrent  que  l'équation  (i),  du 
sixième  degré  en  x,  doit  être  réciproque. 

En  e[Fet,  si  l'on  écrit  l'équation  (i)  sous  la  forme 

(2)  yx-{  X-  +  1  —  ix)  =  [{ x--\-\)  — x\'^, 

et  si  l'on  pose 


d'où 

(  3  )  x^-\-i  =  zx, 

en    portant  cette   valeur  de  (x-H-i)  dans   (2),    ou  en 
déduit 

(i)  (z  —  iY  —  y(z  —  z)^o. 

On  est  donc  ramené  à  la  résolution  de  l'équation  du 
troisième  degré  (4)  t^t  à  celle  du  deuxième  degré  (3). 

Un  autre  moyen  d'arriver  à  ce  résultat  consiste  à 
poser 

(5)  œ{x  —  \)  =  t; 
(i)  devient  alors 

(6)  {t^if-yt'-  =  o, 

et  l'on  a  à  résoudre  (6),  puis  (5  ). 
On  peut  aussi  poser 

(7)  '  x{x  —  x)=  ^• 

Il  faut  alors    résoudre  l'équation  du   Iroisième  degré 
(m  -+- 1)3 —  uy  =■  o. 
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IV.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  précédemment,  la 
droite  joignant  deux  points  tels  que  les  abscisses  soient 
réciproques  ne  peut  être  qu'une  parallèle  à  l'axe  des  x. 

Il  suffît  donc  de  chercher  les  tangentes  relatives  aux 

1      •  I 

points  ayant  pour  abscisses  a  et  -  • 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  (i) 
est 

{•xx  —  \){x'^ X  -\-  \Y { X  —  i){x  ^  l) 

x'^{x l)3 

L'équation  de  la  tangente  au  point  dont  les  coordon- 
nées sont 

(«2— a +  1)3 

X  =  a,  y  = 

•^  a2(a  — 1)2 

est  donc 


(  Y       (a^-f'^iY 
\  a^(a  —  i  )2 

(8)  < 

j  («2_«_|-i)2(2a— i)(a  — 2)(a->-i)  ^_, 

(  =  aHa-if i\-a). 

Celle  de  la  tangente  au  point  ayant  pour  abscisse  -  est 

/  Y       (a2-a  +  i)3 
\        ~     aHa  —  iy 

(d)  \ 

(a-  —  a-\-i)^(2a—i){a — 2)(a-M)/ 


a(a  — 1)3  \  a 

En  retranchant  (  8)  et  (9),  on  obtient 

(10)  X 


a'+  I 


I 


Pour   avoir  le   lieu    demandé,    il   suffit  d'éliminer  a 
entre  (  10)  et 


De  (lo),  ou  tire 


(   ••^o'    ) 


•i.a 
a-  -I-  I  =  —  ■ 


Eu   portant  dans  (ii),    il  vient  pour   Téquation    du 
lieu 


Y  = 


2X2(X-I) 


C'est  une    courbe  du    quatrième   degré    ayant   pour 
asymptotes  les  trois  droites 

X  =  o,         X  =  i.         Y  =  i. 

Elle  est  dessinée  sur  \aJIs^.  2. 
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TA^GEXTES  COMMUNES  A  DEUX  COXIQIIES  ; 

Par  m.  J.-S.  COLLIN, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique, 
Professeur  à  l'Ecole  Albert-le-Grand   (Ârcucil). 


La  recherche  des  tangentes  communes  à  deux  coni- 
ques se  fait  habituellement  par  l'emploi  des  coordon- 
nées tangentielles  (Svlmon,  Géométrie  analYtifJiic, 
traduction  Resal,  p.  485,  et  Picquet,  Géométrie  ana- 
lytique, p.  458  et  509);  nous  allons  l'exposer  d'une 
manière  plus  élémentaire  en  faisant  intervenir  unique- 
ment l'équation  aux  coeflicients  angulaires  des  tan- 
gentes. 

Soient  donc  les  deux  coniques 

f{x,y)  =  \.x'-   +i^xy  -I-  Cr^  _|_2D.2-    -^•l'^y   -h  F  =  o. 
/i(^5  j)  =  A,a-5-+-  7,  B,a-K-f-  CiX'+  aDi.r  +  '^Eir-i-  Fj  =  o, 

et  désignons  parcs  et  ci,  les  parties  homogènes  du  second 
degré  de  /  et^, ,  et  par  _/,,',  /^.i,  •  -  -  ,  les  r/e/wZ-dérivées. 

PiiOBLiiME  I.  —  Trouver  V équation  des  latigentes 
communes  aux  deux  coniques  J=  o  ety,  =:  o. 

Cela  revient  évidemment  à  trouver  le  lieu  des  points 
par  chacun  desquels  on  peut  mener  aux  deux  coniques 
une  tangente  commune,  c'est-à-dire  deux  tangentes  jja- 
rallèles.  Or,  si  (a,  [i)  est  un  point  de  ce  lieu,  les  fais- 
ceaux de  tangentes  issnes  de  ce  point  aux  denx  coniques 
seront  respectivement 

/lia,  [i)  /"iCr,  y)—  {■rfij_-\'yf[u^,-fL)-=o, 
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où  Y=  1  ;  L'I  par  suite  les  équalions  aux  coefficients  an- 
gulaires VL  de  ces  tangentes  seront  elles-mêmes 

c'est-à-dire 

m2[G/(a,  ^)-/^-2] 

+  ?.m[B/(a,  P)-/;/p]-f-A/(a,p)-/;^=.o, 

ou,  [)ar  abréviation, 

5,li/«-  -t-  2 1)1)  m    H-  G  =  o, 

elyj  /?l-  +  2  "IJl)!  W  -7-  Si  =  O. 

Mais,  si  le  point  (a,  [^)  est  un  point  du  lieu,  ces  deux 
équations  doivent  avoir  une  racine  commune,  ce  qu^ 
impose 

(  4.,3i  —  SAoi  )5—  4 (=^1.1)^1  —  i(bJU)  (Dl3i  —  Slllji  )  =  o, 

ou  bien,  ce  qui  revient  identiquement  au  même, 

(a..3i+  3a.i— ^iiî'Dî'i)-— 4(ii'>"-  — -^3)(i'bi  —  .i.iSi)  =  o. 

Telle  est  donc  l'équation  du  lieu  des  points  (a,  [i), 
c'est-cà-dire  l'équation  des  tangentes  communes,  à  condi- 
tion d'y  remplacer  a,  [3  par  les  coordonnées  courantes 
x,j. 

Reinai'(jue  I.  —  Si  l'on  désigne  comme  d'ordinaire 
par  A', ,  .  .  . ,  F,  A, ,  .  .  . ,  F',  les  coefEcients  de  A,  -  .  . , 
F,  A,  .  .  .  ,  F<  dans  les  développements  respectifs  des 
discriminants  A  et  A,  de  f  aX.  j\ ,  on  a 

X    =  F'.t2— 2D'.r-i- A:', 

Dî)   —  —  Wxy  -\-  E'.r  -j-  D'j  —  lî', 

a    =F>2-2Ej^G; 

«1,1  =  F 1  a-2  —  2  D',  j-  4-  A', , 

ll!)i  =  —  F'i  xy  -f-  E'i  ;r  -1-  D',  y  —  V>\, 

S. -F',j2-2E',j-f-G;; 
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d'où 

JUSi  +  G.1,1—  2  ni)  111)1  =  ^2(F'Cj  +  C'F;  _  2E'E'i  )  +  .  .  .  ; 

et  ainsi  cette  expression,  en  apparence  du  quatrième 
degré,  n'est  en  réalité  que  du  second.  Cette  même 
expression  est  d'ailleurs  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion que  l'on  trouverait  immédiatement  en  cherchant 
le  lieu  des  points  par  où  l'on  peut  mener  à  l'ensemble 
des  deux  coniques  /  et  fi  des  tangentes  formant  un 
faisceau  harmonique  :  avec  Salmon  nous  la  représente- 
rons par  F. 

Remarque  II.  — -  On  aj  d'autre  part, 

aft,2-jiG=(B/-/;/;.)2-(c/-/;.2)(A/-/;-^) 
+/(A/:'-  +  c/;2--2B/;/;) 

X  [(AG  — B-2)(/— F)+ AE2H-CD2— 2BDE] 

et  de  même  par  analogie  on  aurait 

l't)  j  —  à\s  1^1^=  —  y  1  "^  1  • 

Conclusion.  —  L'équation  aux  tangentes  communes 
peut  donc  s'écrire  également  sous  la  forme  connue 

qui  n'est  que  du  quatrième  degré,  el  l'on  voit  ainsi 
que  : 

i"  Deux  coniques  ne  peuvent  avoir  plus  de  quatre 
tangentes  5 

2"  Les  huit  points  de  contact  de  deux  coniques  et  de 
leurs  tangentes  communes  sont  tous  sur  la  conique 
F=o. 

Remarque.  —  Le  principe  de  cette  solution  pourrait 
être    employé    pour    la    recherche   de    l'équation    aux 
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asymptotes  et  aux  sécantes  communes  à  deux  coniques, 
et  peut  aussi  bien  servir  pour  deux  courbes  quelcon- 
ques. 

Problème  II.  —  Déterminer  Les  points  d' intersection 
des  tangentes  communes. 

Ces  points  ne  sont  autres  (jue  ceux  d'où  l'on  peut 
mener  aux  coniques  deux  tangentes  communes;  donc 
pour  ces  points  l'on  a  généralement 

.1,  _  ^  _  ^ 

o^IdI  1)1,1  Si 

et   par  suite  ces  points  sont  les  points  communs  aux 
trois  courbes 

JUiUm  — Dî)..l>i  =  o.         l)L3i  —  oilli  =  o,         ..l,3i  —  3-Ani  =  o. 

Ainsi  qu'on  le  voit  presque  immédiatement,  ces 
courbes  sont  des  cubiques,  et  l'on  vérifierait  aisément 
qu'elles  n'ont  que  six  points  communs  à  distance  finie, 
ce  que  l'on  pouvait  prévoir,  car  les  quatre  tangentes 
communes  ne  peuvent  se  rencontrer  en  plus  de  six 
points. 


CO^COIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLITECHNIQIIE  m  I89I. 


Composition  en  Mathématiques. 

On  donne  une  parabole  P;  on  porte,  à  partir  de  chacun^  de 
ses  poinis,  et  dans  les  deux  sens,  sur  une  parallèle  à  une  di- 
rection fixe  A,  des  longueurs  égales  à  la  distance  de  ce  point 
au  foyer  de  la  parabole  : 

1°  Trouver  le  lieu  des  extrémités  de  ces  longueurs;  mon- 
trer qu'il  se  comipose  de  deux  paraboles  P,  et  l'^,  et  donner  la 
raison  de  ce  dédoublemenl. 
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•2°  Démontrer  que  les  axes  des  paraboles  Pj  et  P.2  sont  per- 
pendiculaires l'un  à  l'autre,  qu'ils  pivotent  autour  d'un  même 
point  indépendant  de  la  direction  A,  et  que,  quelle  que  soit 
cette  direction,  la  somme  des  carrés  des  paramètres  des  deux 
paraboles  est  constante. 

3°  Trouver  et  construire  le  lieu  décrit  par  les  sommets  des 
paraboles  Pj  et  P2,  lorsqu'on  fait  varier  la  direction  A. 

On  prendra  comme  axes  de  coordonnées  l'axe  et  la  tangent»' 
au  sommet  de  la  parabole  donnée,  on  désignera  par/)  son  pa- 
ramétre, et  par  0  l'angle  de  A  avec  l'axe  des  x. 

Epure. 

D'un  cylindre  de  révolution  supposé  plein,  limité  par  deux 
plans  de  profil,  on  enlève  la  portion  située  à  l'intérieur  d'un 
hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  dont  l'axe  est  vertical. 
Représenter  par  ses  projections  le  solide  obtenu. 

La  distance  entre  les  plans  de  profil  est  de  23*^™. 

Le  centre  de  l'hAperboloïde  se  projette  horizontalement 
à  iS'^'^du  plan  de  profil  de  droite,  à  lo*""  au-dessus  du  bord  in- 
férieur de  la  feuille,  et  à  21™  au-dessous  de  sa  projection  ver- 
ticale :  les  génératrices  rectilignes  font  un  angle  de  45°  avec  le 
plan  horizontal  :  le  rayon  du  cercle  de  gorge  est  de  3""°. 

Le  cylindre  a  G*^""  de  rayon;  son  axe  est  de  front  et  sa  pente 
est  de  3'^"  de  base  pour  i""  de  hauteur;  on  s'élève  sur  cet  axe 
en  allant  de  droite  à  gauche  et  il  rencontre  l'axe  de  l'hyper- 
boloïde  à  i"™  au-dessous  du  plan  du  cercle  de  gorge. 

On  indiquera  seulement  les  constructions  nécessaires  pour 
déterminer  :  1°  un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tan- 
gente en  ce  point;  2°  les  points  remarquables  de  l'intersection 
et  les  tangentes  en  ces  points. 

Les  constructions,  les  tangentes  et  les  parties  enlevées  seront 
en  trait  rouge  continu  :  la  représentation  du  solide  sera  seule 
en  noir,  trait  plein  pour  les  parties  vues,  points  ronds  pour  le= 
parties  cachées. 

Composition  de   Trigonométrie. 
On  donne  Ws  trois  côtés  d'un  triangle 

«  =  12428'".  76,         6  =  28394™,  52,         c  =  3'i236"',8i. 
Calculer  les  trois  angles  et  la  surface. 
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Composition  de  Physique  et  de  Chimie. 

Physique.  —  I.  Lunette  astronomique. 

II.  Mesure  de   la  tension   de  la  vapeur  d'eau   aux  tempéra- 
tures élevées  par  la  méthode  de  Regnault. 

Chimie.  —  Action  du  chlore  :  sur  l'ammoniaque,  sur  l'acide 
sulfureux,  sur  le  bicarbure  d'hydrogène. 


Com.position  française. 

«  Il  y  a,  dit  Sénéque,  des  gens  qui  regardent  la  douleur 
comme  le  plus  grand  des  maux,  d'autres  qui  ne  l'appellent 
même  pas  un  mal.  Celui-ci  considère  les  richesses  comme  le 
premier  des  biens,  celui-là  soutient  qu'elles  ont  été  inventées 
pour  le  malheur  des  humains.  » 

Que  faut-il  penser  de  cette  diversité  de  jugements? 


Composition  de  langues  vivantes. 

L'officier  qui  commande  une  colonne  détachée  ne  doit  jamais 
désespérer;  fùt-il  cerné,  il  ne  doit  jamais  capituler  :  en  pleine 
campagne,  il  n'y  a  pour  de  braves  gens  qu'une  manière  de  se 
rendre,  c'est,  comme  François  I*"^  et  le  roi  Jean,  au  milieu  de  la 
mêlée  et  sous  les  coups.  Capituler,  c'est  chercher  à  sauver  tout 
hors  l'honneur  ;  mais,  lorsqu'on  fait  comme  François  I'"',on  peut 
du  moins  dire  comme  lui  :  Tout  est  perdu,  fors  l'honneur  ! 
On  peut  citer  de  grands  exemples,  tels  que  celui  du  maréchal 
Mortier,  à  Krems,  et  un  grand  nombre  d'autres  qui  remplissent 
nos  Annales,  pour  prouver  que  des  colonnes  armées  ont  trouvé 
moyen  de  se  faire  passage  en  cherchant  toutes  leurs  res- 
.sources  dans  leur  courage.  Quiconque  préfère  la  mort  à  l'igno- 
minie se  sauve  et  vit  avec  honneur;  au  contraire,  celui  qui 
préfère  la  vie  meurt  en  se  couvrant  de  honte. 

NvPrtLKON.    l8oç). 


^ 


{  3o8  ) 

Lavis. 
Exécution  à  l'encre  de  Chine,  à  teintes  plates,  ou  à  teintes 


fondues  (à  volonté),   le  lavis  du   quart  de  rond  droit,  dont  le 
trait  est  donné  ci-dessus  (2  heures  i). 


CONCOURS  D'ADMISSIO\  A  L'ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 

m  1891. 


Composition  française  (3''). 

Le  Syndic  de  Ghambéry  remet  au  général  Montesquion  les 
clefs  de  la  ville  (24  septembre  ijgi). 

Le  22  septembre  1792,  les  Français  pénétrèrent  sans  combat 
dans  la  Savoie  :  «  Ce  ne  fut  rien  autre  chose  qu'un  mutuel  élan 
de  fraternité  »,  écrit  Michelet;  u  deux  frères  longtemps  séparés 
se  retrouvent,  s'embrassent  ;  voilà  cette  simple  et  grande 
histoire.  »  Les  Savoisiens  saluaient  en  la  France  une  sœur  aînée  : 
«  INous  ne  sommes  pas  un  peuple  conquis,  mais  un  peuple  déli- 
vré »,  disaient-ils. 

Vous  ferez  parler  le  Syndic  de  Ghambéry. 
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Mathémaliques  (île  8''4'J'"  ;"'   ii'')- 

I.  Dans  un  triangle  BAC  rectangle  en  A  on  connaît  la  hau- 
teur h  abaissée  sur  l'hypoténuse  et  la  médiane  tn  issue  du  som- 
met B.  Déterminer  l'hypoténuse  par  le  calcul.  Discussion; 
construction  du  triangle. 

II.  On  donne  deux  droites  parallèles,  une  perpendiculaire 
commune  AB  =  ia,  et  le  milieu  O  de  AB.  On  fait  tourner  un 
angle  droit  A'OB'  autour  de  son  sommet  O.  Démontrer  : 

1°  Que  le  produit  AA' x  BB'  est  constant; 


2°  Que  A'B'  est  constamment  égale  à  AA'h-  BB'; 

3°  Que  la  droite  A'B'  reste  tangente  à  un  cercle  fixe. 

4"  Par  le  milieu  1  de  la  hauteur  OH  on  mène  une  parallèle 
à  chacun  des  côtés  du  triangle  A'OB',  et  l'on  considère  les 
points  où  elle  rencontre  les  deux  autres  côtés.  Démontrer  que 
les  six  points  ainsi  obtenus  sont  situés  sur  une  même  circon- 
férence. 

"i"  Minimum  du  rayon  de  cette  circonférence. 

Calcul  logarithmique  (de  7''3o"'  à  8''3o'"). 
On  donne  dans  un  triangle 

A  =  ii2°28'47",  3,         6  =  26734,         0  =  96879. 
Calculer  B,  G  et  a. 


Epure  (2  heures  et  demie). 

Un  tétraèdre  SABG,  dont  l'angle  trièdre  S  est  trircctangle,  a  sa 
base  ABC  sur  le  plan  horizontal.  AB  est  sur  la  ligne  de  terre 
(A  vers  la  gauche)  et  a  pour  longueur  140"""".  La  projection 
horizontale  du  sommet  S  est  un  points  dont  les  distances  aux 
points  A  et  B  sont  A.9  =  loS""'"  et  B5  =  49'"'"- 


(  i^o  ) 

Construire  ce  tétraèdre,  puis  son  intersection  avec  la  sphère 
ayant  S  pour  centre  et  passant  par  le  centre  de  la  sphère 
inscrite  au  tétraèdre. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  la  partie  du  volume 
du  tétraèdre  extérieure  à  la  sphère  S. 

Lai^is. 

Laver  soit  à  teintes  plates  superposées,  soit  à  teintes  fondues 
la  projection  verticale  d'un  tronc  de  cône  droit  à  bases  circu- 
laires parallèles,  posé  par  sa  petite  base  sur  le  plan  horizontal, 


et  surmonté  d'un  parallélépipède  rectangle  dont  la  base  infé- 
rieure est  circonscrite  à  la  base  supérieure  du  tronc,  et  dont 
une  face  latérale  est  de  front. 

Les  rayons  lumineux  sont  parallèles  à  une  droite  dont  les 
deux  projections  font  des  angles  de  45°  avec  la  partie  gauche 
de  la  ligne  de  terre. 

Le  parallélépipède  porte  sur  le  tronc  une  ombre  limitée  par 
la  droite  ab  et  par  un  segment  d'ellipse  bcd  que  l'on  arrête  au 
point  de  perte  cl  sur  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de 
lumière  mn  du  tronc. 


(  ^I'  ) 

Pour  le  lavis  à  teintes  plates  superposées,  on  se  servira  des 
lignes  de  teintes  indiquées  sur  le  croquis  n°  1. 

Les  parties  claires  et  les  parties  foncées  sont  indiquées  sur 
le  croquis  n°  2. 


CO\COl'RS  D'ADIIISSIOX  A  L'ECOLE  NORMALE  SLPERIEIRE 
EIV  1891. 


Mathématiques. 

Soit  (E  )  une  ellipse  qui,  rapportée  à  ses  axes,  a  pour  équa- 
tion 

■^■-      y'' 

et  soient  a;o,  J^o  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan  de  cette 
ellipse;  on  considère  le  cercle  (C)  passant  par  le  point  M  et  les 
points  de  contact  P,  Q  des  tangûntes  à  l'ellipse  issues  du 
point  M. 

1°  Le  cercle  (G)  rencontre  l'ellipse  en  deux  autres  points 
P',  Q';  prouver  que  les  tangentes  à  l'ellipse  en  ces  deux  points 
se  coupent  en  un  point  M'  situé  sur  le  cercle;  montrer  que,  par 
M,  M'  et  les  deux  foyers  réels,  on  peut  faire  passer  un  cercle; 
de  même  par  M,  M'  et  les  deux  foyers  imaginaires. 

1°  Soient  I,  I',  I"  les  points  oîi  se  coupent  respectivement  les 
droites  PQ,  P'Q',  les  droites  PQ',  P'Q,  enfin  les  droites  PP', 
QQ';  on  suppose  que  le  point  M  reste  fixe  et  que  l'ellipse  (E) 
se  déforme  en  gardant  les  mêmes  foyers  :  on  demande  les  lieux 
décrits  par  les  points  I,  I',  I";  on  propose  enfin  de  montrer  que 
tout  cercle  passant  par  les  points  I',  I"  est  orthogonal  au  cercle 
décrit  sur  MM'  comme  diamètre. 

Physique. 

L  Dans  une  boîte  rectangulaire  de  4''"'  de  longueur,  une  face 
est  formée  par  une  glace  dépolie  carrée  de  i''"  de  côté;  au 
centre  de  la  face  opposée  est  percé  un  petit  trou  circulaire.  On 
met,  à  égale  distance  du  trou  et  de  la  glace,  un  dessin  trans- 
parent dont  l'ombre  se  forme  sur  la  glace  quand  on  expose  le 
trou  en  face  d'un  mur  blanc  vivement  éclairé. 


(3ia) 

On  demande  quels  changements  seront  produits  dans  l'éclai- 
rement  et  dans  les  dimensions  de  l'ombre  par  l'introduction 
d'une  lentille  achromatique  convergente  sur  l'axe  de  la  boîte, 
dans  l'une  des  positions  suivantes  : 

1°  Entre  le  dessin  et  le  trou; 

2°  Entre  le  trou  et  le  mur. 

Le  diamètre  de  la  lentille  est  égal  à  |  de  décimètre,  et  sa 
distance  focale  à  i*"'". 

II.  Une  éprouvette  cylindrique  pleine  d'eau  peut  tourner 
d'un  mouvement  uniforme  autour  de  son  axe 
de  figure  supposé  vertical;  une  potence  liée 
à  l'éprouvette  supporte  sans  frottement  une 
poulie  de  dimensions  négligeables,  placée 
exactement  sur  l'axe  de  rotation.  Un  poids  P 
(25^'')  est  attaché  à  un  bout  d'un  fil  non  pe- 
sant qui  passe  sur  la  poulie  et  vient  s'attacher 
par  l'autre  bout  à  un  aréomètre  dont  la  tige 
a  une  section  de  V^.  Section  droite  de  l'é- 
prouvette :  lo"'. 

Au  repos,  lorsque  l'équilibre  est  établi,  la 
partie  du  fil  comprise  entre  la  poulie  et  le 
poids  P  a  une  longueur  /  =  So*^™. 

Quel  est  le  déplacement  vertical  de  l'aréo- 
mètre quand  tout  l'appareil  tourne  avec  une 
vitesse  angulaire  to,  ce  qui  projette  le  poids 
P  latéralement? 

On  admet  que  l'aréomètre  reste  exacte- 
ment centré  et  que  la  surface  libre  de  l'eau  reste  horizontale. 

,^  =  980  (C.G.S.). 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Goniez  Teixeira  à  M.  Bouché. 

Dans  une  Note  *S'///'  la  fonnule  de  Sfirling,  qui  a  été 
insérée  dans  les  Comptes  rendus,  t.  CX,  p.  5i3;  1890, 


(  ^^'^  ) 

vous  démontrez  d'une  manièic  i^ien  simple  la  formule 

o(n)  12|«-H/)in 

(2)  /  ,  =  e  , 

où  0  représente  un  nombre  compris  entre  o  et  r,  et  où 
l'on  a 

(1)  o(n)  =  ^^ 

e    "n"^'^ 

Ensuite,  au  moyen  de  cette  formule,  vous  trouvez  la 
formule  de  Stîrling,  qui  donne  le  produit  r(/z-f-i), 
quand  Ji  est  un  nombre  très  grand.  \  ous  supposez, 
dans  votre  analyse,  que  n  est  un  nombre  positif  e/z^/e/'. 

En  étudiant  votre  démonstration,  je  viens  de  remar- 
quer qu'on  peut  la  modifier  de  manière  à  considérer  le 
cas  où  n  représente  un  nombre  quelconque,  rationnel 
ou  irrationnel.  Je  remarque  premièrement  que  votre 
démonstration  de  la  formule  (2)  a  lieu  quand  71  est  frac- 
tionnaire, ainsi  que  la  démonstration,  basée  sur  la  for- 
mule de  Wallis,  que  vous  donnez  de  l'égalité 

lim  o{p  )  =  \/2r.. 
p  =  ^  ' 

Ensuite  je  modifie  l'analyse  que  vous  employez  pour 
déduire  de  (2)  la  formule  de  Slirling  de  la  manière  sui- 
vante. 

Je  trouve  premièrement  au  moyen  de  la  formule  (i) 

1 

,.       o(n-hp)        ,.  T(n-hp^i)e-Pp'''^^' 

hm  -^ '-—  =  lim 7  7 

p—x  ^KP  )  p  =  x  n  +  n  ■}-- 

^  '         r(p  ^\)e~''"-^i>^(n-hp)      '      ■'■ 

et  ayant  égard  aux  égalités 

V{n  -+-/>  + r)  —  n{n  -\-  i) . .  .{n  -+- p)V {n), 
r(/>  -t-  i)  =  1 .2.3.  .  ./>, 
Anti.  de  Mathéniat.,  3*  série,  t.  X.  (Juillel   1S91.)  22 


(  3i4  ) 
j'écris  celle  lorninJe  d'abord  de  la  manière  suivante 


(a(n-\-p)        ,.       n(n^  i).  .  .(  n^  p)T(  n)e-Pp' 
lim  -!— — ■ — i-   =  lim — — f- 


P+? 


o{n) 


pi  e-"--^P>{n  -hp) 


n  +  p+- 


et  ensuite,  ayant  égard  à  la  définition  de  Gauss  de  la 
fonction  r(«), 

r(/i)  =  lim  — ^^^ , 

p  =  =o  rt(/i  —  i;. . .(  n  -i-p) 

je  l'écris  de  la  manière  suivante 

_    _    1 

hm  ^-^^ — ; — ^^-^  lim  — 

Mais  nous  avons 


»=r=o  ^\P)  p  =  cB  -i-p^-- 

e-«(/H-;?)      '^     « 


.P 


"  +  ;>-+-; 


Donc  on  aura 


lira    '       — i-^  =  I, 

P  =  -       ?^/>) 


et,  par  conséquent, 

lim  ç(  n  -^  /?)  =  lim  o(^  )  =:  y/aT. 

Si  l'on  remarque  maintenant  que  la  formule  (2)  donne 


lim 


Çi^i) 


e'2"  (o<0<i), 


et  par  conséquent 

f-, 

o(n)  =  e'-"  lim  ç( /? -t-/)), 

on  trouve 

_o_    


(  3.5  ) 
et  l'égalilé  (i)  (loiiiit;  ensuite  la  (bnmile  de  8lirling 


Pour  plus  de  clarté,  je  ciois  devoir  rejnoduire  ici  la 
démonstration  que  j'ai  donnée  dans  les  Comptes  rendus 
et  à  laquelle  se  rapporte  la  lettre  de  M.  Texeira. 


La  relation  bien  connue 


log(«-}-i)  — log/t  =  — ? —     H ; , 

où  n  désigne  un  nombre  entier  positif  quelconque,    el  0   un 
nombre  compris  entre  o  et  i,  peut  s'écrire 

-  I  -h  (rt  H-   2,)[l0g(  /?  +  [)  —  logrt]. 


Elle  devient 


0 

logcp(«)  — logo(/î  +  I), 


12  «  (  /t  -H  I  ) 

quand  on  pose 

,  ^  I  .  2 . 3 . . .  /i 

n+  - 

e  -"  n       2 
On  conclut  de  là 

logo(/?)>  logo(/i  +  I 


log-il/i) <  log'i(«  -+-  I) ; 

'  12/1  °  ■  •  i.>.(n-hi) 


en  d'autres  termes,  des  deux  fitnctions 


o{n),     o{n)e    '^", 

la  première  est  décroissante  et   la  seconde  croissante,  lorsque 
l'entier  n   croit.  Si   donc  on   désigne   par  yr;   un   iinnibrc  entier 


(  -^'(^  ) 

positif  quelconque,  on  a  les  inégalités 


o{n)e    '2''<  o(n -(-y?)e    i^i'î+p', 
que  l'on  peut  remplacer  par  l'égalité 


(2) 


o{n-T-p) 


gl2n{n  +  p)^ 


dan?  laquelle  6  désigne  un  nombre  compris  entre  o  et  i. 

Il  est  bien  aisé  de  déduire  de  cette  relation  la  formule 
célèbre  de  Stirling  pour  l'évaluation  approchée  du  produit 
1.2.3.  .  .n  lorque  n  est  un  grand  nombre. 

En  effet,  la  relation  (a),  appliquée  au  cas  où  n  est  égal  à  p, 
montre  immédiatement  que  le  rapport 


?(2j0) 


a  pour  limite  l'unité,  lorsque/?  croit  indéfiniment.  On  a  donc, 
pour  jD  =  00, 

lim'j(/>)  =  lim-^-!^^^ 


o{ip) 


ou,  d'après  (i), 


hmo{p)  =  lim4/  4-- •-•-•- , 

'  y         I    3    .^    T        2/?  —  I    2/>  —  I 

et  enfin,  en  vertu  du  théorème  de  Wallis, 

iimo(/))  =  \/-2-. 

Dès  lors,  si  dans  la  formule  (i)  on   laisse  n  fixe   en   faisant 
croître /î  indéfiniment,  on  obtient 

c'est-à-dire,  d'après  la  définition  de  o(/i), 

_0_ 

I  .2.  j.  .  .  «  =  \/.i~ii  />"('-" r^'-" . 


(3i7) 

C'est  la  formule  de  Slirling,  qui  donne  deux  limites 

1 

\li  TT  n  n"  g-" ,         ^■iT.n  n"  e-" .  ê^^" , 

entre  lesquelles  est  compris  le  produit  1.2. 3.../?.         (E.  R.) 

BIBLIOORAPHIË. 


Resal  (H.),  Membre  de  l'Institut.  —  Exposition  de 
la  théorie  des  surfaces;  i  vol.  in-8'%  de  xiii-171  pages, 
iivec  figures  dans  le  texte.  Paris,  Gautbier-Viliars  et  fils, 
1891.  Prix  :  /,'■', 5 o. 

La  théorie  analytique  des  surfaces  ne  figure  guère  dans  la 
littérature  mathématique  didactique  qu'à  titre  d'application 
des  principes  de  l'Analj'se,  ce  qui  n'est  pas  assez,  vu  son  impor- 
tance. Nous  ne  parlons  pas,  bien  entendu,  de  l'ouvrage  ma- 
gistral (!)  où  M.  Darboux,  grâce  aux  ressources  de  l'Analyse 
la  plus  élevée,  fouille,  dans  ses  moindres  détails,  ce  vaste  champ 
de  connaissances  jusqu'aux  plus  extrêmes  limites  qu'ait  pu, 
quant  à  présent,  atteindre  l'esprit  humain.  Un  tel  livre  va  bien 
au  delà  des  besoins  courants  de  l'étudiant,  candidat  à  tel  ou 
tel  examen,  ou  simplement  amateur.  M.  Resal,  que  son  expé- 
rience de  l'enseignement  de  la  Mécanique  a  pénétré  de  l'im- 
portance des  principes  fondamentaux  de  la  théorie  des  surfaces 
à  ce  point  de  vue  spécial,  s'est  trouvé  amené  à  en  faire  pour 
ses  élèves  un  exposé  d'ensemble;  c'est  celui-ci  qu'il  nous  livre 
aujourd'hui  sous  la  forme  d'un  petit  volume  que  vient  d'im- 
primer avec  son  soin  ordinaire  la  maison  Gaulhier-Villars.  On 
y  retrouve  les  qualités  d'élégance  et  de  clarté  qui  distinguen 
toutes  les  productions  du  savant  académicien.  Aucune  partie 
essentielle  de  la  théorie  n'est  d'ailleurs  omise,  l'auteur  passant 
successivement  en  revue  les  propriétés  générales  relatives  à  la 
courbure  et  à  la  cambrure  des  lignes  tracées  sur  une  surface, 
celles  des  lignes  de  courbure,  des  asymptotiques,  des  géodési- 

(')  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  3  vol.  in-8°.  Paris, 
Gaulliier-Villars. 


(  3.8  ) 

ques,  etc.,  voire  même  1ns  notion?  fon<himcntales  relalives  à 
l'application  des  surfaces  les  unes  sur  les  autres  et  aux  sur- 
faces minima.  Cet  excellent  petit  livre  constituera  certainement 
la  meilleure  préparation  à  la  lecture  des  importants  travaux 
dont  la  théorie  des  surfaces  a  été  l'objet  en  cette  dernière 
moitié  du  siècle,  et  particulièrement  à  celle  du  grand  Tiaité 
de'  M.  Darboux  qui  les  résume  si  admirablement.  Notons,  à 
titre  de  détail,  l'heureuse  substitution  faite  par  M.  Resal,  dans 
l'étude  des  courbes  gauches,  du  terme  de  cambrure  à  celui  de 
torsion,  dont  l'usage  doit  être  limité  à  celui  que  l'on  en  fait 
dans  son  acception  mécanique.  lAI.  u'OcvGXE. 


V 


SIR  m  CERCLE  REilUROLABLE 
OU  PASSE  PAR  DEUX  POI\TS  FIXES  D'IXE  COAIQUE; 

Par  m.  GENESE, 

Professeur  à  Aberyslwylli  (province  de  Galles). 


Soienf  AB  une  coi  de  fJxe  d'une  conuiuc,  (2.  son  pôfe, 
V  un  point  'variable  de  lu  courbe;  par  C  on  mène  une 
droite  antiparallcie  à  A\i  par  rapport  à  V  angle  APB 
rencontrant  ^K^  PB  e«  Q,  Q'.  Alors  les  points  A,  B, 
Q',  Q  sont  sur  un  même  cercle.  Ce  cercle  est  invariable. 

Nommons  a,  |j,  v  les  pcipeiidiculairc^s  abaissées  du 
point  P  sur  BZ>,  Z»  A,  AB.  La  coni(pie  a  pour  équation 


Oi 


a?         7,  /  -       X 

— c.  =  /i2  (une  constante). 


sinPB/^  _  sinCiSo"— CBQ')  _  sinCBQ\ 
si  n  PB  A  ~  sinCiSo"— ^QG)   "  sinGQA  ' 


^  _   sinCAQ 
-7  ~  sinCQ'B 


Donc 


(  3.9  ) 


_  sinCBQ'        sin  CAQ  _  GQ'        CQ 
""  sinCQ'B  ^  sinCQA  "   CB   ^  CX 


Ou  voit  mainteiiant  que  la  puissance  de  G  par  rapport 
au  cercle  ABQ'Q  a  une  valeur  constante.  Delà,  en  pro- 

Fig.  I.  Fig.  2. 

p  c 


-^  Q' 


longeant  la  droite  BC,  on  trouve  encore  un  point  fixe 
du  cercle.  Donc  le  cercle  est  complètement  déterminé. 

c.    Q.    F.    D. 

Inversement,  la  co?ii</ue  est  déternn'née  par  le  cercle 
ABQ'Q  et  le  point  (>.  On  mène  la  sécante  QCQ';  le  lieu 
du  point  (P)  d'intersection  des  droites  QA,Q'B  est  la 
coi\ique.  Les  droites  QB,  Q'A  se  rencontrent  en  P',  un 
point  de  la  même  courbe. 

Les  droites  QQ',  PP'  sont  homologues  par  rapport  au 
cercle,  et,  puisque  ^(^'  passe  par  un  point  lix(^,  il  en  est 
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de  même  avec  PP'.  Nommons  T  ce  point  fixe  de  la 
droite  PP' ;  le  point  T  est  le  pôle  de  la  droite  AB  par 
rapport  au  cercle. 

On  peut  vérifier  les  théorèmes  précédents  par  la  mé- 
thode de  la  projection.  Que  la  conique  et  le  cercle  se 
rencontrent  encore  aux  points  I,  J,  et  projetons  de  façon 
à  rejeter  ty,  la  projection  de  IJ,  à  l'infini.  On  obtient 
deux  cercles.  Eu  se  servant  de  petites  lettres  pour  dési- 
gner les  projections  des  lettres  majuscules,  les  angles 
aph^  ac/b  sont  constants,  et,  par  suite,  l'angle  qhq' 
(=  fjO-ij')  est  constant.  Il  faut  alors  que  c  soit  le  centre 
du  cercle  qab]  autrement,  qq'  toucherait  un  cercle 
concentrique,  au  lieu  de  passer  par  un  point  lixe.  Puis, 
l'angle  pap'  étant  droit,  pp'  passe  par  le  centre  {t)  du 
cercle  pap'b.  De  plus,  c  étant  le  pôle  de  ah  par  rapport 
au  cercle  ?,  les  deux  cercles  se  coupent  orthogonalement 
et  t.  est  pôle  de  ab  par  rapport  au  cercle  c. 

Enfin,  c,  /  sont  les  pôles  de  la  droite  h  l'infini  ij;  donc 
C,  T,  dans  la  figure  originale,  sont  les  pôles  de  IJ  aussi 
l)ien  que  de  AB  {fig-  '>■  ). 

On  voit  immédiatement  que  le  point  T  jouit  de  la  pro- 
priété suivante  :  TPP'  étant  une  sécante  variable  de  la 
y  conique,  la  somme  {avec  une  certaine  cojivention)  des 
angles  APB,  AP'B  est  invariable.  (En  efïet,  dans  la 
fig.  I,  c'est  la  difîérence  qui  est  constante  .)  M.  Gaston 
Tarry  a  remarqué  qu'il  y  a  deux  points  qui  jouissent  de 
celte  propriété.  Une  analyse  assez  compliquée  m'a 
montré  qu'il  n'y  a  que  deux  points  réels  qui  en  jouis- 
sent, et  que  T  est  uu  des  poiuL;5  remar(|ués  par  JM.  Tarry. 
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REMARQUES  SUR  LE  PROBLEME  DE  MECAMOUE 

PROPOSÉ  A  L'AGRÉGATÎOX  E\  1889! 

Par  m.  marchand. 


Les  équations  de  Lagrange  permettent  évidemment 
de  résoudre  analytiquement  toutes  les  questions  que  l'on 
traile  habituellement  par  les  formules  du  mouvement 
relatif.  Voici  en  particulier  comment  elles  peuvent  rem- 
placer les  formules  de  Rivais  et  deCoriolis  pour  la  mise 
en  équations  du  problème  de  l'agrégation. 

Désignant  par  ç,  r,,  ^  les  coordonnées  par  rapport 
aux  axes  fixes,  par  .x,  j^^  -  If  s  coordonnées  par  rapport 
aux  axes  mobiles  adoptés  par  M.  de  Saint-Germain,  les 
formules  de  Lagrange  s'écriront 


—  ,1 


•2 


^  =  V5(X,J,Z,  t), 

cl   /dT^        d'Y  , 

cl   /dT\       àT       ^,      ^. 
d   /dT\        ùT       ^,      ^^ 

On  est  ramené  à  exprimer  T  ou,  ce  (|ui  r(.'vient  au 
même,  le  carré  de  la  vitesse  du  point  mobile,  eu  fonction 
de  x,j,  2,  x',  j)',  z'.  Le  carré  de  la  vitesse  étant  la 
somme  des  carrés  de  ses  projections  sur  les  trois  axes 
mobiles,  on  aura 

I  =        [(X  -+-  qz  —  ry)'--r~  (f  -i-  rx  —  /jz )2  h- (c  -+-  /,,•  —  r/x ;-'j . 


(  3.2  ) 
Comme,  dans  le  problème  actuel, 


m 
il  \  ieiit 

=  r, 

'-     /3' 

T  =  i 

2 

'  fdx 
\dt 

(dy 

7  =o, 


n/3 


dz        to  v/2      \  '  I 


et  les  équations  de  Lagrange  donnent 
d  ( dx       wr\        w    /  f/v       {.MX       (mJi    \ 

f/    /  dy        lox        (X)  \rl 
dt\dt'^^-~^ 

to    (dx        w  r  \        0)  v'a  ( dz        w  /a     \  ,r      ■»!         , 

-\-  --[—, 7^     —  —r-     -,    -' 7=-Y        =Y-i-Ncos6, 

v/3  \dt         ^3)  v/3     \^^  /3  -^J 

d  [ dz       M\/i      \       wi/'2  (  dy       tox       10/2     \       „      ,t 

dt\dt     ^3  -^y     ^/3  W/^     ^3      ^3    J 

Jl  n'y  a  qu'à  réduire  pour  retrouver  les  formules  (2) 
de  M.  de  Saint-Germain. 


REIIAUQI'ES  SIR  LE  PROBLÈME  RE  MATIIÉHATIQIES 
SPÉCIALl'S  RE  rVGRÉGATIOX  RE  1889; 

Par  m.  marchand. 


Si  l'on  transforme  l'énoncé  par  le  principe  de  dualité, 
à  trois  surfaces  inscrites  dans  un  cône  C  correspondront 
trois  surfaces  passant  par  la  même  courbe  plane.  Si 
cette  courbe  plane  devient  le  cercle  imaginaire  de  l'in- 
fini, l'énoncé  est  remplacé  par  le  suivant  : 

On  donne    deux   sphères   A,    A';  on   considère   une 
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sphère  variable  S  touchant  les  deux  sphères  données  en 
des  points  pour  lesquels  a  et  a'  sont  les  plans  tangents. 

1**  La  droite  aa'  d'intei'seclion  des  plans  tangents  est 
située  dans  nu  plan  fixe,  que  l'on  sait  être  le  plan  radi- 
cal de  A  et  A'; 

2°  La  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  plans 
tangents  a  et  a'  passe  par  l'un  des  centres  de  similitude; 

3"  Démontrer  que  l'enveloppe  du  plan  polaire  d'un 
point  fixe  P  par  rapport  à  la  sj)hère  S  se  compose  de 
deux  quadriques  bitangentes; 

4"  Trouver  le  lieu  de  la  droite  d'intersection  des  [)lans 
tangents  communs  à  ces  deux  quadriques  bitangentes 
lorsque  le  point  P  décrit  une  droite  isotrope. 

La  quatrième  Partie  ne  pouvant  avoir  lieu  poiu'  des 
éléments  réels  parait  peu  inléressante  dans  1<î  cas  tle  la 
sphère.  Restent  les  trois  premières  parties  dont  les  deux 
premières  expriment  des  théorèmes  bien  connus. 

La  solution  du  problème  du  concours  général  nous 
apprend  que  l'enveloppe  du  plan  polaire  d'un  point  fixe 
par  rapport  à  toutes  les  sphères  tangentes  à  deux  S[)hèi(;s 
fixes  se  compose  de  deux  (jnadriques  bitangentes. 

Laissant  de  côté  la  déuionstration  analytique  de  cette 
proposition,  je  me  bornerai  à  signaler  quelques-unes  de 
ses  conséquences  géométriques.  Il  est  évident  d'abord 
que  les  sphères  tangentes  à  deux  sphères  fixes  A  et  A'  se 
divisent  en  deux  groupes  :  le  premier  groupe  s'obtient  en 
considérant  les  rayons  des  sphères  comme  de  même 
signe;  le  second  en  considérant  les  rayons  des  sphères 
comme  de  signes  contraires,  la  théorie  des  evcles  s  éten- 
dant évidemment  aux  sphères  aussi  bien  qu'aux  cercles. 
Je  ne  considérerai  que  l'un  de  ces  groupes  dans  tout  ce 
qui  suit. 

Si  P  est  le  point  fixe,  pour  que  son  plan  polaire  le 
conlienne,  il  laut  (jue  la  sphèi'c  S,  par  rapport  ;i  laipiellc 
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on  prend  le  plan  polaire,  passe  pnrP.Comme  S  est  tan- 
gente déjà  à  A  et  A'  et  que  P  pt;ut  être  assimilé  à  une 
sphère  de  rayon  nul,  la  sphère  S  engendrera  unecyclide 
de  Dupin  ayant  le  point  P  comme  point  double.  Le  cône 
lieu  des  tangentes  en  P  à  la  cyclide  étant  de  révolution, 
ou  voit  que  le  cône  enveloppe  des  plans  du  lieu  passant 
par  P  est  du  second  degré  et  de  révohilion;  la  première 
partie  de  la  proposition  s'accorde  bien  avec  ce  qui  a  été 
dit  que  l'enveloppe  était  une  quadrique;  la  seconde 
montre  que  P  est  une  des  focales  de  la  quadrique. 

Je  cherche  le  cylindre  circonscrit  à  l'enveloppe  paral- 
lèlement à  une  direction  D,  c'est-à-dire  les  plans  polaires 
qui  soient  parallèles  à  D;  ils  correspondent  évidemment 
aux  sphères  ayant  leurs  centres  dans  un  plan  Q  mené 
par  P  perpendiculairement  à  D. 

Les  sphères  tangentes  à  A  et  A'  et  ayant  leurs  centres 
dans  le  plan  Q  ont  leurs  centres  situés  sur  une  conique 
admettant  A  et  A'  comme  loyers  dans  l'espace.  Ces 
sphères  enveloppent  une  cyclide  de  Dupin,  et,  comme  le 
cylindre  parallèle  à  D  doit  être  du  second  degré,  on  est 
conduit  à  ce  théorème  : 

«  On  considère  toutes  les  sphères  S  appartenant  à  l'un 
des  modes  de  génération  d'une  cyclide  de  Dupin  et  un 
point  P  dans  le  plan  des  centres  des  sphères  S.  L'enve- 
loppe des  plans  polaires  du  point  P  par  rapport  aux 
sphères  S  est  un  cylindre  du  second  degré.  » 

Le  tore  n'étant  qu'un  cas  particulier  de  la  cyclide,  le 
même  théorème  lui  est  applicable. 

Si  l'on  applique  la  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques  de  manière  à  obtenir  toujours  une  cyclide 
de  Dupin,  on  généralisera  facilement  cette  dernière  pro- 
position. En  effet,  à  une  sphère  et  aux  plans  tangents 
menés  par  un  point  P,  on  fera  correspondre  une  sphère 
et  les  sphères  tangentes  passant  par  le  pôle  d'inversion 
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et  par  le  point  transformé  de  P.  Comme  un  cercle  se 
transforme  en  un  cercle,  les  points  de  contact  dune 
sphère  avec  toutes  les  sphères  passant  par  deux  points 
fixes  seront  dans  un  même  pJan,  lequel  se  substituera, 
dans  l'énoncé,  au  plan  polaire. 

On  obtiendra  donc  sans  aucune  difficulté  un  nouvel 
énoncé  dans  lequel  interviendront  des  sphères  passant 
par  deux  points  fixes  situés  tous  deux  dans  le  plan  des 
centres  des  sphères  S  qui  constituent  un  des  modes  de 
génération  de  la  cyclide  de  Dupin, 


SUR  LES  FOXCTIOXS  SïllETRfQLES; 

Par  m.  WORONTZOFF. 


Soit 


U  =  F(.r,,^2,  ••  -,  ^n)—  *(ao,  «1-  •  •  •>  ««) 


une    fonction    symétrique    rationnelle    et    entière    des 
racines  de  l'équation 

f{x)  =  a^^x"  -^  a,  j~"-i  •+•  «.237"--  +  .  . .-!-  aii-i^  -r-  a,i—  o. 

On  sait  que 

k  —  n  rzzzn 

V^  du  ^s~^  .  du 

*=1  r—t 

iSous  nous  proposons  ici  de  généraliser  ce  théoi'ème. 
Comme 

da,.  f'^-f^/ 


îi 


(  3'i6  ) 


ou 


/' (  -r/c  )  =  «u ( ^Ic  —  -r  1  ) ( XI,  —  ^,  ) .  .  • .( Xk  —  .ri;^ i  ) ( ^/l-  —^k+\  )•••{ ^/.-  —  x„ 
=  naiixfr^  +  (n  —  i)«ia?".~^ 
■r  \ 


Xk 


.  . -1-  (  «  —  1  ) a„_i  XI,  +  ««„, 


I     .      du  .      r/?f 


A,. 


du 


(>) 


Posons,   pour  abréger, 

:r,     -r-  .T„    -t-  .  .  .  - 


A„ 


da,i 


Kx'l 


r'"  —  S 


—  («  —  /•  —  m  -+-  \)ar+,n-l  -f-'%  «,.+,;,_(. Sc-1 

f  =  1 


A„) 


du 
dxi^\ 


(')   Suil,  par  exemple,  U  —  S  ,  alors  de  la  formule  (i)  on  dcJuil 


k=t 


fo'a^a.J 


ao  ata.' .  ..a. 


a  :  [i  :  ...  A  ! 
{Nouvelles  Ajinales,  p.   38:?;  i888),  où  la  somme  \  xl.' . . .  x'I"  ?«' 

rapporte  à  toulcs  les  solutions  entières  positives  de  réquation 
^,  +  ...+  7,,^  (/. 
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d'où 

Hi.2'  =  (r  +  i)«,^,-^i^^, 

Mainleiiaiit,  en  prenant  successivement  dans  l'éga- 
lité (i), 

Ao=ao,         Xi  =  a,         ...,         A,.  =  a,.,         .,.,         A„=a„, 

Aq  =  O,  Al  := —  /lUo;  ..., 

A,.  =  — (/i  — r -i-i  )«,._,,         .,.,         ...,         A„  =  — a„_i, 
Ao=o,         Ai  =  ai,         A,.  =  /Y/,.,         ...,         Xn=nan, 

OU 

Ao  =  — nuo,         A]  =  —  (71  —  1)^1,  ■.., 

A,.  =  —  (  n  —  r)ar.  •  .  . ,         A„  =  o, 

Ao  =  o.  Al  =  )  c/, ,  .  .  •  , 

A,.  =   (  /•  —  l)<7r-4-l >  •••» 

ou 

Ao=«i,         Ai=2a,,  A,.=  (/--f-i)a,.+i,         ..., 


OU 

Ao--auI^/«-..,         A,=  HV"'-a,S,„_,, 

A     —  H""'—  rr    S 

et  en  remarquant  que 

H'i'"'^r'  +■  Hy«'^r'+.  • .+  Hi/'i)  a-A.+  H</") 

on  trouve  respectivement  les  formules  suivantes 

du  du  du  du 

aa^  dcii  dn„^i  du,, 


(  3.8  ) 
et 


V^  du  r  du  ,         du 

««-1    1 : 

da,i  J 


-t-2a,;_2  -1 

dan- 

k=n 

VT'  r/a  du  du 

7  ^ic  —, —  =       «1  -; h  2  aa  -j 1- .  . . 

^^        dxk  da^  dao 

du  du 

-h  (  n  —  I  )  a„-i H  nan  -. — 

dcin-i  dctn 

V  du        ,  du 

'u    1 

<r/fl„_2  "^  """'  rfa„_i  J 

V"     '    «^'^  /  n\\  au        (  o.îai\ 


■4-  2«„_2 

rf;/  /  «f\     du  /„  «s^lX    f"?" 

A  =  l 


««0  dcii 

du  du 

(  n  —  i)a„_i  — 1-  7U(,i 


dun-i  da,i- 


n—l 


■^     „,   du        ^     ,„  /  du    da^         du    da^  du    da^ 

.^    ''    dxj;       Aid'  ''    \dax  dx^        da=>  dxi;       "'       da n  dx^ 
k=\  k-\ 

;•  =  «  ;•  =  /!  —  1 

du        v^    x,<.,.  r.         s    diL 


=  2"'-""s7.=2<"'"-'"-S'»-) 


dUr 


Exemples.  —  i"  Si  l'on  pose  U  =  S,,  i  ^  o,  on 

*  doQ       "    '  f/rt] 
-!-  (/?—  I  )r/„-i  -^ !-  nftn  -, =  iS,+i  ; 

rf«„_2  "(^'/i-l 
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2°  Soit  ii  =  — ,  on  obtient,  pour  m  >>  i , 


REALISATION  ET  USAGE  DES  FORMES  IMAGmAIRES 
U  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  par  .M.  Maximilien  MARIE 

au   Collège  Stanislas,  à   Sainte-Barbe,   à    l'École  Sainte-Geneviève 
et  à  rÉcoIe  Monge  ('). 


11.  La  section  complète  d'un  lieuy(jr,  j^,  z)^^  o  par 
un  plan  réel  se  compose  de  la  section,  par  ce  plan,  de 
la  surface  réelle  et  des  sections  effectives,  par  ce  même 
plan,  de  toutes  les  conjuguées  du  lieu  dont  les  cordes 
réelles  lui  sont  parallèles. 

Les  sections  par  le  plan  considéré  des  conjuguées  du 
lieu  qu'il  peut  couper  sont,  dans  ce  plan,  les  conjuguées 
de  la  section  de  la  surface  réelle,  si  elle  est  effectivement 
coupée;  et  la  section  de  la  surface  réelle  est  l'enveloppe 
réelle  des  sections  des  conjuguées  que  le  plan  coupe. 

Ces  dc;rnières  sections  ont  le  plus  souvent  une  autre 
enveloppe,  imaginaire;  mais  cette  seconde  enveloppe 
n'est  généralement  pas  la  section  par  le  plan  considéré 
de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu  pro- 
posé. 


(')  Voir  t.  X,  p.  276. 

Ann-  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  \    (Juillci  uS()i.)  '23 
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Ainsi,  par  exemple,  l'enveloppe  imaginaire  des  con-        | 
j liguées  du  lieu 

.r2         >-2        ^2 

=  —  I 


A  l'elli 


X^-  V2  ^2 


«2  6-2  c2 

représenté  par  les  solutions  de  la  forme 

de  l'équation^  mais,  si  l'on  coupe  le  lieu  par  un  plan 
z=zh^  les  conjuguées  de  la  section  ont  pour  enveloppe 
imaginaire  l'ellipse 

X-   ^  y^  _        h- 

qui  n'appartient  pas  à  la  surface  enveloppe  imaginaire 
des  conjuguées  du  lieu. 

Cela  tient  à  ce  que  celles  des  cordes  réelles  de  la  sur- 
face enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu,  qui 
seraient  parallèles  au  plan  sécant,  ne  seront  générale- 
ment pas  dans  ce  plan,  ou  ne  s'y  trouveront  qu'en 
nombre  limité. 

Ainsi,  dans  l'exemple,  les  cordes  réelles  de  la  surface 
enveloppe  imaginaire,  qui  seraient  parallèles  au  plan 
z^=h,  seraient  comprises  dans  le  plan  z  =  o^  deux 
points  imaginaires  conjugués  de  la  surface  enveloppe 
imaginaire  étant  les  extrémités  d'un  même  diamètre  de 
la  surface. 

En  un  point  x  =  [^  y/ —  i ,  j  =  ^'  \J — i,  z  z=  h  .de 
l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la  section 

x^       y^  _  A2 

^  "^  "P  ~~'~  7^' 
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'-p-  esl  bien  lécl,  mais  ni  ^  ni  ^  ne  le   sont  :  en  eflet, 


ne  le  sont  pas. 

12.  Lorsqu'un  plan  sécant  réel  donne,  dans  la  surface 
réelle,  une  section  comprenant,  entre  autres  branches, 
un  anneau  fermé,  si  le  plan  se  déplace  parallèlement  à 
lui-même,  cet  anneau  se  i^éduit  à  un  point  au  moment 
où  le  plan  devient  tangent  à  la  nappe  fermée  de  la  sur- 
face réelle,  et  est  ensuite  remplacé  par  un  anneau  d'en- 
veloppe imaginaire  des  conjuguées  de  la  section. 

13.  Le  plan  tangent  à  une  conjuguée  (C,C',C")  d'un 
lieu^'(X,  Y,  Z)  =^  o  en  un  point  (x^j,  z)  de  cette  con- 
juguée est  la  conjuguée  (C,  C,  C")  de  l'onglet  de  plans 

14.  Si  le  premier  membre  de  l'équation  d'un  lieu  est 
décomposé  en  groupes  de  termes  homogènes  et  repré- 
senté par 

cp(X,  Y,  Z)  +  <V(X,  Y,  Z) -^  7^(X,  Y,  Z)  +  . . .  , 
l'éqnation  générale  des  plans  asymptotes    à  la  surface 


(  ^3.  ) 
réelle  el  à  ses  conjuguées  est 

a,  [i,  Y  formant  une   solution  réelle  ou  imaginaire   de 
l'équation 

?(^>  P,  y)  ^o. 

Les  conjuguées  des  cônes  asymptotes  des  surfaces  du 
second  degré  sout  les  cônes  asymptotes  des  conjuguées 
de  ces  surfaces. 

lo.  Le  contour  apparent  d'une  surface /^(X,\ ,  Z)  =  o, 
par  rapport  au  plan  des  xj  et  parallèlement  à  l'axe  des 
z^  a  pour  équations 

f{x,y,^)  =  o      et      fz{^,y,^)  =  o, 

qui,  par  l'élimination  de  z,  fourniraient  l'équation 

F(X,Y)  =  o 

du  contour  apparent  proprement  dit. 

Le  lieu  F(X,  Y)=o,  construit  dans  le  plan  des 
[X,  Y],  se  composera  en  général  d'une  courbe  réelle  et 
de  toutes  ses  conjuguées.  La  courbe  réelle  formera  le 
contour  apparent  proprement  dit  de  la  surface  réelle 
représentée  par  l'équation  y^(X,  Y,  Z)  ::=  Oj  mais  les 
conjuguées  de  cette  courbe  F(X,  Y)  =  o  ne  seront  pas 
les  contours  apparents  des  conjuguées  de  la  surface 
/"(X,  Y,  Z)  =^  o,  parce  que  dans  les  solutions  correspon- 
dantes des  équations 


f{x,y,z)  =  o 


et 


f'z{x,y,  z)  =  o, 


I 
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3' 
le  rapport  ~  des  parties  imaginaires  de  x  et  de  y  sera 

r 

8"       3" 
bien  constant,  mais  non  pas  les  rapports  tt  et  -^  ('). 

16.  Toutes  celles  des  conjuguées  d'une  même  surface 
qui  la  touchent  en  un  même  point  (ce  sont  celles  dont 
les  cordes  réelles  sont  parallèles  au  plan  tangent  en  ce 
point)  y  ont  pour  indicatrices  les  conjuguées  de  l'indi- 
catrice de  la  surface  réelle  au  même  point. 

Les  autres  questions  relatives  à  la  courbure  des  sur- 
faces imaginaires  se  résolvent  par  les  mêmes  méthodes 
que  l'on  emploie  pour  les  surfaces  réelles. 

17.  De  la  cuhature  des  surfaces,  et  des  périodes  des 
intégrales  doubles.  —  On  trouvera,  dans  le  second. 
Volume  de  la  Théorie  des  Jonctions  de  variables  ima- 
ginaires, tous  les  théorèmes  pz'éliminaires  qui  permet- 
tent d'établir  l'équivalence  des  chemins  qui  peuvent  se 
substituer  les  uns  aux  autres  sans  que  la  valeur  de  l'in- 
tégrale double  soit  altérée. 

Ces  propositions  ne  présentent  d'autre  intérêt  que 
celui  de  rendre  possible  la  démonstration  a  priori  d'un 


(')  Si  l'on  coupait  un  lieu /(  X,  Y,  Z)  =  o  par  une  série  de  plans 
l'éels,  parallèles  entre  eux  et  à  l'axe  des  z,  les  points  critiques  de 
chaque  section  seraient  les  points  d'intersection,  par  les  plans  consi- 
dérés, du  contour  apparent  de  la  surface  /(X,  Y,  Z  )  =  o,  par  rapport 
au  plan  des  [X,  Y'];  et  pour  instituer,,  relativement  aux  intégrales 
doubles,  une  méthode  analogue  à  celle  que  Cauchy  a  fondée  pour  les 
intégrales  simples,  il  faudrait  faire  jouer  au  contour  apparent  de  la 
surface  à  cuber  le  même  rôle  factice  que  Cauchy  avait  attribué  aux 
contours  apparents,  par  rapport  à  l'axe  des  a?,  des  courbes  à  quarrer. 

J'ai  réalisé  celte  idée  en  1872,  dans  un  Mémoire  qui  a  paru, 
vers  1874,  dans  le  XLIV"  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique 
et  que  l'on  trouvera  dans  le  troisième  Volume  de  ma  Théorie  des  fonc- 
tions de  variables  imasrinaires. 
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fait  que  l'on  peut  regarder  comme  évident  :  c'est  qu'une 
intégrale  double  est  déterminée,  à  des  constantes  près, 
par  ses  limites,  tandis  qu'elle  serait  complètement  indé- 
terminée si  elle  variait  d'une  manière  continue  avec  le 
chemin  superficiel  suivi  pour  rejoindre  les  limites. 

Nous  omettons  ici  ces  théorèmes  et  nous  réduisons 
toute  la  théorie  à  sa  plus  simple  expression. 

La  quadratrice  de  la  section  d'un  lieu/^(X,  Y,  Z)  =  o 
par  un  plan  léel  admet  :  i",  comme  périodes  réelles,  w, 
(x>\  to",  ...  les  aires  des  anneaux  fermés  de  la  section  de 
la  surface  réelle,  lorsqu'elle  existe  et  qu'elle  est  effecti- 
vement  coupée  par  le  plan  réel  considéré;  2°,  comme 
périodes  imaginaires,  10,^/ — 1,  w'^y/ — 1,  to,  y/ — i  les 
produits  par  y/ — i  des  aires  des  anneaux  fermés  des 
sections  faites  dans  les  conjuguées  du  lieu  dont  les  cordes 
réelles  sont  parallèles  au  plan  sécant,  mais  les  aires  de 
tous  ceux  de  ces  anneaux  fermés  qui  sont  compris  entre 
les  deux  mêmes  branches  de  la  section  réelle  sont  égales  ; 
3°,  comme  périodes  généralement  mixtes,  coo-h  103  y/ —  i , 
0)!,  +  oj'g  y/ —  1 ,  ...  les  valeurs  de  l'intégrale  quadratrice, 
acquises  dans  le  parcours  des  anneaux  fermés  de  l'en- 
veloppe imaginaire  des  conjuguées  de  la  section;  4°  ^^'^- 
fin,    comme    périodes    cycliques,    -rzd's/ — ),7zd''\J — 1, 

7zd"\ —  I ....  les  produits  par  y/ —  i  des  aires  des  par- 
ties elliptiques  évanouissantes  des  conjuguées  dont  les 
cordes  réelles  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  la  section. 

18.  Si  Ton  a  coupé  le  lieu  par  une  série  de  plans 
parallèles  entre  enx  et  distants  les  uns  des  autres  de  la 
quantité  dh  et  que  Q  soit  l'une  des  périodes  de  la  qua- 
dratrice de  la  section,  Qdh  sera  un  élément  d'une  des 
périodes  de  la  cubatrice  de  la  surface  et,  pour  obtenir 
cette  période,  il  faudra  pi'cndre  l'intégrale  /Uc/A,  entre 
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deux   valeurs  de  h   pour  lesquelles   Q   s'annule,    c'est- 
à-dire  entre  deux  plans  tangents  au  lieu/^(X,  Y,  Z)  =  o. 

19.  Si  la  période  considérée  est  l'aire  d'un  anneau 
fermé  de  la  section  réelle,  elle  engendrera  un  volume 
enveloppé  par  une  nappe  de  la  surface  réelle,  fermée 
dans  tous  les  sens  parallèles  au  plan  sécant^  et,  si  cette 
nappe  se  ferme  encore  dans  un  nouveau  sens,  non  paral- 
lèle au  plan  sécant,  la  période  engendrée  sera  le  volume 
enfermé  par  une  nappe  sphéroïdale  de  la  surface  réelle. 

20.  Si  la  période  considérée  est  le  produit  par  \l —  i 
de  l'aire  d'un  anneau  fermé  de  conjuguée  de  la  section 
et  si  cet  anneau  engendre  une  nappe  fermée  de  conju- 
guée de  la  surface  proposée,  la  période  engendrée  sera 

le  produit  par  \J —  i  du  volume  enfermé  dans  la  nappe 
fermée  de  la  conjuguée  en  question. 

21.  Toutes  les  conjuguées  fermées  d' une  niênie  sur- 
face, inscrites  dans  la  même  nappe  de  la  surface  réelle, 

enveloppent  des  volumes  égaux.  —  En  cliet,  compa- 
rons d'abord  entre  elles  celles  de  ces  conjuguées  dont  les 
cordes  réelles  sont  parallèles  à  un  même  plan  parallèle 
à  l'axe  des  z  :  d'une  part,  les  sections  faites  dans  toutes 
ces  conjuguées  par  un  même  plan  quelconque,  parallèle 
au  plan  considéré,  auront  toutes  même  aire  et,  d'autre 
part,  ces  sections  s'évanouiront  toutes  dans  les  mêmes 
plaiîs  ;  car  les  courbes  de  contact  de  toutes  ces  conjuguées 
avec  la  surface  réelle  ne  seront  autre  chose  que  les  cour- 
bes de  contact,  avec  cette  même  surface  réelle,  de;  tous 
les  cylindres  qui  lui  seraient  inscrits  |)arallèlement  aux 
cordes  réelles  de  toutes  les  conjuguées  considérées,  c'est- 
à-dire  à  toutes  les  droites  parallèles  à  un  même  plan. 
Or^  toutes  ces  courbes  se  couperont  aux  mêmes  points  de 
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la  surface  réelle,  lesquels  seront  les  points  de  contact 
avec  cette  surface  réelle  de  ses  plans  tangents  parallèles  au 
plan  considéré;  de  sorte  que,  déjà,  toutes  les  conjuguées 
en  question  envelopperont  des  volumes  égaux  et,  en  par- 
ticulier, égaux  au  volume  enveloppé  par  la  conjuguée 
dont  les  cordes  réelles  seraient  parallèles  à  l'axe  des  z. 

Mais  un  plan  parallèle  à  Taxe  des  z  pourra  être  dirigé 
parallèlement  aux  cordes  réelles  d'une  conjuguée  quel- 
conque, non  comprise  parmi  les  précédentes,  et  le 
volume  enveloppé  par  cette  nouvelle  conjuguée  fermée 
sera  encore  égal  au  volume  enfermé  par  la  conjuguée 
dont  les  cordes  réelles  seraient  parallèles  à  l'axe  des  z. 

La  démonstration  du  théorème  énoncé  s'étend  donc  à 
toutes  les  conjuguées. 

11  en  résulte  que  le  produit  par  y/ —  i  du  volume  en- 
veloppé par  l'une  quelconque  des  conjuguées  fermées 
d'une  surface  réelle  y(x,j)^,  2)  =  o,  inscrites  dans  la 
même  nappe  réelle  de  cette  surface,  est  Tune  des  pé- 
riodes de  l'intégrale  cubatrice  de  cette  surface. 

Ces  propositions  se  trouvaient  déjà  dans  mon  Mémoire 
de  i853  et  Gaucliy  les  énonce  dans  son  Rapport  de  i854 
sur  ce  Mémoire. 

22.  Si  la  période  considérée  correspond  au  parcours 
d'un  anneau  fermé  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conju- 
guées de  la  section  faite  dans  la  surface  par  le  plan  réel 
qui  se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  cette  période 
s'annulera  lorsque  le  plan  sécant  deviendra  tangent  soit 
à  la  surface  réelle  et  à  l'enveloppe  imaginaire  des  conju- 
guées de  cette  surface,  si  elles  coexistent,  soit  à  celle 
qui  subsistera  seule.  D'ailleurs  l'intégrale  J"!)  dh.,  évaluée 
entre  deux  valeurs  de  h  pour  lesquelles  le  plan  mobile 
deviendrait  tangent,  soit  à  la  surface  réelle,  soit  à  l'enve- 
loppe imaginaire  de  ses   conjuguées,   fournira  une  pé- 
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riode,  généralement  imaginaire,  de  l'intégrale  cubatrice 
du  lieu  considéré. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  rapporte  un  hyperboloïde 
à  deux  nappes  à  trois  de  ses  diamètres  conjugués,  dont 
l'un,  l'axe  des  ^,  soit  le  diamètre  Irans verse,  l'équation 
de  la  surface  sera 

X-        y'^         z^ 
a'-        b'~        c- 

Si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan  :;  =/2,  compris 
entre  les  plans  tangents 

^  =  —  c'  et  s  =  -1-  c', 

la  section  totale  aura  pour  équation 

«2  ^2  /?2 

<■/  2  1^2  C  2 

et  cette  équation  représentera  une  infinité  d'hyperboles 
ayant  pour  enveloppe  imaginaire  une  courbe  qui,  réa- 
lisée, sera  l'ellipse 

la  période,  réelle  dans  ce  cas,  de  la  quadratriee  de  la 

section  sera 

i>  =  7:rt'6'sin(XOY), 

et  la  période  de  la  cubatrice  du  lieu,  engendrée  par  cette 
période  superficielle,  sera 


£ 


-a' h' ^\n{xoy)  dhè\x\{2.,  XOY). 
c'est-à-dire  le  volume  de  l'ellipsoïde 


ou 


X- 

-H 

y 

+  — 

c 

4  _ 

abc, 
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a^b^c    désignant  les   axes   de  l'hyperboloïde  proposé; 

1  ,1.  .1  ,  a?2  r2  22 

car  tous  les  ellipsoïdes,  tels  que  —r.  -+-  'r-, — I — r  =  i ,  se- 

*■  ^       a  -         6  2         c  2 

ront  équivalents,  en  volume,  comme  on  le  sait. 

De  sorte  que,  dans  ce  cas  particulier,  le  fait,  analogue 
à  celui  de  l'équivalence  en  volume  des  conjuguées  fer- 
mées d'une  même  surface,  inscrites  dans  une  même 
nappe  de  celte  surface,  se  présente  de  lui-même  relati- 
vement aux  lieux  des  enveloppes  imaginaires  des  sections 
faites  dans  la  surface  par  des  plans  parallèles  de  direc- 
tion arbitraire;  dans  le  cas  particulier  qui  vient  d'être 
examiné,  les  nappes  fermées,  lieux  de  ces  enveloppes, 
entourent  des  volumes  égaux. 

Cette  proposition  pourrait  être  généralisée.  Elle  n'est 
pas  indiquée  dans  ma  Théorie  des  fonctions  de  variables 
imaginaires,  où  la  question  des  intégrales  doubles  a  été 
prise  à  un  tout  autre  point  de  vue. 

23.  Enfin,  si  la  période  considérée  est  une  des  périodes 
cycliques  de  la  quadratrice  de  la  section  faite  dans  la 
surface  par  le  plan  mobile,  c'est-à-dire  le  produit  par 
y^ — I  de  l'aire  d'une  ellipse  indéfiniment  allongée  dans 
un  sens  et  indéfiniment  aplatie  dans  l'autre,  elle  s'an- 
nulera dans  deux  plans,  et  l'intégrale  correspondante 

f-d'^dh 

évaluée  entre  ces  deux  plans  prendra  une  valeur  numé- 
rique qui  sera  le  produit  par  \J —  i  du  volume  fini  d'un 
ellipsoïde  ayant  un  axe  infini,  un  axe  fini  et  un  axe 
infiniment  petit. 

J'ai  donné  le  nom.  àe  périodes  sphériques  à  ce  genre 
de  périodes  de  l'intégrale  cubatrice  d'une  surface. 

Soit 

©(a-,  j,  z)  -4-  ^{x,y,  z)  -H  yjx.y,  z)  +. . .  =  o 
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1  equalioii  de  la  suiiace  Ja  plus  générale  de  degré  ///,  dé- 
composée en  groupes  de  ternies  homogènes,  de  sorte  que 
CD,  '|,  y.  •  .  •   soient  des  polynômes  homogènes  de  degrés 
m^  m  —  i  ^  m  —  2 ,  .  .  . . 
Soient  d'ailleurs 

~  =  Z  =  1 
a.        ^        I 

les  équations  d'une  direction  asymptotique,  de  sorte  que 

o(a.  fl,  I)  =  o, 
et 


soient  les  équations  d'une  parallèle  à  cette  direction  :  si 
l'on  veut  avoirles  intersections  de  cette  parallèle  avec  la 
surface,  on  pourra  remplacer  dans  l'équation  proposée 

X,  y  et  z  par 

XQ-r-7.0,    jj-Q-f- pp     et     p, 

ce  qui  donnera 


p"'o(3t,  p,  I)  H-  p"'~'[(a-oOa-^7o?p-f-  ^'(^^  P'  01 
p/n— 2 

^2rrot{/;3j^2joyp-+-2X(a,  p,i)]  4-...  =  o; 

mais  le  terme  en  p"'  disparaîtra  de  lui-même,  'j(a,  [3,  i) 
étant  nul  par  hypothèse. 

Si  l'on  veut  exprimer  que  la  droite 

x  —  xçj  ^  y—y-Q  _  f 

a        "         p        ""   I 
est  elle-même  une  asymptote,  il  faudra  poser 

^i>Ta  +  ro?p-i-4'(a»  P,  0  =  o, 

ce  qui  donnera  une  relation  entre  les  coordonnées  oto, 
l'o  de  la  trace  sur  le  plan  des  xy  d'une  asymptote  parai- 
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lèle   à  la  direction  -  =  ^  =  -,  d'où  l'on  voit  que  les 

api  ^ 

asymptotes  parallèles  à  une  même  direction  asympto- 
tique  sont  généralement  dans  un  même  plan. 

Si  l'on  voulait  déterminer  les  asymptotes,  parallèles  à 
la  même  direction,  qui  rencontrent  la  surface  en  trois 
points  situés  à  l'infini,  il  faudrait  poser  la  nouvelle  con- 
dition 

Xoq"^,-+-  2a7ojo9ap-^7o?pî+  2a7o^a-t-  ajKo^/'p-h  a/Ja,  ^,  i)  =  o; 

d'où  l'on  voit,  comme  cela  avait  été  annoncé,  que,  parmi 
toutes  les  asymptotes  parallèles  à  une  même  direction, 
il  y  en  aura  généralement  deux,  et  deux  seulement,  qui 
rencontreront  la  surface  en  trois  points  situés  à  l'infini, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  que,  si  un  plan  quelconque 
se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  chacune  des  pé- 
riodes cycliques  de  la  quadratrice  de  la  section  de  la 
surface  par  ce  plan  mobile  s'annulera  deux  fois  et  deux 
ibis  seulement.  (^  suivre.  ) 


ERRATA. 


Page  .21';,  lignes  lo   el    '2,  remplacez  les  limites   inférieures  des 
intégrales  par  o,  1,2,0,  . . . ,  11. 
Page  23o,  ligne  20,  au  lieu  de  n,  lisez  x. 

»  lignes  22  et  27,  au  lieu  de  p^  lisez  \x. 

»  ligne  28,  au  lieu  de  p-,  lisez  a-  et  au  lieu  de  —  ^aqp; 

lisez  —  ^iaq\}.. 
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MULTIPLICATION  DES  DETERMINANTS  ('); 

Par  m.  E.  CARVALLO, 
Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


1.  Problème.  Représenter  le  produit  de  deux  déter- 
minants d'ordres  m  et  n  par  un  déterminant  d^ ordre 
m  -\-  n.  —  Considérons  les  déterminants  des  deux  sys- 
tèmes 

l  y^  =  a\x^->^  aix^-T-  a\x3, 

(i)  (  y^^  a\Xi-^  alxi^alx^, 

\  yz=a\xi^  al X.2  +  al x^, 

(  y^  =  aia"4-r-  alx^. 

On  a,  d'après  la  définition  que  j'ai  donnée  des  déter- 
minants ('), 

(O  [rir2j3l=[^^^î  [^1^2^31, 

YXiX-2Xz\ 

et  en  opérant  la  multiplication  extérieure  sur  les  deux 
membres  de  ces  égalités, 

(3)      [y,y,y>y.y.]  =  [^J^f  j  [^  [.,.,.,...-^. 

Cette  formule  exprime  que  le  produit  des  deux  déter- 
minants ^^^^^^^^^^,  p^-^^j  définis    par   les   systèmes  (1) 

(')  Cet  article  fait  suite  à  celui  que  j'ai  publié  récemment  {A^ouv. 
Ann.,  i"  série,  t.  X;  mai  1891). 
Ann.  de  Mathémat.,  ?>'  série,  t.  \.  (Août  1S91.)  2^ 
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et  (2),   est  égal  au  déterminant  unique  du  cinquième 

ordre  Y'^^^^-^'*-^,  qu'on  obtient  en  regardant  (i)  et  (2) 

[071 372  ^3  ^4  ^sj  \     /  \     / 

comme  formant  un  système  unique  de  cinq  fonctions  j'^ 
à  cinq  variables  x. 

Remarque.  —  Si  dans  les  seconds  membres  du  sys- 
tème (2),  par  exemple,  on  introduit  des  termes  en  j:, , 
Xo,  JCs,  ceux-ci  donneront  dans  la  formule  (2')  de  nou- 
veaux termes  en  [x)  Xo],  ...,  etc.;  mais,  dans  la  multipli- 
cation de  (i')  et  (2'),  ces  termes  disparaîtront.  La  for- 
mule (3)  subsiste.  On  peut  donc,  dans  le  déterminant 

\_jij^j3j'^joi  j^  (-ette  formule,  introduire  des  éléments 

[  371  :r2  373  074  375] 

arbitraires  dans  les  colonnes  i,  2,  3  des  lignes  4^  5  (')• 

2.  Problème.  Représente!'  le  produit  de  deux  déter- 
jjiinaiits  de  même  ordre  par  un  détei'ininant  de  même 
ordre.  —  Soient  A  et  B  les  valeurs  des  déterminants  des 
deux  systèmes 


^i) 


(2) 


7i  =  a\Xi 
72=  a\xi 
J3=  alxy 
Zi  =  b\yi 


aix.2--  a\Xz, 

a|  372  4-  «1373, 


-2  =  6|jKl^6|72^6|jK3, 


(  '  )  L'expression  du    théorème  avec  ces  éléments  arbitraires  X  et 
dans  la  notation  usuelle  est  celle-ci  : 


Al 


a\ 

a\ 

0 

0 

a\ 

al 

0 

0 

a\ 

a] 

a 

a\ 

al 

0 

n 

= 

a\ 

a: 

a 

K 

'>^l 

al 

«4 

al 

al 

a 

>^; 

^l 

< 

a\ 
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On  a,  d'après  ma  définition  des  déterminants, 

et  par  suite 

(3)  [ZiZ.2Zs\=B.\.[XiX.2X3\. 

Cette  formule  montre  que  Je  produit  B.A  est  égal  à  la 
valeur  C  du  déterminant  obtenu  en  exprimant  les  z  en 
fonction  des  x.  11  suffit  de  remplacer,  dans  les  for- 
mules (2),  les  j' par  leurs  valeurs  (i).  L'élémentqui  est  à 
la  ligne  /?  et  à  la  colonne  cf  de  ce  nouveau  déterminant 
C  est  visiblement  le  coefficient  de  Xç  dans  l'expression 
de  Zp.  C'est 

(4)  cl=bj,a1-r-bj,a'l^b],a'^. 

Remarques.  —  1°  La  méthode  s'étend  au  produit  de 
plusieurs  déterminants. 

2°  Elle  ne  suppose  pas  qu'on  ait  le  même  nombre  de 
variables  dans  les  formules  (i)  et  (2).  Si,  par  exemple,  les 
formules  (i)  donnent  seulement  7  , ,  y-^  t'"  fonction  de 
jc, ,  Xo,  ^3;  si,  de  plus,  les  formules  (2)  donnent  s,,  Zo,  ^3 
en  fonction  àe  y^,  j.2->  la  méthode  montre  que  le  déter- 
minant C  est  nul. 

3°   Le  théorème  s'exprime  intuitivement  par  la  iov- 

mulei^i^  =  liiiiM  [ZlZ^ZL^.  On  reconnaît  le  théo- 

rème  des  fonctions  de  fonctions  pour  les  dérivées  et  les 
déterminants  fonctionnels. 

3.  Déterminants  réciproques.  —  Je  suppose  que  dans 
le  système  (2)  (n°  2),  è^  soit  égal  au  déterminant  mineur 
de  l'élément  a^.  Le  déterminant  13  est  alors  appelé  le  réci- 
proque du  déterminant  A  (' j.  La  formule  (4)  offre  alors 

(•)  SV.LMON,  Leçons  d'Algèbre  supérieure. 


(  344  ) 

deux  cas.  Si  r/ =  p,  c^  =  è],af-i- ^J,«^  +  Z>J,a^  repré- 
sente le  développement  du  déterminant  A  suivant  les 
éléments  de  la  colonne  p.  Si  q  est  différent  de  p,  c'^^  est 
le  développement  du  même  déterminant  où  l'on  a  rem- 
placé la  colonne  p  par  la  colonne  q.  Ce  nouveau  déter- 
ninant  est  nul  comme  ayant  deux  colonnes  identiques. 
Ainsi,  le  déterminant  C  se  réduit  aux  éléments  de  la 
première  diagonale  et  l'on  a 

(5)  ^i=AiFi,  Z2=  Ax.2,  Z3=  kxz. 

On  en  conclut  C  =  A^.  Plus  généralement,  s'il  s'agit 
de  déterminants  d'ordre  n,  on  a  C  =  A",  et,  en  rempla- 
çant C  par  sa  valeur  BA, 

(6)  B  =  A«-'. 

D'autre  part,  si  Ton  porte  les  valeurs  (5)  dans  les 
formules  (2),  on  obtient 

/  A.xi  =  b\ji-^bly.2  +  bly3, 

(1')  J  Ar2=  6b'i+*lr-2-+-6|73, 

(  Ax3=  blyi-^  blyo-i-  blys. 

jéinsi,  des  formules  (i)  on  déduit  les  formules  (2'). 
Je  peux  opérer  de  même  sur  les  formules  (2').  Si  je 
représente  par  des  lettres  d  les  éléments  du  détermi- 
nantD,  réciproque  de  B,  j'aurai,  en  appliquant  la  même 

règle, 

/  Byi^  cl\Kxi-]-  d\  kx-2^  d\kx:i, 

(i')  ''Byo_  =  d\kxi-^dlkx.y'\-cll}s.X3, 

\  ^yz  =  d\  Aa?!  -H  dl  P^Xi -f-  d\  Aa?.-). 

En  comparant  ces  égalités  (1')  aux  égalités  (i),  on  en 
conclut 

dl  g  =  al, 
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et,  en  remplaçant  B  par  sa  valeur  A"~', 

(7)  <  =  A«-'a^. 

Les  formules  (6)  et  (-)  s'énoncent  respectivement 
ainsi  : 

1°  Le  réciproque  d'un  déterminant  A  d'ordre  n  a 
pour  valeur  A"~*; 

2°  Le  réciproque  du  réciproque  d'un  déterminant  A 
d'ordre  7i  a  pour  éléments  ceux  de  A  multipliés  par  A"~-. 


SIR  l]^E  GENERALISATION  Dl  THÉORÈME  DES  PROJECTIONS; 

Par  m.  E.  CARVALLO, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Pol^'technique. 


1.  11  s'agit  d'une  conséquence  immédiate  du  théorème 
des  projections.  Elle  est  bien  connue,  très  employée  en 
Mécanique  pour  évaluer  le  travail  d'une  force,  et  pour- 
tant elle  est  généralement  omise  dans  les  cours  de  Mathé- 
matiques spéciales.  Serait-elle  donc  de  peu  d'usage  en 
Trigonométrie  et  en  Géométrie  analytique?  Je  veux 
montrer  ici  qu'au  contraire,  dans  les  deux  cas,  elle  peut 
rendre  de  grands  services  et  simplifier  beaucoup  les 
démonstrations.  Jl  me  sulîira  de  prendre  un  exemple 
simple  dans  chacune  de  ces  matières.  Voici  d'abord 
l'énoncé  : 

2.  Théorème.  —  Si  deux  segments  A  e^  B  sont  les 
résultantes  de plusieu/s  (lutres,  A,,  Ao,  A3,  .  .  .,  B,,  B2, 
B3,  . .  . ,  le  produit  des  valeurs  algébriques  de  ces  seg- 
ments par  le  cosinus  de  V angle  des  axes  sur  lesquels 
ils  sont  comptes  est  égal  à  la  somme  des  produits  quon 
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obtient  en  combinant  toutes  les  composantes  du  pre- 
mier segment  avec  toutes  les  covjposantes  du  second. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  si  évidente  et  si  bien 
connue  du  théorème  des  projections  que  je  me  dispense 
de  le  démontrer.  On  le  représente  commodément  parla 
formule 

(Ai+  A,+...)  I  (B,4-  B2+  ...)  =  SA,  1  By,        {i,  j  =  I,  2,  ...), 

en  désignant  par  A|  -h  Ao,  ...  la  résultante  A,  et  par 
A  I  B  le  produit  des  deux  segments  par  le  cosinus  de 
leur  angle.  Cette  formule  est  très  mnémonique,  étant 
identique  à  celle  de  la  multiplication  algébrique  d'une 
somme  par  une  somme. 

3.  Première  application.  —  Distance  d'un  point  à 
l'origine.  —  Soient  X,  Y,  Z  les  vecteurs  qui  forment  les 
trois  composantes  de  OM  sur  les  trois  axes  Ox,  Oj,  Oz  ; 
soient  j:,j,  c  leurs  valeurs  algébriques,  X,  [jl,  vies  angles 
des  axesj  O^,  zOx.,  xOj  .  On  a 

ÔM^  =  OM|OM  =  (X  -^  Y  +  Z)  I  (X  -i-  X  ^  Z) 

=  X|X-^Y|Y^-Z|Z-4-2Y|Z-2ZIX^-2X|  Y 

-f-  lyz  cosX  -\-  1ZX  nosfJL  -+-  -ixy  cosv. 

4.  Deuxième  APPLICATION.  — Formule  fondam-entale 
de  la  Trigonométrie  sphérique 

cosa  =  cosô  cosc  -!-  sinô  sine  cosA. 

Soient  le  triangle  sphérique  ABC,  O  le  centre  de  la 
sphère.  Je  dois  évaluer  cos«  =  OB  |  OG.  Pour  cela,  je 
décompose  le  segment  OB  en  deux  autres,  OH  et  HB, 
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savoir  : 


OH  =  cosc  suivant  OA, 

HB  =  sine  suivant  la  perpendiculaire  à  OA,  dans  le  plan  AOB. 


Je  décompose  de  même  OC  suivant  OK  et  KG.  J'aurai 

cosa  =  OB  I  OC 

=  (OH^-HB)|(OK  +  KG) 

=  OH  I  OK  ^  OH  I  KG  ^  HB  I  OK  -I-  HB  I  KG 

=  cos6  cosc  -!-  sin6  sine  cosA. 

C.  Q.    F.    D. 


AGRÉGATIO\  DES  SCIENCES  IIATHÉMATIQUES 
(C0\C01RS  DE  1891). 


Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  une  sphère  S  et  deux  droites  D,  D',  tangentes  à 
cette  sphère. 

1°  Par  un  point  quelconque  de  la  droite  D  on  mène  les 
droites  G  et  G'  qui  touchent  la  sphère  S  et  rencontrent  la 
droite  D';  démontrer  que  les  points  de  contact  des  droites  G 
et  G'  avec  la  sphère  S  décrivent  deux  cercles  G  et  G'. 

1°  Démontrer  que  les  droites  G,  qui  touchent  la  sphère  S 
en  des  points  situés  sur  le  cercle  G,  sont  tangentes  à  une  infi- 
nité de  sphères  S. 
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3°  Trouver  coinljicn  il  y  a  de  sphères  S  tangentes  à  un  plan 
donne  Q.  Discuter  le  problème  et  trouver  le  lieu  des  traces 
des  droites  G  sur  le  plan  Q. 

Mathématiques  spéciales. 

Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  deux  points  P  et  Q  situés 
dans  son  plan,  on  considère  les  coniques  S  qui  touchent  le 
côté  CA  en  A  et  passent  par  les  points  P  et  Q;  on  considère 
de  même  les  coniques  S'  qui  touchent  le  côté  CB  en  B  et  pas- 
sent par  les  points  P  et  Q. 

i'^  Soient  M  et  N  les  points  d'intersection  d'une  conique  S 
avec  les  droites  CP  et  CQ;  M'  et  N'  les  points  d'intersection 
d'une  conique  S'  avec  les  mêmes  droites.  Démontrer  que  la 
droite  MN  passe  par  un  point  fixe  Aj  et  la  droite  M'N'  par  un 
point  fixe  Bj,  quand  les  coniques  S  et  S'  varient. 

2°  En  substituant  le  triangle  CAjEi  au  triangle  CAB  dans  la 
définition  des  deux  séries  de  coniques,  on  obtiendra  deux 
nouveaux  points  A2,  B2  et  ainsi  de  suite  ;  trouver  l'équation 
de  la  droite  A„B„  et  chercher  sa  position  limite  quand  n  de- 
vient infini. 

3°  On  suppose  que  les  coniques  S  et  S'  varient  de  manière 
que  les  deuxièmes  tangentes  menées  du  point  G  à  ces  courbes 
soient  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  GP  et 
GQ;  trouver,  dans  cette  hypothèse,  le  lieu  du  point  d'intersec- 
tion des  polaires  d'un  point  donné  H  par  rapport  à  ces  coni- 
ques. 

4°  Lorsque  les  coniques  S  et  S'  varient  en  restant  tan- 
gentes, trouver  le  lieu  de  leur  point  de  contact. 

Composition  sur  l'Analyse  et  ses  applications 
§■60  métriques. 

Etant  donnée  l'équation 

dans  laquelle  z  désigne  une   fonction  des  deux  variables  indé- 
pendantes X  el  y  e.1  où  l'on  a  posé 

ôz  ôz 


I 


(  349  ) 

définir  ce  que  l'on  entend  :  i°  par  intégrale  complète,  inté- 
grale générale,  intégrale  singulière  ;  2°  par  caractéristiques. 
Montrer  comment  on  peut  déduire  l'intégrale  singulière  soit 
d'une  intégrale  complète,  soit  de  l'équation  différentielle. 

Application. 

1°  Étant  donnée  l'équation 

in^pq  -h  ixyz  —  xy{px  -\-  qy)^  o, 

dans  laquelle  m  désigne  une  ligne  donnée,  trouver  une  inté- 
grale complète  ; 

2°  Déduire  de  cette  intégrale  complète  la  surface  intégrale  S 
qui  passe  par  la  droite  D  dont  les  équations  sont 

y  =z  o,  X  ^=  z. 

Déterminer  directement,  en  intégrant  leurs  équations  différen- 
tielles, les  caractéristiques  dont  le  lieu  est  la  surface  S; 

3°  Étudier  cette  surface  dans  le  voisinage  de  l'origine;  dé- 
terminer sa  forme  générale  à  l'aide  des  sections  faites  par  des 
plans  passant  par  l'axe  des  y. 

4°  Trouver  les  lignes  suivant  lesquelles  la  surface  S  touche 
la  surface  représentée  par  l'intégrale  singulière. 


Composition  de  Mécanique  rationnelle. 

Un  trièdre  trirectangle  OXYZ  tourne  avec  une  vitesse  con- 
stante o»  autour  de  son  arête  OZ,  qui  est  dirigée  en  sens  con- 
traire de  la  pesanteur;  il  entraîne  avec  lui  un  paraboloïde  P 
qui,  rapporté  aux  axes  OX,  OY,  OZ,  aurait  pour  équation 

x'^  —  y-  =  ipz. 

Un  point  M  de  masse  i,  de  poids  ff,  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  la  surface  de  P,  est  attiré  vers  le  sommet  O  du  parabo- 
loïde par  une   force  égale  à  —^  MO;  en  outre,  MA,  MB  étant 

les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  les  génératrices  recti- 
lignes  de  P  qui  passent  au  sommet  O,  le  point  ^I  est  encore 
sollicité  par   deux   forces  dirigées  suivant  les  segments  AM, 

BM,  et  éirales.  lu  |)remière  à  -^  AM,  la  seconde  à  — ^  BM. 

I>  p 
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La  position  du  mobile  M  sera  définie  par  les  valeurs  des  pa- 
ramètres À,  ij.,  qui  figurent  dans  les  équations 

^'     .    y-    _i     „ ,         ^-     .     r' 


=  1- 


X  — p      X  -\- p  '         ^^ p       \'-  —  p      ' 

des  paraboloïdes  homofocaux  à  P  et  passant  par  le  point  M. 

Gela  posé,  on  demande  : 

j°  De  former  l'équation  aux  dérivées  partielles  dont,  suivant 
le  théorème  de  Jacobi,  il  suffirait  de  connaître  une  intégrale 
complète  pour  en  déduire,  par  de  simples  différentiations,  les 
équations  du  mouvement  du  point  M; 

1°  De  trouver  cette  intégrale  complète  et  les  équations  du 
mouvement  quand  on  suppose  w  =  o; 

3°  D'intégrer  l'équation  de  la  trajectoire  et  d'indiquer  la 
forme  de  cette  ligne  quand,  w  étant  toujours  nul,  on  a,  à  l'in- 
stant initial, 

x=y=p^\, 
dx  3  -f-  3  Jz    I — 

dy 

dt  ~~ 


C0\C01RS  D'ADIIISSIOX  A  L'ECOLE  CENTRALE  M  1891. 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox.  Oy,  et,  sur  l'axe 
des  X,  un  point  A  dont  l'abscisse  est  a.  On  considère  le  fais- 
ceau des  ellipses  pour  lesquelles  le  point  O  est  un  sommet 
d'axe  non  focal  et  la  parallèle  à  l'axe  des  y  menée  par  le  point  A 
une  directrice. 

i"  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  deux  ellipses  du  faisceau  considéré  passent  par  un  point 
donné  P  est  que  ce  point  soit  à  l'intérieur  du  cercle  qui  a  le 
point  O  pour  centre  et  OA  pour  rayon. 
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2°  Démontrer  que  ce  cercle  a  un  double  contact,  réel  ou 
imaginaire,  avec  chacune  des  ellipses  du  faisceau. 

3°  Limiter  les  régions  du  plan  dans  lesquelles  doit  être  situé 
un  point  P  : 

1°  Pour  qu'une  seule  des  deux  ellipses  du  faisceau  qui  pas- 
sent par  ce  point  ait  avec  le  cercle  un  double  contact  réel; 

1°  Pour  que  chacune  des  deux  ellipses  du  faisceau  qui  pas- 
sent par  ce  point  ait  avec  le  cercle  un  double  contact  réel; 

3°  Pour  qu'aucune  des  deux  ellipses  du  faisceau  qui  passent 
par  ce  point  n'ait  avec  le  cercle  un  double  contact  réel; 

4°  Lieu  des  pieds  des  normales  menées  par  le  point  0  à 
toutes  les  ellipses  du  faisceau. 

Physique. 

\.  Une  pompe  aspirante  et  foulante,  de  capacité  C,  est  re- 
liée, par  le  tube  d'aspiration,  à  un  réservoir  de  volume  A  con- 
tenant un  gaz  sous  pression  Hq,  et,  par  le  tube  de  refoulement, 
à  un  réservoir  de  capacité  B  contenant  le  même  gaz  sous 
pression  Pq.  Le  piston  est  au  début  au  bas  de  sa  course  et  la 
machine  ne  possède  pas  d'espace  nuisible. 

Calculer  les  pressions  successives  :  Hj,  H2,  ...,  H,j,  Pi, 
Po,  . . .,  Pre,  dans  les  deux  récipients  lorsqu'on  fait  fonctionner 
la  pompe. 

II.  Deux  prismes  A  et  B,  d'indices  «j  et  n<i  dont  les  arêtes 
sont  parallèles  et  opposées,  se  touchent  par  une  face. 

Ecrire,  sans  démonstration,  les  équations  qui  règlent  la 
marche  à  travers  cet  appareil  d'un  rayon  lumineux  simple, 
situé  dans  un  plan  perpendiculaire  aux  arêtes. 

A  quoi  se  réduisent  ces  équations  si  le  rayon  incident  et  le 
rayon  émergent  sont,  respectivement,  perpendiculaires  aux 
faces  d'entrée  et  de  sortie? 

Chimie. 

I.  Comment  établit-on  par  synthèse  la  composition  des  gaz 
suivants  : 

Acide  chlorhydrique  ;  acide  sulfureux;  acide  carbonique. 

Dire  si  la  composition  de  ces  gaz  répond  aux  lois  de  Gay- 
Lussac. 
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II.  On  prend  dans  l'eudiomètre  loo"  d'un  nu  lange  d'oxyde 
de  carbone  et  d'hydrogène.  On  y  ajoute  5o"  d'oxygène  pur  et 
l'on  fait  détoner.  Il  se  dépose  de  l'eau  sur  les  parois  de  l'eu- 
diomètre et  il  reste  5o"  de  gaz  acide  carbonique  pur. 

Quelles  sont  les  proportions  de  gaz  oxyde  de  carbone  et  de 
gaz  hydrogène  dans  le  mélange  primitif? 


Calcul  trigonojné trique. 

1°  Calculer  les  angles  d'un  triangle  isoscèle  dont  la  base  et 
la  hauteur  sont  dans  le  rapport  de   i  à  0,65-243724; 

2°  Calculer  la  base  et  la  surface  de  ce  triangle  sachant  que 
le  rayon  du  cercle  circonscrit  est  de  35275™,i7. 


Epure. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  grands  côtés  du 
cadre  à  o^jio  du  grand  côté  inférieur.  Porter  sur  cette  ligne,  à 
partir  du  petit  côté  gauche  du  cadre,  o",ig.  Le  point  obtenu 
est  la  projection  horizontale  de  l'axe  vertical  d'une  surface 
gauche  de  révolution.  Le  cercle  de  gorge,  qui  a  o^joS  de  rayon, 
est  projeté  verticalement  à  o™,o8  au-dessus  de  la  ligne  de 
terre.  La  droite  de  front,  qui  engendre  la  surface  gauche,  est 
projetée  en  avant  de  la  ligne  de  terre  et  a  sa  trace  horizontale 
à  o",o3  du  petit  côté  gauche  du  cadre,  de  sorte  que  sa  pente 
est  \. 

Par  la  trace  horizontale  de  cette  génératrice,  on  fait  passer 
un  cercle  de  o",o4  de  rayon,  dont  le  centre  est  à  o"',o5  en 
avant  de  la  ligne  de  terre  et  est  plus  rapproché  de  l'axe  de  la 
surface  gauche  que  ne  l'est  la  trace  horizontale  de  la  généra- 
trice. 

Ce  cercle  est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  la  génératrice  de  front  donnée  de  la  surface  gauche 
de  révolution. 

Représenter,  par  ses  projections  et  ses  contours  apparents, 
la  portion  du  cylindie,  supposé  plein  et  opaque,  comprise 
entre  le  plan  horizontal  de  projection  et  le  plan  horizontal 
situé  à  o™,i6  au-dessus  de  celui-ci,  et  extérieure  à  la  surface 
gauche. 
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L'extérieur  de  la  surface  gauche  est  la  portion  de  l'espace  où 
n'est  pas  situé  l'axe  de  révolution. 

On  n'indiquera  à  l'encre  rouge  que  les  constructions  néces- 
saires pour  déterminer  un  point  quelconque  de  la  courbe 
d'intersection  des  deux  surfaces  et  la  tangente  en  ce  point,  les 
points  extrêmes,  les  points  situés  sur  les  contours  apparents, 
les  asymptotes. 

On  exposera  succinctement,  sur  une  feuille  à  part,  le  pro- 
cédé suivi  pour  chacune  des  déterminations  précédentes. 

Titre  extérieur.  —  Gj'lindre  limité  par  une  surface  gauche. 

Ce  titre,  en  lettres  dessinées,  est  de  rigueur.  Le  cadre  a 
o",45  sur  o",27. 
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MATHEMATIQUES   SPECIALES. 

Mathématiques. 

On  donne  une  quadrique  Q  et  une  sphère  S  de  rayon  nul 
ayant  pour  centre  le  point  P;  soit  S  une  quelconque  des  qua- 
driques  passant  par  l'intersection  de  la  quadrique  O  et  de  la 
sphère  S. 

1°  Démontrer  que  le  cône,  ayant  pour  sommet  le  point  P  et 
pour  base  la  section  de  la  surface  S  par  un  plan  louchant  la 
quadrique  Q  en  un  point  quelconque  M,  a  pour  un  de  ses  axes 
de  symétrie  la  droite  P^L 

2°  Trouver  le  nombre  des  quadriques  21  qui  se  réduisent  à 
de  véritables  cônes  et  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  l'un  de  ces  cônes  devienne  un  véritable  cylindre  ou 
un  système  de  deux  plans  réels. 

3°  La  quadrique  Q  et  le  point  P  étant  donnés,  examiner  si  la 
propriété  énoncée  au  numéro  premier  peut  subsister,  quand 
on  remplace  la  sphère-point  S  par  une  quadrique  convenable- 
ment choisie. 
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Physique. 

I,  Chaleur  spécifique  des  gaz. 

II.  A  l'intérieur  d'un  vase  cylindrique  en  forme  de  cloche, 
fixé  à  sa  partie  supérieure,  flotte  un  cylindre  semblable  dont 
le  bord   est   relevé   en   forme   de  gouttière  ;  l'espace  compris 


entre  les  deux  cylindres  est  rempli  partie  par  de  l'air,  partie 
par  du  mercure;  et  le  système  se  trouve  ainsi  en  équilibre 
pour  une  pression  atmosphérique  donnée. 

Quel  sera  l'effet  produit  par  une  variation  de  la  pression 
extérieure,  et  comment  pourrait-on  faire  de  l'appareil  un  ba- 
romètre inscripleur? 

III.  Démontrer  que,  si  l'on  observe  l'image  d'un  objet  don- 
née par  un  système  optique  quelconque  symétrique  autour 
d'un  axe,  le  grossissement  reste  le  même,  quand,  le  système 
demeurant  fixe,  on  échange  les  positions  de  l'œil  et  de  l'objet. 


Chimie. 

I.  Analogies  et  différences  physiques  et  chimiques  du  brome 
et  de  l'iode.  Leurs  principaux  composés. 

II.  On  chauffe  12°', 4oo  de  phosphore  avec  un  excès  d'hy- 
drate de  baryte  dissous  dans  l'eau.  On  admet  qu'il  ne  se 
produit  ni  hydrogène  libre,  ni  acide  phosphorique  et  que  le 
gaz  dégagé  se  compose  de  yô  de  phosphure  d'hydrogène  gazeux 
et  de  Yo  de  vapeurs  d'hydrogène  phosphore  liquide.  Après 
dissolution  du  phosphore,  le  liquide  est  traité  par  un  courant 
d'acide    carbonique  en  excès  et  filtré.  A  cette  dissolution,  on 
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ajoute  de  l'acide  sulfurique  dilué  tant  qu'il  se  forme  un  pré- 
cipité; on  filtre  de  nouveau,  on  lave  et  l'on  sèche  le  précipité. 

Dans  la  dernière  liqueur  filtrée,  on  fait  passer  un  courant  de 
chlore  en  excès,  puis  on  évapore  et  l'on  calcine  en  s'arrètant 
avant  la  volatilisation  du  produit  solide. 

On  demande  : 

1°  Le  poids  du  précipité  donné  par  l'acide  sulfurique; 

2°  La  nature  et  le  poids  du  produit  contenu  dans  le  liquide 
séparé  de  ce  précipité; 

3°  Le  poids  de  chlore  utilisé  par  cette  dissolution; 

4°  La  nature  et  le  poids  du  produit  obtenu  après  évapora- 
tion  et  calcination. 

On  donne  l'équivalent  du  baryum  :  Ba  =  68,5. 


PHILOSOPHIE. 

On  donne  dans  un  plan  deux  cercles  dont  les  centres  sont 
les  points  0  et  0'  et  qui  se  coupent  aux  points  A  et  B;  par  le 
point  Â,  on  mène,  dans  le  plan  des  cercles  donnés,  une  droite 
quelconque  qui  coupe  le  premier  cercle  aux  points  A  et  G  et 
le  second  aux  points  A  et  C.  On  forme  le  triangle  BGC.  Soit  I 
le  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  BGC  et  soient  E 
et  E'  les  centres  des  cercles  exinscrits  à  ce  même  triangle, 
le  premier  dans  l'angle  C,  le  second  dans  l'angle  G'. 

1°  Trouver  le  lieu  décrit  par  chacun  des  points  I,  E,  E' 
quand  la  droite  AGG'  tourne  autour  du  point  A. 

1°  Mener  la  droite  AGG'  de  façon  que  l'aire  du  triangle  BGG' 
soit  la  plus  grande  possible. 

3°  Mener  la  droite  AGG'  de  façon  que  l'aire  du  triangle  lEE' 
soit  la  plus  grande  possible. 

4°  Dans  quel  cas  la  position  de  la  droite  AGG',  pour  laquelle 
l'aire  du  triangle  BGG'  est  la  plus  grande  possible,  est-elle 
aussi  celle  pour  laquelle  l'aire  du  triangle  lEE'  est  la  plus 
grande  possible? 

SECONDE. 

l.  Quelles  sont  les  valeurs  des  inconnues  x,  j-,  z  qui  véri- 
fient l'équation 

X  —  2JK  +  4  -2  =  7; 
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sachant  qu'elles  doivent  satisfaire  au  système 

3x-{-8z=  -y, 

X  -\-  'jy  —  "i  z, 

3a7 -+- 25-s  =  129^'? 

II.  Soit  P  le  parallélépipède  ABCDA'B'C'D',  les  points  A 
et  A' étant  opposés,  ainsi  que  B  etB',  etc.  Par  chacun  des  som- 
mets on  fait  passer  le  plan  parallèle  au  plan  déterminé  par  les 
secondes  extrémités  des  trois  arêtes  aboutissant  à  ce  sommet. 
Ainsi  par  A  on  fait  passer  le  plan  parallèle  au  plan  BDC,  et 
ainsi  des  autres  : 

1°  Donner  une  construction  des  sommets  du  solide  R  limité 
par  ces  plans,  en  supposant  connus  les  sommets  du  parallélé- 
pipède P. 

1°  Inversement  déduire  les  sommets  du  parallélépipède  P 
des  sommets  supposés  connus  du  solide  R. 

3°  Quelles  particularités  présente  le  polyèdre  R  quand  P  est 
un  rhomboèdre,  ou  un  parallélépipède  rectangle  ou  un  cercle? 

4°  Calculer  le  rapport  du  volume  du  polyèdre  R  au  parallé- 
lépipède P. 

Nota.  —  Le  rhomboèdre  est  un  parallélépipède  dont  les 
faces  sont  des  losanges  égaux. 

TROISIÈME. 

I.  Calculer  le  nombre  des  multiples  du  nombre  entier  B 
contenus  dans  la  suite 

A(B  +  i),     A(B  +  2),     ...,     Ax«B; 

A  et  n  sont  des  nombres  entiers  donnés. 
Appliquer  au  cas  où 

A  =  730,         B  =  1200,         n  =  80. 

II.  1°  Etant  donné  un  triangle  ABC,  construire  un  point  IM 
tel  que  ses  distances  aux  côtés  soient  proportionnelles  aux 
nombres  donnés  a,  j3,  y.  Nombre  des  solutions.  Examen  du  cas 
où  c£,  p,  Y  sont  égaux  entre  eux  et  du  cas  où  ces  nombres  sont 
inversement  proportionnels  aux  longueurs  des  côtés  correspon- 
dants. 


1 
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■i"  Si  l'on  suppose  connus  les  points  comme  M  correspondant, 
à  un  même  triangle,  construire  les  sommets  de  ce  triangle. 

3°  Étant  donné  arbitrairement  un  point  M  dans  le  plan  du 
triangle  ABC,  construire  tous  les  points  dont  les  distances  aux 
côtés  de  ABC  sont  proportionnelles  aux  distances  du  point  M 
à  ces  côtés.  Discuter  le  nombre  des  solutions. 

4°  Etant  données  les  longueurs  or,  b,  c  des  côtés  du  triangle 
ABC  et  les  nombres  a,  p,  'f,  établir  la  formule  générale  don- 
nant la  distance  au  côté  BG  d'un  des  points  qui,  comme  M, 
satisfont  à  i". 


CONCOURS  POIR  LES  BOIRSES  DE  LICENCE  E\  1800. 


I.  En  désignant  par  m  un  nombre  entier  positif,  on  considère 
deux  polynômes  o{x),  ^'C^)  entiers  en  x,  de  degré  inférieur 
à  m.  et  tels  que  l'on  ait  identiquement 

(i  ~  Ty"o{cr)~^  x'"<b{x)=  u 

1°  Démontrer  que  l'on  a  identiquement 

(l/(^)  =  '^(l  —  x), 

o(x)  =  <l/(l  —  X), 

(i  —  x)o'{x) —  nio(x)=  OCX'" —  I. 

Dans  cette  dernière  égalité,  a  désigne  une  constante  et  o'(x) 
la  dérivée  de  o(x)  :  en  déduire,  à  l'aide  du  théorème  de  Rolle, 
que  le  polynôme  o(x)  ne  peut  pas  avoir  deux  racines  néga- 
tives. 

2°  Déterminer  en  fonction  de  m  la  constante  a  et  les  coeffi- 
cients du  polynôme  o(x);  démontrer  que  ce  polynôme  a  au 
plus  une  racine  réelle. 

II.  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  on  consi- 
dère un  losange  PQP'Q'  ayant  les  deux  sommets  P,  P'  sur 
l'axe  des  x  et  les  deux  sommets  Q,  Q'sur  l'axe  des  j^.  On  sup- 
posera OP  =p,  OQ  =  q. 

Ann.  de  Mathémat.,  '.V  série,  l.  \.  (Août  1891.)  '^-J 
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1°  Par  un  point  M,  de  coordonnées  x,  y,  passent  deux  co- 
niques inscrites  dans  le  losange;  former  l'équation  du  second 
degré  en  m,  qui  admet  pour  racines  les  coefficients  angulaires 
des  tangentes  en  M  à  ces  deux,  coniques. 

•2°  Trouver  le  lieu  des  points  M  où  se  coupent  sous  un  angle 
donné  deux  coniques  inscrites  dans  le  losange. 

3°  Déduire  de  l'équation  aux  coefficients  angulaires  que  ce 
dernier  lieu  doit  se  composer  d'hyperboles. 


C0\C01RS  D'ADMîSSIO\  A  L'ÉCOLE  DES  MIXES 
DE  SAhT-ETlE\i\E  E\  1890. 


COXCOIRS    PRINCIPAL. 

Géoviétrie  analytique  (4'0' 

On  considère  les  coniques  en  nombre  infini  qui  passent  par 
deux  points  A  et  B  et  qui  sont  telles  que,  pour  chacune  d'elles, 
la  droite  AB  soit  l'un  des  deux  diamètres  conjugués  égaux. 
On  demande  de  déterminer  : 

1°  Le  lieu  des  foyers: 

i"  Le  lieu  de?  sommets  de  ces  coniques. 


Calcul  (i"). 

Résoudre  le  triangle  : 

a  =  2946"', 255,         c=  i0o2'",3o9.         C  =  22°37'n",  52. 
Résultats  : 

A  =    45°  3 1",  23.  B  =  II 2°  22' 17",  25. 

è=3852™,45;  S  =r:  2i8275i""',46 
ou 

A'=  i34°59'28".77.  B' =    22°23'i9",7i, 

b'  =  1 586'",  79,  S'=  899o54'"i,35. 


Dessin  graphique  (S""). 

Étant  donné  un  cône  oblique  à  base  circulaire,  on  mène 
par  un  point  de  son  axe  SO  une  droite  D  et,  par  cette  droite, 
deux  plans  quelconques. 


Construire  l'intersection   de  ces  plans  avec  la  surface  dudit 
cône. 

Physique  et  Chimie  (3'')- 

I.  Définition  et  mesure  de  la  température.  Thermomètre  à 
mercure,  thermomètre  à  air,  pyromètres. 

II.  Propriétés,  fabrication  et    principaux   usages   industriels 
de  l'acide  sulfurique. 

COXCOURS    SUPPI.KMEXTAIRE  (  '  ). 

i 
Géométrie  analytique. 

Discuter  l'équation 

y 


x--^  X  -\-  \ 


Rapporter  cette  courbe  à  ses  axes,  sachant  que  les  axes  primi- 
tifs des  coordonnées  sont  rectangulaires. 


(  '  )  Ce  Concours,  réservé  aux  candidats  admissibles  et  non  admis 
à  l'École  Polytechnique,  ainsi  qu'aux  élèves  de  l'École  des  Mines  de 
Saint-Étienne  l'envoyés  après  une  première  année  d  r-tudcs,  n'aura 
plus  lieu  à  l'avenir. 
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Construire  la    courbe    représentée    en   coorilonnées   polaires 
par  l'équation 

CO   =    p(p   -f-  I  j  (p  -I-   '2  ). 

Dessin. 
Intersection  d'une  sphère  avec  un  cône   de  révolution  droit. 


L'épure  servant  de  composition  de  dessin    devra  être  passée 
à  l'encre  de  Chine. 

Calcul. 
Résoudre  le  triangle 

A  =  45°,         6  =  1926"",  397,         c  — Soi"",  154. 
Résultats  : 

B  =  1 12"  23' 4",  20,         C  =  22°  36' 55",  80, 
a  ^  1*73"',  17,  S  =  545653""'. 32. 


Physique  et  Chimie. 

I.  Préparation   et  propriétés  du  phosphore.  Ses  principaux 
composés  avec  les  autres  métalloïdes. 

II.  Détermination  des  indices  de  réfraction. 

III.  Réglage  et  mise  en  service  d'une  balance  de  précision. 
Exécution  d'une  double  pesée. 
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AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQIES 
(COXCOL'RS  M  1890). 


Calcul  (5^). 

X  cl  j  étant  les  coordonnées  d'un  point  d'un  plan,  tracer  la 
courbe  définie  par  l'équation 


tanff  1 "îx 

y  =  — r^ 

tanga; 

Déterminer  : 

T"  Les  coordonnées  des  points  de  contact  des  tangentes  pa- 
rallèles à  l'axe  des  x; 

2°  Les  coordonnées  des  autres  points  où  ces  tangentes  ren- 
contrent la  courbe. 

(On  donnera  les  résultats  avec  toute  la  précision  que  com- 
porte l'emploi  des  Tables  de  logarithmes  à  sept  décimales.) 

Géométrie  descriptive  (5''). 

Représenter  le  solide  commun  à  un  ellipsoïde  de  révolution 
et  à  un  cône  de  révolution. 


Données  : 

Ellipsoïde.        Son  centre  a  pour  coordonnée^ 
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L'axe  de  rcvolulion  est  vertical  et  il  a  pour  longueur 
26  =  1 2""  ; 
le  fliamètre  de  l'équateur  a  pour  longueur 
la  —  16*"". 

Cône.  —  Son  axe  est  dans  le  plan  de  front  qui  passe  par 
l'axe  de  l'ellipsoïde. 

Les  génératrices  situées  dans  ce  plan  sont  : 

1°  La  tangente  au  point  le  plus  haut  de  l'ellipse  méridienne 
de  l'ellipsoïde; 

•x°  La  droite  qui  joint  le  sommet  le  plus  bas  de  cette  méri- 
dienne au  sommet  le  plus  à  droite. 

L'angle  au  sommet  du  cône  est  l'angle  aigu  formé  par  ces 
deux  génératrices. 

Nota.  —  On  placera  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux 
plus  petits  côtés  de  la  feuille  et  à  égale  distance  de  chacun 
d'eux. 

Les  candidats  joindront  à  l'épure,  sur  une  feuille  séparée, 
une  légende  expliquant  les  constructions  employées. 


NOTE  SlIR  L'APPLICATION  DE  TRANSFOIIMATIONS  DE  CONTACT 
A  LINTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  AIX  DÉRIVÉES  PAR- 
TIELLES DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  J.  BRILL, 

Saint-John's  Collège  Cambridirc. 


1.  Dans  ce  qui  va  suivre  je  nie  bornerai  à  la  considé- 
ration des  transfortnatioiis  de  contact  de  l'espace  ponc- 
tuel à  trois  dimensions,  et  je  ferai  des  applications  aux 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  qui 
contiennent  une  variable  dépendante  et  deux  variables 
indépendantes. 

Considérons,  d'abord,  le  cas  où  il  y  a  une  seule 
relation  entre  les  coordonnées   de  points   appartenant 
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au>i  deux  espaces  corrélatifs,  et  supposons  que  cette  rela- 
tion soit  de  la  forme 

0(37,7,  z,xi,yi,3i)  =  o. 

Si  l'on  suppose  que  X),  ri,2,  dépendent  d'un  seul 
jjaramèlre,  le  point  (^i,  ")  i,  ^i)  décrit  une  courbe,  et  la 
surface  correspondante  de  l'autre  esj)ace  enveloppe  une 
surface.  L'équation  de  cette  dernière  surface  sera  une 
intégrale  particulière  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre.  Cette  équation  sera  de  la  même 
forme  pour  toutes  les  surfaces  du  premier  espace  qui 
correspondent  à  des  courbes  du  deuxième  espace.  De 
l'autre  part,  si  l'on  fait  le  point  (x,  j^,  z)  décrire  des 
courbes,  on  obtiendra  des  surfaces  dans  l'autre  espace 
dont  les  équations  satisfont  à  une  autre  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre.  En  plusieurs  cas  ces 
deux  équations  seront  de  la  même  forme.  Nous  parlerons 
pour  convenance  des  surfaces  dont  les  équations  satis- 
font à  ces  deux  équations  différentielles  comme  surfaces 
des  types  (A)  et  (B)  respectivement. 

Imaginons,  par  exemple,  que  l'on  considère  la  trans- 
formation de  contact  la  plus  simple  et  la  meilleure 
connue,  la  méthode  de  transformation  par  polaires  réci- 
proques. On  obtient  l'équation  générale  des   surfaces 

développables 

rt  —  s-  =  o. 

Si  l'on  considère  la  transformation  donnée  par  l'équa- 
tion 

(x  —  xiy-+-  (y  —Vi )^ 4-  (x:  —  ^1  )2  =  «2, 

qui  transforme  une  surface  en  une  surface  parallèle,  on 
ol)tient  l'équation  générale  des  surfaces  canaux 


a-{rt  —  S-)  -\-  a\/ 1  H-/»- -4-  q- 

x\(\-\-  q-)r  —  ipqs  -\-  i\ -\-  p'^)t\-\- (  \ -\-  p'^  ^  q"-)"- —  n. 
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Considérons  maintenant  le  cas  où  il  existe  deux  rela- 
tions entre  les  coordonnées  de  points  appartenant  aux 
deux  espaces  corrélatifs 

Dans  ce  cas,  si  l'on  fait  le  point  (X|,j)  i,  Zj)  décrire 
une  courbe,  la  courbe  correspondante  de  l'autre  espace 
décrit  une  surface  dont  l'équation  satisfait  à  une  équa- 
tion didérentielle  du  second  ordre.  Par  exemple,  si  l'on 
considère  la  transformation  donnée  par  les  équations 

z -]- Zi-i- xxi  =  o,         y — •j'.  =  0, 

on  obtient  l'équation  générale  des  surfaces  gauclies  à 

plan  directeur 

q' r  —  ipgs  -i-p- 1  =  o. 

Dans  ce  cas  aussi  nous  parlerons  des  surfaces  appar- 
tenant au  premier  ou  au  deuxième  espace,  qui  corres- 
pondent à  des  courbes  de  l'autre  espace,  comme  surfaces 
du  type  (A)  ou  du  tvpe  (B)  respectivement. 

2.  Maintenant  je  me  propose  de  montrer  comment  on 
peut  faire  usage  d'une  transformation  de  contact  pour 
obtenir  une  intégrale  de  quelqu'une  des  équations  diffé- 
rentielles associées  du  second  ordre,  qui  satisfait  à  des 
conditions  aux  limites  données.  On  peut  indiquer  les 
espèces  de  conditions  aux  limites  auxquelles  on  peut 
l'aire  l'application  de  cette  méthode  comme  il  suit.  On 
peut  demander  d'obtenir  une  surface  qui  satisfait  à 
l'équation  différentielle  donnée  et  [a)  qui  passe  par  deux 
courbes  données,  {b)  qui  touche  deux  surfaces  données, 
et  (c)  qui  passe  par  une  courbe  donnée  et  touche  une 
surface  donnée.  Pour  les  autres  formes  de   conditions 
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aux  limites  on   auiait  besoin   en  général   d'une   autre 
espèce  de  transformation. 

Supposons,  d'abord,  que  l'on  demande  une  inté- 
grale de  l'équation  difFéreiitielle  appartenant  au  premier 
espace,  qui  satisfait  à  des  conditions  aux  limites  de 
l'espèce  (a).  On  doit  clierclier  une  surface  du  type  (A) 
passant  par  deux  courbes  données.  Correspondantes  à 
ces  deux  courbes,  on  obtiendrait  deux  surfaces  du  type 
I  B)  dans  le  second  espace.  Ces  surfaces  se  couperaient 
en  une  courbe.  Correspondante  à  cette  troisième  courbe, 
on  aurait  une  surface  du  type  (A)  dans  le  premier  espace 
passant  par  les  deux  courbes  données. 

Considérons  maintenant  les  conditions  aux  limites 
de  l'espèce  [b).  Les  corrélatives  des  deux  surfaces  don- 
nées seraient  deux  sui'faces  dans  le  second  espace.  La 
torrélative  dans  le  premier  espace  de  la  courbe  en 
laquelle  ces  surfaces  se  coupent  serait  une  surface  du 
type  (A)  touchant  les  deux  surfaces  données. 

On  peut  obtenir  une  solution  du  troisième  cas  d'après 
la  même  manière.  A  la  surface  donnée  correspond  une 
surface,  et  à  la  courbe  donnée  correspond  une  surface 
du  type  (B).  La  corrélative  de  la  courbe  en  laquelle  ces 
deux  surfaces  se  coupent  est  la  surface  demandée. 


Slîl  LE  )IOlVEMEi\T  D'U\  CORPS  SOLIDE  AITOIR 
D'IN  nm  FL\E; 

Par   m.   ROBERJOT, 
Étudiant  à  la  Facullé  des  Sciences  de  Lyon. 


Je  me  propose  d'étudier  ce  mouvement  sans  employer 
d'axes  particuliers-,  d'obtenir  ainsi  les  résultats  connus 
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et  de  donner  des  équation»  du  mouvement  une  interpré- 
tation géoinéiricjue  simple. 

p,  q^  r  désignant  les  composantes  de  l'axe  instantané 
de  rotation,  on  a  pour  la  vitesse  et  l'accélération  d'un 
point  du  corps  solide 

clx  d-x  dq  dr 


i 


dt  -'l'-'y^     -dF='irt-y-dî-''^''--p^p''^'J''^'' 

.  dy  d-y  dr  dp 

dz  d-z  dp  dq 

Nous  poserons 

D  =  21  myz,  E  =  Z  mzx,  F  =  S  mxy. 

Force  vive  totale  du  système.  —  Soit  T  cette  force 
vive,  on  a 

— 4(5)*-(iy-(^)i 

ou 

(2)     iT  =  A/>- -i-  Bg-^-  G  /-^ —  xD qr  —  lErp  —  iFpq. 

Moment  résultant  des  quantités  de  mouvement.  — 
Les  composantes  a,  ^,  v  de  l'axe  de  ce  moment  sont 

1/      dz            dy\  i            r-           17  ^"^ 

a  =  I.ni  {  y  -, z  -^-  )  =  A  «7  —  r  a  —  E /•  ou         a  —  — 

y   dt            dt  J                ^           ^  <Jp 

_       „       /     dx           dz\  T-          r.          IV  n       ^T 

^"    '!=^ 

Remarquons  que 

2T  =y,a-i-^[i-T-rY. 
Équations  générales  du  mouvement.  —  Appliquons 


■!=--'n{r^>^^y^^)=-^p-B,^Cr 
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\ti  ihéorèiue  des  moments  des  quaiililés  de  mouvement 
par  rapport  aux   trois  axes;  désignons   par  «,  è,  c  les 
composantes  de  l'axe  des  moments  des  forces  appliquées  ; 
nous  aurons 

d'-z  d-y 


dt 


^  •^   dt^  dt- 


le  même 


^^               dt 

dt 

-h  ¥pr  —  Epq  - 

-Dcf--Bri 

da.                       r. 

=  a, 

d^ 

dt                  ^    ' 

.b, 

-  c. 

(4) 


Telles  sont  les  écjuatioiis  du  mouvement. 
Reuiarqiie.  —  On  en  tire  facilement  les  relations  sui- 
vantes 


'dt 

^  '^  7/7 

-^^^Tit 

d'x 

+ 

'7 

d'^ 
dt 

+  /■ 

dt 

= 

dp 

dt 

9,-1  + 
'    dt 

dr 
'^dt 

= 

+  CY 

(5) 

\         ~-  ap  +  hq  +  c/'. 
On  voit  que 

(G)  a2+p2  +  7'^=--2T  — /i, 

c'est-à-dire  que  la  diilerence  entre  le  travail  total  et  le 
carré  de  l'axe  OC  =  /  du  moment  résultant  des  quan- 
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lilés  de  mouvement,  est  constante 

(6)  -xT-l^^h. 

Tliéorèmes  de  Poinsot.  —  i"  On  a 

^  T  =  — 

0)  désignant  la  vitesse  instantanée  et  p  la  distance  au 
point  fixe  du  point  K  où  l'axe  instantané  perce  l'ellip- 
soïde d'inertie,  il  suffit  d'écrire  que  le  point  K 

n 


p        9 

est  sur  l'ellipsoïde  d'inertie. 

2°  Le  plan  tangent  en  K  à  l'ellipsoïde  d'inertie  est 
perpendiculaire  à  l'axe  OC  ;  l'équation  de  ce  plan  est,  en 
elïet, 

où 

p  q  r 

*  =  ?     '       7  =  P     '        -s  — p— ; 


I 


or 


f'^=Xx-Fy-Ez^(Xp-Fq-  Er)^^  =  ^; 

donc  l'équation  du  plan 

aX-+-BY  +  YZ  =  -; 
P 

il  est  perpendiculaire  à  OC. 

3"  La  distance  de  l'origine  à  ce  plan  tangent  est 


La  relation 


{ '>^9  ) 


peut  donc  s'écrire 


P- 


ou 


Remarque  I .  —  Si,  à  un  moment  donné, 
p  =  cc,        q  ^i\        r  =  Y, 
les  équations  du  mouvement  se  réduisent  à 

2T   =    X--t-  P2_^_  y2  _    l>  —   (^-2  j 

on  a 

0  =  p  —  I . 

Remarque  H.  —  Si  «=/»=;  c  =  o.  les  équations  se 

réduisent  à 

f/a        _  d'à  dy 

dl        ^  dt         '  dt 
ou 

a--!-  P'-f-  Y^  —  const. 

OC  =::  /  est  constant,  et 
dl 

d'où 


,     —  o         ou         T  =  /î,         A  =  consi., 
dt 


0  =  -—  =  const. 

On  en  déduira,  par  la  méthode  de  Poinsot,  les  équa  - 
lions  de  la  poihodie  et  de  l'erpolliodie. 

InterprétaiioH  géouiétrique  des  équations  (4)  du 
mouvement.  —  Remarquons  que  ^y  —  /[j,  /a — p^r 
el  p'^  —  qy.  sont  les  composantes  de  la  vitesse  du  point 
C(a,  ^,  y)  considéré  comme  faisant  partie  du  cor[)S  solide  ; 

,  ,  .  ,  oa     oB     ov      d'x     f/8     dy  , 

des!£fuons-les  par   —  '  tt'  ^;  -77'  "77'  "77  "^onl  les  coin- 

°  ^  rjt        Ot       rjt        dt       dt       dl 


oa 

■:-— 

—  a, 

et 

?/^ 

It 

=  b, 
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posantes  de  la  vitesse  du  point  C(a,  |j,  y)  considéré 
comme  l'extrémité  de  l'axe  résultant  du  moment  des 
quantités  de  mouvement.  Les  équations  (/j)  du  mouve- 
ment peuvent  donc  s'écrire 

df 

cl.  ^7^ 

clt  It 

Elles  expriment  que  la  résultante  delà  vitesse  du  point 
C(a,  [j,  v),  considéré  comme  point  matériel  du  corps  so- 
lide, et  de  la  vitesse  du  point  géométrique  C(a,  [ti,  *'), 
considéré  comme  extréniité  de  l'axe  résultant  du  moment 
des  quantités  de  mouvement,  est  égale  en  grandeur  et  en 
direction  à  l'axe  résultant  OA  des  moments  des  forces 
extérieures. 

On  peut  considérer  la  courbe  S  lieu  des  points  C  dans 
le  solide  et  la  courbe  ]\I  lieu  des  mêmes  points  dans 
l'espace,  de  sorte  que  les  ditlerents  points  C, ,  C,',  .  .  . 
du  corps  solide  viendront  coïncider  successivement  avec 
les  points  C,  C",  ...  de  l'espace;  en  d'autres  termes, 
le  cône  de  sommet  O  de  base  S  roulera  en  glissant  sur 
le  cône  de  sommet  O  et  de  base  M  et  la  vitesse  de  glisse- 
ment est  (a,  Z»,  c). 

Si  a  =r  ^  =11  c  =^  o,  on  a 

d%  oa 

di  "'~  ot' 


SIR  LA  TRA\SF0R1IATI0\  PAR  RAYOXS  YECTELRS  RÉCi- 
PROOUES  ET  SIR  l\E  GÉ\ÉRAT10\  ilIÉCAMQlE  DES  QIA- 
DRIQIES; 

Par  m.   S.-L.   RAVIER, 

Élève  de    l'École  Polytechnique. 


La  transformation  pour  rayons  vecteurs  réciproques 
dans  le  plan  est  un  cas  particulier  de  la  transformation 
birationnelle  du  second  ordre  que  voici  : 

ÎNous  considérons  un  plan  P,  une  quadrique  S,  et 
deux  points  A,  A'  sur  cette  quadrique. 

A  chaque  point  M  du  plan  P  nous  faisons  corres- 
pondre le  point  M'  qui  se  trouve  à  l'intersection  avec  ce 
même  plan  de  la  droite  joignant  A'  au  second  point  y. 
distinct  de  A,  où  le  rayon  A  M  rencontre  la  surface. 

De  cette  transformation,  nous  arrivons  à  celle  par 
rayons  vecteurs  réciproques  lorsque  nous  substituons  à 
la  surface  S  une  sphère,  aux  points  A,  A'  les  extrémités 
du  diamètre  de  ct^tte  sphère  perpendiculaire  au  plan  P. 
Que  la  splière  soit  coupée  par  le  plan  P  ou  non,  nous 
aurons  toujours,  d'ailleurs,  la  puissance  de  la  transfor- 
mation en  prenant  la  puissance  par  rapport  à  la  sphère 
du  point  où  A  A'  rencontre  le  })lan  P;  cette  puissance 
doit  être  prise  avec  son  signe.  Si  l'intersection  de  la 
sphère  et  du  plan  P  est  réelle,  c'est  le  cercle  qui  la  con- 
stitue qui  est  le  cercle  directeur  de  la  transformation. 

On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  les  principales  pro- 
priétés des  ligures  anallagmatiques. 

Il  est  avantageux  dans  cette  étude  de  supposer  le 
centre  de  la  sphère  contenu  dans  le  plan  P,  et  alors  on 
voit  apparaître  d'une  manière  lumineuse  les  propriétés 
de  la  courbe  appelée  seconde  déférente  par  les  auteurs 
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qui  ont  cludié  les  figures  aiiallagmatiquos.  Elle  se  pré- 
sente ici  comme  la  projection  sur  le  plan  P  d'une  courbe 
symétrique  par  rapport  à  ce  plan,  et  qui  est  le  lieu  des 
points  tels  que  celui  que  nous  avons  appelé  [j.. 

Nous  n'avons  pas  l'intention  d'aller  plus  loin  dans 
cette  voie,  et  nous  allons  déduire  de  principes  récipro- 
ques de  ceux  qui  précèdent  la  construction  d'un  sys- 
tème articulé  qui  permet  de  faire  décrire  à  l'un  de  ses 
points,  dans  l'espace,  une  surface  du  second  ordre. 

Pour  cela,  prenons  dans  un  plan  P  un  cercle  C  de 
centre  O,  menons  par.O  une  droite  quelconque,  et  pre- 
nons sur  elle  deux  points  A,  A' 

Nous  joindrons  A  à  un  point  jNI  du  plan  P,  A'  au  point 
M'  déduit  du  point  M  par  inversion    par   rapport  au        j 
cercle  C.  et  je  dis  que  le  point  ;jl,  intersection  de  AM  et 
de  A'M',  déci'ira  une  surface  du  second  ordre  quand  M 
se  déplacera  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  P. 

En  effet,  il  n'v  a  jamais,  comme  le  lecteur  peut  s'en 
convaincre,  qu  un  point  a  sur  une  droite  AM,  et  de  plus 
le  point  A  est  un  point  simple  de  la  surface  décrite  par 
<j..  car  toutes  les  tangentes  à  la  surface  en  ce  point  sont 
contenues  dans  un  même  plan  qui  est,  cela  est  impor- 
tant à  remarquer,  parallèle  au  plan  P. 

D'ailleurs,  la  section  de  la  surface  par  le  plan  P  est  le 
cercle  C;  il  en  résulte  que  les  points  A,  A'  sont  des  om- 
bilics de  celte  surface. 

Ce  mode  de  génération  ne  peut  donc  être  appliqué 
aux  surfaces  réglées  qui  n'ont  pas  d'ombilics  réels,  mais 
il  est  facile  de  voir  que  nous  pourrons  l'appliquer  à  un 
ellipsoïde,  un  paraboloïde  elliptique  ou  un  hyperbo- 
loïde  à  une  nappe  quelconques,  car  nous  pourrons  dé- 
crire de  cette  façon  une  surface  qui  : 

i"  Ait  deux  mêmes  ombilics  avec  les  mêiiics  plans 
tangents  en  ces  ombilics  (A,  A'); 
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2"  Ait  une  même  seelion  plane  circulaire,  parallèle  à 
ces  plans  tangenls  (cercle  C). 

Si  l'on  veut  construire  un  système  articulé  basé  sur 
ces  principes,  et  qui  permette  de  décrire  une  surface  du 
second  ordre,  ce  système  se  composera  de  deux  parties  : 

1°  Un  système  articulé  permettant  de  tracer  deux 
ligures  planes  en  inversion  l'une  par  rapport  à  l'autre, 
on  se  servira  là,  soit  d'un  appareil  Peaucellier,  soit  d'un 
appareil  basé  sur  ce  qui  a  été  dit  au  commencement  de 
cette  Note;  remarquons  en  passant  que  ce  dernier  appa- 
reil pourrait  être  substitué  en  toutes  circonstances  à 
l'appareil  Peaucellier  5  il  semble  d'ailleurs  moins  simple; 

2°  D'un  autre  système  articulé  appliquant  ce  qui  a 
été  dit  en  dernier  lieu,  et  relié  convenablement  au  pre- 
mier. 


REALISATION  ET  LSAGE  DES  FORMES  IlIAGINAIRES 
m  GÉOMÉTRIE. 

COXFÉREXCES   DONNÉES   PAR    M.    MaXIMILIEN    MARIE 

au   Collège  Stanislas,  à   Sainte-Barbe,   à    l'Ecole  Sainte-Geneviève 
et  à  l'École  Monge  ('). 


Nous  allons  chercher  la  nature  et  la  valeur  de  la  pé- 
riode engendrée  dans  l'intervalle  compris  entre  deux 
pareils  plans  limites. 

L'équation  la  plus  générale  d'une  surface  ayant  des 
asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  z  est 

(ax  -^  by  -T-  c)^"*-' 

-+-  (  clx'-i-xy  -4-  /jK-  -h  gx  —  Il  y  -t-  k}z"i--^  -f- . . .  =  o  ; 


(')  Voir  t.  \,  p.  3^9. 

Ann.  de  Matliémat.,  3"  série,  I.  \.  (Août  1891.)  2G 
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si  l'on  voulail  que  l'axe  des  z  fût  lui-nièine  une  asym- 
ptote, il  faudiait  faire  c  =  o;  el,  si  l'on  voulait  encore 
que  l'axe  des  z  fût  une  asymptote  d'inflexion  d'une  sec- 
tion plane  quelconque  de  la  surface  par  un  plan  passant 
par  l'axe  des  s,  il  faudrait  faire  k  =  o. 

L'équation  de  la  surface  deviendrait  alors 

-f-  {dx--^  exy  -^  fy^-^  gx  -^  hy)z"^---^-.  . .  =  o. 

Les  traces,  sur  le  plan  des  xj',  des  asymptotes  paral- 
lèles à  l'axe  des  z  seraient  alors  les  divers  points  de  la 
droite  ax  -\-  by  ^  o. 

Si  l'on  voulait  que  le  lieu  de  ces  traces  fût  l'axe  des  x, 
c'est-à-dire  que  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  z 
lussent  toutes  contenues  dans  le  plan  des  zx^  il  faudrait 
faire  a^  o. 

Alors  l'équation  de  la  surface,  en  divisant  par  b^  de- 
viendrait 

yz'n-'^  _i_  (a^pï-i-  '^xy  -+-  -^y^  -+■  ox  -i-  zy)z'"--^-^.  .  .  =  o. 

Si  l'on  coupait  cette  surface  par  un  plan  o:  =  /,  l'é- 
quation de  la  projection,  en  vraie  grandeur,  de  la  section 
sur  le  plan  des  r^,  parallèlement  aux  x,  serait 

yz'n-i^  [Yj2_i_(^/_l_  z)y  -\-  a/2-i-  o/j^/«-2_|_.  .  .=  o; 

la  période  cyclique,  relative  à  l'axe  des  z  de  la  quadra- 
trice  de  cette  courbe,  est 

±2-  v —  I  ^\nyz  (yJ^-^  o  /), 

qui  s'annule  pour  /o  =  o,  et  /,  :=  —  -• 
^  '■  a. 

Pour  obtenir  le  volume  engendré   par  cette  période 
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cy<li<jiH',  ii  laiidrail  caicuicr  rintégralc 

^/. 

±2-/— i.asin  YZ     /      l{l-^  li)\idl. 

R  désignant  l'inverse  du  rapport  d'une  longueur,  comptée 
sur  l'axe  des  jr,  à  sa  projection  sur  une  perpendiculaire 
au  plan  des jz. 

Cette  intégrale  a  pour  valeur 

Ii        /i 


:  2 Tt  / —  I .  a  K  sin  YZ  (  -r^- 
±v/^".aKsin  YZ  ^  tJ -Y 


on  voit  que   c'est  le  produit  par  \/ — i  aK  sinj:;  du  vo- 
lume d'une  sphère. 

Mais  le  vol  unie  cubé  est  en  réalité  celui  d'un  ellipsoïde 
dont  l'un  des  diamètres,  parallèle  à  l'axe  des  jr,  serait  /, , 
et  dont  les  deux  autres,  situés  dans  le  plan 

•2 

auraient,  l'un,  une  valeur  nulle,  et  l'autre,  une  valeur 
infinie,  de  telle  sorte,  cependant,  que   le  rectangle  de 

ces  deux  diamètres  fût  --  • 
4 

On  peut,  au  reste,  très  aisément,  obtenir  l'équation 
même  de  cet  ellipsoïde,  en  étendant  aux  surfaces  algé- 
briques le  théorème  qui  nous  a  servi  à  fonder  la  théorie 
des  périodes  cycliques  des  quadratrices  des  courbes  algé- 
briques, c'est-à-dire  cette  proposition  que,  dans  le  voi- 
sinage de  l'une  de  ses  asymptotes,  non  inilexionnelle, 
une  courbe  de  degré  quelconque  tend  toujours  à  se 
confondre  avec  une  hyperbole  du  second  degi-é. 
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Pour  les  surfaces  algébriques,  le  théorème  s'énoncera 


La  nappe  d'une  surface  algébrique  de  degré  quel- 
conque qui  se  rapproche  indéfiniment  du  plan  lieu  d' une 
série  d^ asymptotes  parallèles  et  non  injlexionnelles  de 
la  surface,  cette  nappe  tend  à  se  confondre  avec  un 
hyperboloïde  du  second  degré  ;  et  celle  des  conjuguées 
de  la  surface,  dont  les  cordes  réelles  sont  parallèles 
aux  mêmes  asymptotes,  comprend,  outre  d'autres 
nappes,  une  nappe  fermée  séparée  des  autres  et  qui 
tend  à  se  confondre  avec  un  ellipsoïde  indéfiniment 
aplati  et  indéfiniment  allongé  le  long  du  plan  lieu  des 
asymptotes  considérées,  c  est-à-dire  un  ellipsoïde  dont 
le  diamètre,  conjugué  du  plan  considéré,  tend  vers 
zéro,  et  dont  les  deux  autres  diamètres,  contenus  dans 
ce  même  plan,  sont  V un  fini  et  l' autre  infini,  ce  dernier 
ayant  d' ailleurs  la  direction  des  asymptotes  en  ques- 
tion. 

En  eiï'et,  reprenons  l'équation  de  la  surface  sous  la 
forme  déjà  employée 

yz'ii-'i -{-  (aa7--f-  ^xy  -+■  YJ^--i-  ox  -{-  ty)  ^'"-^m-.  . .—  o, 

c'est-à-dire  supposons  qu'on  ait  fait  le  choix  d'axes  dé- 
fini précédemment  (la  direction  de  l'axe  des  ^^  est  restée 
quelconque,  mais  c'est  indifférent,  puisqu'on  cherche  ce 
que  devient  la  surface  dans  la  direction  de  y  =  o).  8i 
l'on  coupe  cette  surface  par  un  plan  x  =  l,  l'équation 
de  la  projection  de  la  section  sur  le  plan  des  yz  est 

j-;«-i_^  (aZ2_|_  0/  -f-  p/j'^- Y/2_^  s/)  ^'«--4-. .  .  =  o; 

dans  cette  équation,  le  produit  dej  devenu  nul  par  z 
devenu  infini  tend  vers  — (a/--+-o/);  par  conséquent 
les  équations  de  la  section  considérée  tendent  à  se  ré- 


•'  •'77  '^ 

du  ire  à 

yz  -T-a/2_^-o/  =  o         avec         x  ^=  I  \ 

l'équation  de  la  surface,  dans  les  environs  de  son  plan 
asymptote,  y  =  o,  tend  donc  à  se  réduire  à 

7'^  -1-  aa7--r-  o.r  =  o, 


yz-^.[œ+^^' 


4a 


qui  représente  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Parmi  les  ellipsoïdes  conjugués  de  cet  hyperboloïde, 
il  y  en  a  un  qui  appartient  à  la  surface  proposée,  comme 
étant  une  de  ses  conjuguées  :  c'est  celui  dont  les  cordes 
réelles  ont  une  direction  infiniment  voisine  de  celle  des 
asymptotes  de  la  surface,  contenues  dans  le  plan  y  =  o. 
Ce  serait  cet  ellipsoïde  indéfiniment  aplati  dans  le  sens 
des  y  et  indéfiniment  allongé  dans  le  sens  de  l'axe  des  z 
dont  il  faudrait  calculer  le  volume,  pour  obtenir  la  pé- 
riode sphérique  de  la  cubatrice  de  la  surface;  mais 
comme  tous  les  ellipsoïdes  conjugués  de  l'hyperboloïde 


yz  -\-  oi\  T  ^  - 

•^       ■    \         17./         ;,a 

ont    même   volume,    on    choisira    celui    qu'on    voudra 
d'entre  eux. 

2i.  On  voit,  par  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  la  direc- 
tion des  plans  sécants,  parallèles  entre  eux,  au  moyen 
desquels  on  découpe  la  surface  à  cuber,  étant  choisie, 
et  par  conséquent  les  m  asymptotes  de  la  surface,  paral- 
lèles à  ces  plans,  étant  définies,  on  trouvera,  dans  la 
cubatrice,  m  périodes  sphéricpies. 

Mais,  si  la  direction  des  plans  sécants  venait  à  changer, 
les  asymptotes  delà  surface,  qu'il  faudrait  faire  interve- 
nir, changeraient    aussi,    et    ce   serait   évidemment   une 


(  378  ) 
question  très  intéressante  de  savoir  si  les  périodes  splié- 
riques  de  la  cubatrice  changeraient  aussi. 

La  question  n'aurait  pas  lieu  d'être  posée  au  sujet  de 
riiyperboloïde  à  une  nappe  (ni  de  l'Iiyperboloïde  à  deux 
nappes,  mais  pour  une  autre  raison),  puisqu'on  sait  que 
la  période  unique  de  la  cubatrice  d'un  liyperboloïde  à 

une  nappe  est  le  produit  par  sj —  i  du  volume  enveloppé 
par  l'un  quelconque  des  ellipsoïdes,  allongés  ou  non,  de 
cet  liyperboloïde. 

Mais  le  fait,  évident  dans  le  cas  des  surfaces  du  second 
degré,  ne  l'est  plus  du  tout  dans  le  cas  des  surfaces  de 
degrés  supérieurs,  et  la  preuve  du  fait,  presque  surabon- 
dante dans  le  premier  cas,  ne  se  trouverait  pas,  pour 
les  autres,  dans  des  considérations  aussi  simples. 

Cependant  le  théorème  est  général. 

Mais  je  n'en  donnerai  pas  la  démonstration  en  ce 
moment. 

2o.  Classification  des  intégrales  rloubles  cubntrices 
des  surfaces  algébriques.  —  La  nature  de  la  cubatrice 
d'une  surface  algébrique  dépendra  toujours  essentielle- 
ment de  celle  de  la  quadratrice  d'une  section  plane  quel- 
conque de  cette  surface. 

Si  l'on  veut  ([ue  la  cubatrice  n'ait  aucune  période 
nltrasphérique,  il  faudra  que  la  quadratrice  d'une  quel- 
concpie  de  ses  sections  planes  n'ait  pas  de  périodes  ultra- 
cycliques et,  pour  cela,  si  l'on  veut  que  les  sections 
planes  de  la  surlace  dépendent  encore  du  plus  grand 
nombre  possible  de  paramètres,  sous  la  condition  d'être 
quarrables  par  les  fonctions  circulaires  ou  logarithmi- 
ques,  il    faudra    que   ces  sections    présentent  chacune 

(m  —  i)  (m  —  o.)        .  111  1  '  •  11 

•^ — ponits  doubles,   ///   désignant    Je    degré 

de  la  sm-face;   c'est-à-dire   qu'il   fiudia  que  la   surfacr 


(  '^79  ) 
lieiiue 
(m  —  i)(  ni  —  ».  ) 


elle-même    coiilieiiue    une    courbe    double    du    degré 


26.  Si  l'on  veut  que  la  cubalrice  de  la  surface  soit 
algébrique,  il  faudra  eu  outre  que  toutes  les  sections 
planes  de  cette  surface  soient  quarrables  algébriquement, 
c'est-à-dire  que  les  ut  asymptotes  d'une  section  plane 
quelconque  coupent,  cbacune,  cette  section  en  trois 
points  situés  à  1  infini,  ou  en  m — 3  points  seulement,  à 
distance  flnie. 

27.  Nous  allons  clierclier  l'expression  analytique  des 
conditions  renfermées  dans  celte  dernière  condition. 

Reprenons  pour  cela  les  équations  établies  au  début 
du  n"  23  : 

Pour  que  la  période  cyclique  relative   à  l'asymptote 

parallèle  à— =:"^  =  -dela  quadratrice  d'une  section 

*  a         [j         I  ^ 

plane  mobile  parallèle  à  cette  direction,  restât  toujours 
identiquement  nulle,  c'est-à-dire  pour  que  la  période 
spliérique  correspondante  restât  constamment  nulle,  il 
faudrait  qu'en  éliminant  Xq,  par  exemple  entre  les 
équations 

et 

on  tombât  sur  une  é(jualio!i  identique  en  j>  „ • 
Ces  conditions  sont 

(  I  )  o';,  o'j^  —  ■>.  o;r^  cp'^  o|i  +  o';^,o';-  =  o. 


(  38o  ) 
et 

(3)     o"^..^Hoi,  p,  I)  -  A'^a'Va'M^,  P,  •)  +  •'?a-  /.(«>  P>  I)  =  o- 

Si  l'on  veut  que  ces  trois  conditions  soient  satisfaites, 
quels  que  soient  a  et  [^,  c'est-à-dire  si  l'on  veut  que 
toutes  les  périodes  sphériques  de  la  cubatrice  disparais- 
sent, ces  trois  conditions  devront  être  considérées  comme 
des  équations  simultanées,  aux  différentielles  partielles, 
dont  les  fonctions  o,  'h  et  y  seraient  les  inconnues. 

Il  s'agit  d'intégrer  ces  trois  équations. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première,  qui  ne  contient 
que  la  fonction  o.  Elle  exprime  que  le  cône  lieu  des  pa- 
rallèles aux  asymptotes  de  la  surface,  menées  par  l'ori- 
gine, est  formé  de  m  plans. 

En  effet,  l'équation  de  ce  cône  est  cp(a:,j'-,  z)  =  o,  de 
sorte  que  o[x,j^  i)=  o  est  l'équation  de  la  section  de 
ce  cône  par  le  plan  z  ^i.  Or,  pour  exprimer  que  le 
lieu  ç(x,  j^,  ")  =  o   se  compose  de  droites,   il   faudrait 

exprimer  que  -y^?  en  un  quelconque  de  ses  points,  est 

nul  et  c'est  précisément  ce  qu'exprime  l'équation  (i), 
car  l'équation  cp(x,j',  i)  =  o  donne  d'abord 

'•^  dx 


et  ensuite 


,    d-v  „   f  dy\'  ,,     dy 


1       ^  'fy  ?^' 

ou,  en  remplaçant  -~-  par —, 


d\  o;? 
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d'où  lou  voit  que  la  condition 


0,2  Or  —  2  0„,.0r  O 


•^j  r-r  ry 


,   d-y 
revient  a  -y^  =  ^• 

dx- 


Ainsi  la  fonetion  cp(x,j,  :î)  doit  être  le  produit  de  m 
facteurs  linéaires 


(Al 

37  + 

Bi 

y 

+ 

c, 

-), 

(A, 

X  ^ 

B2 

y 

■+- 

c. 

z). 

En  second  lieu,  l'équation  (a)  exprime  que  toutes  les 
asymptotes  de  la  surface  sont  effectivement  contenues 
dans  m  plans. 

En  effet,  toutes  les  asymptotes  infiniment  peu  incli- 
nées les  unes  sur  les  autres  doivent  déjà  être  paral- 
lèles à  un  même  des  plans  représentés  par  l'équation 
o(x,  j",  z)  =  G,  car  une  asymptote  variable  de  direction, 
d'une  manière  continue,  ne  pourrait  changer  de  plan 
directeur  c[u'en  prenant  momentanément  la  direction 
de  l'intersection  de  son  ancien  plan  directeur  avec  l'un 
des  (w  —  i)  autres.  De  sorte  que,  si  la  droite 

■^û?a-r-.ro'-f'3-!-  '^(y-,  P,  l)  =  o, 

lieu  des  traces  sur  le  plan  des  xj  des  asymptotes  paral- 
lèles à  la  direction  -  =  ^  =  -  ne  change  pas  lorsque  a 

et  ,3  varieront  infiniment  peu  ou  varieront  dans  de  cer- 
taines limites,  toutes  les  asymptotes  correspondantes 
seront  dans  un  même  plan. 

Or  c'est  précisément  l'invariabilité  de  la  droite 

qu'exprime  l'équation  (a). 


(  38.^  ) 
Eli  ellcl,  si  l'on  (ait  varier,  dans  l'équalioii   de   celle 
droite,  a  de  dy.  et  'i  de  <^/^,  elle  devient 

+  ro(?|3-+-  ^'j^-^A^  -^  ?a[î<=^'^)  +  ^{'-^^  ?.  I)  -^-  'Va^^^  +  '>îi=  o. 

et  si  l'on  veut  exprimer  que  les  deux  droites  coïncident, 
il  faudra  exprimer  que  les  accroissements  des  coefficients 
sont  proportionnels  aux  anciennes  valeurs  de  ces  coeffi- 
cients, ce  qui  donnera 

o'r^t doL  -+-  o!^3 d'i        o'o; d'^  -^  o'^r^ c/x         'h'^ doL  -i-  <b'i:^ <f ^ 

en  divisant  par  da  et  remplaçant  -—  par ,  ces  équa- 
tions deviennent 


-      ra  „     Va    ,       „  , ,         , , 

C5,,o  — r  —  Ooo  — r  -i-  '■^-/'^         '-!'-, —  '^'- 


?p  ■  ^^'  9'p  ^  '""'^        '"''      '""'^  'i]i 


c'est-à-dire 


?'«=  ?'fi^  —  ?ap  9a  ?fi         —  9^5  9a^  +  9a^  9a  9^3         'Va  9,3  —  '^\i  9 


9'a^9'pf  9^93'  9a'l'(a'  l^'O 

La  première  de  ces  conditions 

9a'-  9i3"  —  9x,3  9a 9^3  =  —  ^l'  9a  -+"  9ap  9'a9'fi 

n'est  autre  que  la  condition  (i)  déjà   traitée;    (juant  à 
l'autre 

9a^9;3^  — 9a.3  9a9|3  _  '>â9p— 'ï^p9a 
9a9i3'  9iî^('^  P'O 

elle  se  réduit  précisément  à  l'équation  (2) 

[9a^9]^—  9a:i9a]'^(«.  ^  0  —  9a  ['^a  9i3  —  ^^9^]  =  O- 
Ainsi  les  é(juati!)ns  (1)  et(:>,)  expriment   (jue  toutes 


I  :m  ) 

les  asjmplolcs  de  lu  section  doivent  être  comprises  dans 
m  plans. 

Quant  à  l'équation  (3),  il  est  inutile  d'en  chercher  la 
traduction  :  puisqu'elle  exprime  que  cliacune  des  asyni- 
ptotes  coupe  la  surface  en  un  troisième  poinl  situé  à 
rinfîni,  elle  doit  exprimer  que  chacun  des  m  plans 
asymptotes  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  de 
degré  m  —  ?>. 

Eu  couséquence,  les  surfaces  de  degré  ///,  cubables 
algébriquement  et  contenant  encore  le  plus  grand  nom- 
bre possible  de  paramètres,  sous  cette  condition,  de- 
vraient être  recherchées  parmi  les  surfaces  ayant  une 

1       1      11      1      1         ,  (m  —  i)(rn  —  2 ) 
courbe  double  de  degré — ,  que  pourrait  re- 
présenter l'équation 

(A,^-+-B,jKH-Gi^-^Di)(A2.r^B2jK^-C,^^D,)  ... 

X  (k,„x-i-  B/^jK  -T-  C,nz  H-  D,„)  -+-  <ï>,„,_3(>,  y,z)  =  o, 

<ï>„2_3  désignant  un  polynôme  complet  en  x,  y,  z^  de 
degré  {in  —  3)  au  plus. 

28.  Application  aux  surfaces  du  troisième  ordre.  — 
Les  surfaces  de  troisième  ordre  capables  de  cubature 
algébri(|ue  doivent  être  recherchées  dans  le  tvpe 

{aix  -k-  h^y  -r-  C'^z  -X-  di){  a=ix  —  h=iy  -\-  c^z  ^  d{) 

X  (  «3 X  —  bjy  -f-  C3  -  -H  f/s  )  -7-  H  =  0. 

Si  l'on  suppose  la  surface  ii'réduclible,  la  seule  ligne 
double  qu'elle  pourra  contenir  sera  une  droite.  Suppo- 
sons qu'on  ait  pris  cette  droite  pour  axe  des  z,  l'équa- 
tion de  la  surface  devra  se  réduire  à  une  identité  si  l'on 
y  fait  X  =  o  clj  =  o,  ce  qui  donne 

Cl  C>  C.3  =  o, 

Cl  Ci ds  ■+■  Ci  C3  d\  —  C3Cidi=^  o. 

c I  d-, d:i  -+-  Cid^d,-'-  C3 di d%=  o, 

dxdidi-^  H  =  (i; 
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H  lie  pouvant  èlvc  supposé  nul,  sans  quoi  la  surface  se 
réduirait  à  trois  plans,  df^ni  d,,  ni^s  ne  sauraient  non 
plus  disparaître;  en  conséquence,  c, ,  Co  et  c^  devront 
être  nuls.  C'est-à-dire  que  la  surface  devra  être  un  cy- 
lindre parallèle  à  sa  ligne  double. 

Les  conditions  précédentes  expriment  simplement  que 
l'axe  des  z  est  sur  la  surface  :  pour  que  cette  ligne  soit 
double,  il  faut  et  il  suffit  que  l'origine  soit  un  point 
double  de  la  trace  du  cylindre  sur  le  plan  des  xy.  Or, 
l'équation  de  cette  trace,  ou  celle  de  la  surface,  est  de- 
venue 

{a^x  ^  biy  -r-  di)  (a2X  -T-  b^y  -^  d^) 

X  (  a^x-h  b^y  -r-  </,,)  —  di  d,  rfs  =  o  ; 

et,  si  l'origine  est  un  point  double,  cette  trace  seraquar- 
rable  algébriquement,  c'est-à-dire  sera  un  trèfle  ou  un 
folium,  suivant  que  les  trois  asymptotes  seront  réelles 
ou  qu'il  y  en  aura  deux  imaginaires. 

Les  deux  seules  surfaces  du  troisième  ordre,  cubables 
algébriquement  et  dépendant  encore  du  plus  grand 
nombre  possible  de  paramètres,  sous  cette  condition, 
sont  donc  le  cylindre  à  base  de  trèfle  et  le  cylindre  à  base 
de  folium. 


29.  Le  Tome  II  de  ma  Théorie  des  fonctions  de  va- 
riables imaginaires  contient  la  théorie,  analogue  aux 
précédentes,  des  intégrales  d'ordres  supérieurs. 

(A  suivre.) 
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LE  CENTRE  D'INERTIE  ET  LES  MOMENTS  D'INERTIE 
DU  CORPS  ÉPICYCLOIDAL; 

Par    ai.     SVECHNICOFF, 

Professeur   au    Gymnase    de  TroïtzU. 


Le  inoineiitd'iiierlie  de  la  surface  épicycloïdale  homo- 
gène anLoiir  de  l'axe  oz  est  égal  à 


,a  =  27r 


«-'9  =  0         •-  a  =  0 

si  l'on  désigne  par  t  la  densité  de  la  surface; 

fl  O 

dS  =  ^a^(ii  -h  cosa  )  sin'*  — -  do  da, 

.-r2  +  j2=  rt2[(/^2^-  sin2nc3) 

H-  ^«(i  —  cosnœ)  cosct  +  (  i  —  cosncs)^  cos^a  . 

On  sait  que 

/        ^\n"'x  cos^a:"  dx  =    /      sin'"a"  cos".r  dx  =  <). 

•  0  '  0 

si  n  est  un  nombre  impair. 

Par  conséquent,  les  termes  qui  contiennent  cosa  et 
cos^a  se  détruisent  et 

,  r  "  ■  ,  ««>  , 

./o:=  \n-:a*    /         sin^  -^  do 

•  '0  '^ 

X    I        [(n^H- sin'- 7?  ci))H-(3  — 4  cos no +  cos2/j  o)  cos2 a]  rfa, 
.  '0 

271 

f"  /lO 

sin^  — !-  (an-  +  5  —  4co^  ''9  —  c.os'-no  )  do. 

y„-=  STiart''    /      sin3  (l;(2rt2-i-  s  —  4  cos^iL  —  4  cos'*'!/)  fA^, 

•  () 

Ann.  de  Malhéinat.,  '^°  série,  l.  X-  (  Scplnnbrc  1891.)  S'y 
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yos  =  8-c7a*   /      sin'I/[2«--i-8— (an^-i- 12)  COS24/  +  4  cos^^/]  f/(}/. 
«-'0 

/o::^  8-n;7«*     2(2rt2-l-  8; !^ -I-  -     > 

yo^=-î— —  (7«^+24)  =  -__(;«2_,_.^4)^ 

21  ^ 

si  l'on    désigne  par  vi   la  masse   de    la  surface   épicy- 
cloïdale. 

Le  moment  d'inertie  du  corps  épicvcloïdal  homogène 
autour  de  l'axe  oz  est  égal  à 

En  remplaçant  x^-hy'  par  son  expression  et  rl[]  par 

<2* (  1  —  cos noy(n  -h  cos a )  sin"^ a  f/cp  f/a, 

nous  pouvons  détruire  les  ternies  qui  contiennent  cos  a 
et  cos^a;  par  suite 

+  (3  —  4cosrto  -f-  cos-no)  sin^a  cos^a]  rfa, 
J„,  =  2«7a^77   /        (i  —  cos n 0)5 

x(— ^ .+ ^ .j^o 

=  ^^^^  /        (i  — cos']/)3(4rt2-;-7  —  4cos<];  —  3cos2(;/)<r/(|^. 

En    détruisant    les    termes   qui    contiennent    cos'i>, 


(387) 
cos''!/,  cos-^'i/,  on  a 

\oz  —  -, —     /  [4«^-^  7  -^  G(2«*-T-    ))  C0S2>^  —  J  COS*<î/]  f/J; 

I„-=  ^ïiîi!!(8o«2-f-  iGi)^  ^^(8o/i2-m6i), 

si  l'on  désigne  par  IM  la  masse  du  corps  épicycloïdal. 

Chaque  partie  du  corps  épicycloïdal  a  deux  plans  de 
symétrie  qui  passent  par  l'origine  des  coordonnées.  Le 
plan  xj  est  un  de  ces  plans.  L'autre  plan  de  symétrie 
est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  passe  par  deux  points 
de  rebroussenaent.  Désignons  par  A  le  point  de  re- 
brousscment,  situé  sur  l'axe  ox,  et  par  B  l'autre  point 
de  rebroussement.  Menons  la  droite  oj^' perpendiculaire 
à  AB  et  la  droite  ox'  parallèle  à  AB,  de  sorte  que 
l'angle  xox'  soit  obtus.  Désignons  par  x\  y',  z'  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  la  surface  épicycloï- 
dale  par  rapport  aux  axesoa',  oj' ^  oz.  Alors 

,  .       —  T.  .  TT  .      - 

X  ^^  —  X  sin \-  Y  cos  -  •>  Y  ^=  oc  cos h  r  sin  —  • 

n       -^         n  -^  n       -^         n 

Les  équations  de  la  surface  épicycloïdale  par  rappoit 
aux  axes  ox',  oy',  oz  sont 

sin  /t  ocos  I  Ci  — 


x'  —  a'.[n -h (  i  —  cos  wcp)  cos  a]  sin  (o  — 

y'  =  a  \?i-^-(f  —  cosfto)cosa;|cos  (  o —  -  )-f-sin«o  sin  (  ci  — 


=  rt(i  —  cos«tt)  sin  a. 
Posons 


?  =  ?• 

n 


Alors 

x'  =  —  rt  [/i  sin6  -1-  (i  -h  cos/t'j')  cos  a  sini{/  -+-  sin  n  'j*  cos'|  |, 
y'  =  a[n  cos'ji  -f-  (i  -I-  cos/idi  )  cosa  cos'|/  —  sin  n-b  sin-!/ 1. 
2  =  «Ci  +  cosrt'i'  )  sin  a. 
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Quand  Ci   aiigmenlc  de  zéro  jusqu'à  -  (!l  ^^% -1/  diniitiuc; 
de  —  lusqu  a  zéro  et 

Le  centre  d'inertie  de  la  surface  épicycloïdale  est 
situé  sur  J'axe  or'.  Désignons  par  p  sa  dislance  au 
point  O.  Alors 

mp  =  <T  /  /  y'd'è. 


En  remplaçant  y'  par  son  expression  et  f/S  par 
—  ^a-  cos^  —  (7?  -\-  cosa)  r^-j/  r/a,  el  en  faisant  l'intégra- 
tion relative  à  a,  nous  pouvons  détruire  les  termes 
qui  contiennent  cosa. 

Par  conséquent, 


mp  =  4  «3 17  /      cos3  — -!-  f/tl/ 

n 

X   /       [«(«cos'L  —  siti'J/ sin  «•!/)  + (1  cos/i'L)  cosili  cos-a]  r/a, 
•-'0 

mp  —  iSicr/^T   /      cos^  — ^  [(9.  «2_t-i)cos4' — "in  siini»  sin  «  '1^+cos'ji  cos /l 'ii] f/ij/ 
ou 

7»/?=  8-«37   r    /('L)r/-];. 

si  l'on  pose 

/i         S/iJ^        3         7i(!>\  H 

f/        ->         x/         I         •?«  —  I  .  ,  ,         irt  -M  ,  ,1 

X    (2n'2-+-  i)(cos']/ ^—  cos( //  —  i)'l>  4 cos(/i  h-  i  )'!/    > 
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Gn^  —  2  re  -i-  3  n  —  2   ,  {j  /l-  -H  2  /i  -r-  3  ft  -î-  2    , 

/  I  'v  )  = COS  'Il  -\~  ■ cos  o 

b  2  '  8  2 

4/«^ — 6«-}-5         3/1  —  2.         An^-h6/i-T-b         3  «-4-2 

H ;; COS 6    H ;; COS   

ib  2  •  l6  2 

2/1  —  1  5n  2    ,  2  /i  -î-  I  5  /i  -4-  2    , 

—    ;; COS  O   H ; COS  'J  , 

ID  2  '  10  2 

r,.,   ,  .      ,,            6/1- 2/i-|-5             r.            6/«^-f-  2/i  -i-  5  77 

/  (  O  )  c/i   =    — COS 1 — COS  - 
,„    *                          4(/i  —  -i)             n            4(/i-f-2)  n 

i/i-  —  6  /i  -f-  5         -        4  «"  -!-  (3  /i  H-  5         - 

■ COS COS  — 

s  (  3  /i  —  -2)  n  8(3/1-1-2)  n 

■in  —  I  -  -m  -h  i  T. 

COS  -    -H    - — : COS  — 


S(5/i  —  2)  n    '    8{5  n  -1-  -2) 

r  -  /i2/i^-T- 2/1        i2/i*-i-3/i  n        \ 

-  COS ■ z — r- — T  ) 

4        /î  \    /i- — 4  y'^  — 4         23 /i- — 4/ 


6oo/i"  cos- 
/i 


(  «■-—  4i(9«-— 4)(25/i2_4  j 
11  en  résulte  que 

223 /i^  a  COS  — 

/i 


i^'i' —  4  )  (  9 '2- —  4  K"-i5 /i2  —  4  ) 
En  posant  //  ^  i  et  /^  ^=  2,  on  a 

/?  =  —  et         p  =  ^^ • 

'  7  ^  128 

Si  /i  =  I ,  les  di'oites  oj'  et  ox  forment  l'angle  -. 
Désignons  par  jj'  la   distance  du  centie  d'inertie  de 
la  surface  épicycloidale  à  la  droite  Al). 
Alors 

p'  =  p  —  na  COS  —  • 
n 

Par  le  milieu  de  la  droite  A 13,  menons  la  droite  o' z' 
parallèle  à  oz.  Le  moment  d'inertie  de  la  surface  épi- 


Jo'z  =  fna-\  n- (  i   ■   — -''  "  *     ■      ^ 


■  cos- 


(  390  ) 

cycloidale  autour  de  Taxe  o' z'  est  égal  à 
Jo'z'  —  joz  —  m  (/>2  —  p'2  )  =70;  —  inna  cos  -'"  (  ïp  —  na  cos  —  J , 

45ort8cos2- 

::)  +±L '1 _ 

ni        7       (/i^— 4j(y/i-— 4K^J"-— t). 

En  posant  n  ^=-  zr.,  on  a 

Considérons  la  surlace  de  révolution  engendrée  par 
la  cycloïde  tournant  autour  de  sa  hase.  Le  moment 
d'inertie  de  cette  surface  autour  de  l'axe  équatorial  est 
égal  à  l'expression  trouvée,  parce  que  la  surface  consi- 
dérée est  la  limite  de  la  surface  épicycloïdale,  quand  n 
augmente  indéfiniment. 

D'autre  part,  ce  moment  d'inertie  est  égal  à 

«/o  '■* 

-f-  2-7a''  /       (i  — 


coso)3  sin  —  dQ  —  iïit}  ■■jP- . 
2     ' 


Le  deuxième  membre  est  la  moitié  du  moment  d'iner- 
tie de  la  même  surface  autour  de  l'axe  de  révolution. 
Ce  moment  d'inertie  est  égal  à 

,    /'■^   .  ').o\%T.-za'*        96 ma- 

Désignons  par  P  et  P'  les  distances  du  centre  d'iner- 
tie du  corps  épicycloïdal  au  poijit  O  et  à  la  droite  AB. 
Alors 


/  y'  f^V, 


d\  —  —  d^{\  co,'sn'\Y'(n  +-  cos  a)  sin- a  (\'\  dy.. 
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Par  suite, 

MP  =  ja*  /        (i -h  cos  n'\)  f  d<\i  I       [n{ncos^  —  sini];  sin/ii]^  )  sin^« 

n 

-+-(!-+-  cosn4')cos(];  cos^a  sin^a  dy.]. 

Nous    avons   supprimé    les    termes   qui   contiennent 
cosa  et  cos^  a 

si  l'on  pose 

f^'^)  =  (i  +  cos/i4')'*[(4«^  -I-  i)  cos(J/  —  4/1  sirn};  sin/i^'  +  cost^  cos/i4'] 

/5        iScosii'lj        3cos2/i'L        cos3rt4'\ 
-  H H i  -^. ^ 

\i  4  2  4      / 

[/  /    1        N         I        4 ^  —  I         ,          ^  1        in  -{-  l         ,  .  ,  1 

{\n^-¥  1)  cos'j'  —  -^ cos(n—  \)^  -\ cos(«  +  1)4^    ? 

7(4')  =  ^—  cos<{;M cos(«  — 1)4/ 

-  cos(/^  -i-  1)4;  M- cos(2/i  —  1)7 


•2  V  .1  ^ 

^   C0S(2«  -t-  1)4^  H COS(Jn  —  Ijy 


4 
4"  + 1 


«2_|_3;i_j_i  4«  —  I 

M cos(3«  -t- 1  )d/ —  cos(4«  —  i)y 

2  10 


ifi 


cos(4/i  +  O'I'- 


Jr"r/tx  /■  8o7i2-+-35  .  71  Kîn^— 7/i -f-7  .  - 
f  /(  (^  )  d'\  = sin  -  H — - — '- sin  - 
ty                                 8                n              2(n  —  I  n 

1 5 n^ -*- 7 n -+- "    .    7:        lAfi- — iAn-\-'7    .    t: 

: — -  sin . — —  sin  - 

•î{n  -h  i)  n  ^{'i.n  —  1)  n 

\9^n^-h  i/i  n -h  7    .    TT        /i^ — 3/i_|-i     _    t: 

+  sin 1 sin- 

4  (  2  /i  -i-  1  )  n  2  (  3  /i  —  I  )  n 

^2  -I-  3  /i  -f-  T       .      T.  l      .      ~ 

—  — y-; r  Sin  -  -i-  -  sin  - 

2  (  3  71  -H  I  )  /i        o         n 

.     7:r20/i2+q        8n2-^7          16/2,2—7          H/i^— 11 
=  sin  -     ^  H ; i  -4-  -— — ^ 

300/7**  sin  - 


{  n-  —  1  ) (  i  Ai-  —  I  )(!)"-  —  I  ) 
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Tl  en  résulte  que 

36n^a  sin  - 
P 


■r.(  n'^ —  i)(4  n- —  i  jicjri- —  i  ) 
En  posant  «  =  i  et  «  =  a,  on  a 


3  a  ^,       1024  « 

—-  et  P 


4 


JÔTZ 


Le  moment  d'inertie  du  eorps  épicjcloïdal  autour  de 
l'axe  o'  z'  est  égal  à  Iq  -  =  loz  —  M  (  P^  —  P-  )  ou 


36 n^  sin 


—  Ma^l  n-  {  i-T-  cos2  -      — — ^ — - — ^ 

L      \  «/         8o         -(n^—])(4n-^—\){Qn^-  —  i) 

En  posant  /i  =  oc,  on  a 

\  3         720/ 

Considérons  le  corps  de  révolution  engendré  par  la 
cycloïde  tournant  autour  de  sa  base.  Le  moment  d'iner- 
tie de  ce  corps  autour  de  l'axe  équatorial  passant  par  le 
centre  d'inertie  est  égal  à  l'expression  trouvée.  D'autre 
part,  il  est  égal  à 

7:7 «*  /        (o  —  sincp)-(i  —  cos'i  j3  f/o 
•-  0 

9  7x 

H —   /       (i  —  coscs)*rto  —  M -2  a-. 

4  ^'y 

Le  deuxième  membre  est  la  moitié  du  moment  d'inei- 
tie  du  même  corps   autour  de   l'axe  de  révolution.   Ce 


moment  d'inertie  est  égal  à 


.   r"   ■    ,n  ,    7,        6'^nT^à-        63Ma2 
3-2 -7  «5  /     sin'oir/.],  = 


f^  40 
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\OTE  SUR  LES  APPROXIMATfOXS  DWS  LE  CALCIL 
LOGARITinilQUE; 

Par  m.  Vlvdislvs  I'UGHEWICZ. 


Les  auteurs  des  manuels  d'Algèbre,  en  parlant  de 
l'approximation  d'un  nombre  donné  par  son  logarithme, 
font  la  remarque  que,  la  différence  tabulaire  étant  A,  on 

ne  peut  obtenir  le  nombre  qu'approché  à  -  :   remarque 

qui  serait  tout  à  fait  juste,  si  le  logarithme  à  l'aide 
duquelnous  calculons  le  nombre,  ainsi  que  le  logarithme 
tabulaire,  étaient  exacts.  Mais,  comme  le  logarithme  ta- 
bulaire n'est  approché  qu'à  j(^  ),  les  différences  qu'à  i ,  et 
le  logarithme  du  nombre  cherché,  résultat  en  général  des 
opérations  sur  d'autres  logarithmes,  (ju'à  une  approxi- 
mation variable,  cette  remarque  ne  nous  suffit  pas  à 
définir  l'approximation  d'un  nombre  calculé  à  l'aide  des 
logarithmes.  Même  M.  Vieille,  dans  son  ouvrage  spécial  : 
TJiéorie  générale  des  ap p roxiinatiojis  numériques,  en 
s'occupant  minutieusement  des  erreurs  provenant  de 
l'hypothèse  de  la  proportionnalité  des  petits  accroisse- 
ments des  nombres  et  de  leurs  logarithmes,  ne  résout 
pourtant  pas  la  question  générale. 

Dans  cette  Note,  je  démontre  que  l'on  peut  toujours 
obtenir  le  logarithme  d'un  nombre  approché  à  ^,  je  cal- 


(')  Lorsque  je  parle  d'ua  logarithme,  j'appelle  unité  l'uniLé  du 
rang  du  dernier  chiffre  des  logarithmes  tabulaires;  lorsque  je  parle 
d'un  nombre,  le  même  mot  désigne  l'unité  du  rang  du  dernier  chifFrc 
des  nombres  tabulaires.  Je  crois  que  ce  double  emploi  du  même  mot 
ne  présentera  aucune  difficulté  au  lecteur. 
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cule  rapproximation  d'un  nombre  Irouvé  à  l'aide  de  son 
Jogarillime,  étant  donnée  l'approximation  de  ce  loga- 
rithme, et  j'applicpic  ces  règles  dans  un  exemple  numé- 
rique. Je  ne  mentionne  pas  des  erreurs  provenant  de 
la  proportionnalité,  car,  comme  on  le  sait,  elles  sont  né- 
gligeables en  présence  des  erreurs  provenant  de  l'inexac- 
titude des  logarithmes  tabulaires. 

Soient  £|  et  £o  les  erreurs  des  deux  logarithmes  tabu- 
laires consécutifs,  v  r=  So —  -,  l'erreur  de  la  dilïérence 
tabulaire,  et  d  la  partie  fractionnaire  du  nombre  dont 
nous  désirons  obtenir  le  logarithme.  L'erreur,  dans  ce 
logarithme,  sera  alors  la  somme  des  erreurs  du  loga- 
rithme tabulaire  et  de  l'accroissement  calculé  cà  l'aide  de 
la  différence 5  cette  erreur  sera  donc 

(I)  Zy+Chl. 

Comme  la  limite  de  s,  est  ^,  et  que  la  limite  de  y  est  i ,  on 
pourrait,  croire,  au  premier  coup  d'œil,  que  la  limite  de 
(i)est  i^-,  nous  démontrerons  que  cette  limite  est  égale 

Nous  remarquons  qu'il  peut  se  présenter  les  trois  cas 
suivants  :  i"  e,  et  t.,  sont  de  mêmes  signes,  et,  quant  à 
la  valeur  numérique,  s,  est  plus  grand  que  £3  '■,  2'^  ils  sont 
de  mêmes  signes,  mais  la  valeur  numérique  de  £0  est 
plus  grande  que  celle  de  Sj  ;  3"  ils  sont  de  signes  con-  ; 
traires. 

Dans  le  premier  cas,  y  est  moindre  que  j  et  du  signe 
contraire  à  e, ,  et  comme  d  est  une  fraction  proprement 
dite,  l'expression  (  i  )est  une  différence  de  deux  fractions, 
chacune  moindre  que  i;  par  suite  cette  expression  même 
est  moindre  que  ^  . 

Dans  le  deuxième  cas, y  est  aussi  moindre  que  i,  mais 
est  du  .signe  contraire  à  îi  ^  or,  si  l'on   remplace  £)  par 


1 


(  '^95  ) 
So —  y,  on  obtient 

S2  —  Y  +  ^Y  =  -2  — (  •  —  ^0  Y' 

et  cette  expression,  où  y  est  du  même  signe  (juc  So,  est 
de  nouveau  une  différence  de  deux  fractions,  chacune 
moindre  que  |  • 

Dans  le  troisième  cas,  y  peut  être  plus  grand  que  ^  5 
mais,  si  nous  mettons  dans  (1)22 — ^1  ^  ^^  place  dey, 
nous  obtenons 

et,  comme  S)  et  So  sont  de  signes  contraires,  nous  avons 
de  nouveau  la  différence  de  deux  fractions  dont  chacune 
est  moindre  que  r, . 

Nous  voyons  donc  que,  si  nous  tâchons  d'obtenir  le 
résultat  avec  la  plus  grande  approximation  possible,  il 
ne  faut  pas  rejeter  dans  l'accroissement  du  logarithme 
les  chiffres  du  rang  inférieur  à  celui  des  unités  des  loga- 
rithmes. Même  dans  les  calculs  élémentaires,  il  serait 
bon  de  retenir  ces  chiffres,  surtout  lorsqu'on  doit  multi- 
plier le  logarithme  par  un  nombre  entier. 

Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  le  nombre 
dont  nous  voulions  calculer  le  logarithme,  ainsi  que  sa 
partie  fractionnaire  d,  étaient  exacts  :  si  le  nombre  n'était 
qu'approché  à  a,  il  faudrait,  avant  tout,  connaître  l'erreur 
qui  en  résultera  pour  le  logarithme.  Cette  erreur  aura 
pour  limite  aA',  où  A'  est  la  limite  supérieure  de  la 
différence  tabulaire.  On  trouve  cette  limite  supérieure 
en  comparant  la  différence  ;i  côté  du  nombre  donné  avec 
les  différences  voisines. 

A  l'aide  de  ces  règles,  nous  pourrons  toujouis  délinir 
la  limite  de  l'erreur  dans  un   loptarithme  résultant  des 
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opérations  sur  cl'aulics  logaiitliiues  et  représentant  le 
logarillime   du  nombre  cherché   :   cette   limite   pourra 
être   mise   sous   la  forme   m.~.    Si   nous    calculons  le 
nombre  correspondant  à  un  tel  logarithme,  nous  devons 

ajouter  au  nombre   tabulaire  la  fraction  -5  où  A  est  la 
•'  A 

dilférence  tabulaire,  et  ù  la  différence  entre  notre  loga- 
rithme et  le  logarithme  tabulaire.  L'approximation  de 
A  est    I,   c'est-à-dire   2.^,  et  celle  de  0  est  (ni-+-i)^. 

Cherchons  l'erreur  absolue  de  la  fraction  -^,  d'après  la 
formule 

A  H-  Y         A  ~  (  A  -T-  Y  )  A  ■ 

Pour  trouver  la  limite  supérieure  de  cette  fraction, 
remarquons  que  0  et  A  sont  positifs,  et  représentons  par 
|j'  et  y'  les  valeurs  absolues  de  [i  et  y.  Le  numérateur  de 
cette  fractionne  peut  pas  être  plus  grand  que  Ajii'  -+-  oy', 
et,  a  fortiori,  que  A(|5>'-j- y')^  le  dénominateur  ne  peut 
pas  être    plus   petit  que  (A  —  y')-^»  de  manière  que  la 

fraction  ne  peut  pas  être  plus  grande  que  ^ ^-  •  En  sub- 

A      Y 

stituantpour  [j'et^ leurs  valeurs  limites  (m  -h  i  )  r,  et  1 , 
nous  obtenons  la  valeur  limite  de  l'erreur 

/n  -+-  3 
(2) 


I 


■2(A  — 1) 

Comme,  en  général,  la  division  0  :  A  ne  s'effectue  pas 
exactement,  il  faudra  ajouter  encore  à  cette  limite  une 

fraction  -  (/•  étant  le  reste  de  la  division  0  :  A),  fraction 
qui  pourra  être  lemplacée  dans  la  limite  par • 

Dans  le  cas   où  l'on    trouve    le  logarithme   dans  les 
tables,  la  limite  de  l'erreur  est 

,    ,  /n  -T-  I 

(  'i  )  — r—  ' 

■i  (  A  —  I  ) 
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parce  qu'alors  il  faut  inellre  o  =  o,  à  cause  de  quoi  le 
terme  oy  disparaît  dans  le  numérateur. 

La  fraction  (2')  représente  la  limite  de  ce  qu'on  de- 
vrait ajouter  au  nombre  tabulaire,  si  le  logaritbme  qui 
nous  sert  à  calculer  le  nombre,  ainsi  que  le  logaritbme 
tabulaire,  pouvaient  être  donnés  exactement. 

Comme  exemple,    calculons  la   surface  d'un  triangle 

par  la  formule 

«2  sin  B  sinG 


2sin(  B  -^  G) 


ou 

«  =  4i3,38e,         B  =  SC^';'  23",         G  =  :i9'' 25' 40". 
Le  calcul  sera 

log  «2  =  5^2327116  approché  à  7.\ 

log  sin  B  —  1,77733976  »  I  i 

log  sin  G  =  T, 8806774  »  I  -| 

log  2  =  7,6989700  (1) 

log  sin  (B  -I-  G)  =  0,00094708  »  I  I 

log  S  =  4-, 59054384         approché  à  5  1 

Nous  trouverons  dans  les  tables  cinq  chiffres  entiers  : 
38953    auxquels  il    faudra    ajouter   la    fraction  ^^^  en 

1      i>  5-^3        4 

tenant  compte  de  1  erreur  = 

'^  2 . 1 1 1       III 

En  effectuant  la  division  49 > 4  •  ^12,  nous  obtenons 

Je  premier  chiffre  du  quotient  4  et  le  reste  4, 6  j  le  second 

chiffre  du  quotient  sera  aussi  4^  et  le  reste  correspon- 


(')  Nous  ne  marquons  pas  l'approximation  de  log  ?.,  car,  si  même 
on  prenait  ce  logarithme  avec  huit  chiffres,  il  serait  o,3oio3ooo.  sa 
valeur  plus  exacte  étant  o,3oio299t)56n 

Comme  le  nombre  2  entre  souvent  dans  les  calculs,  il  vaut  la  peine 
de  se  souvenir  que  son  logaritlimc  n'augmente  pas  l'erreur,  excepté 
le  cas  où  il  serait  iruiltiplié  par  un  ncinibrc  considi'rahle. 
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danl  o,  I  2.    Si  nous  prenons  S  =  38953,4,  cette  valeur 
sera  en  tout  cas  trop  petite,  la  partie  omise  de  l'accrois- 

sèment  -^  étant  idus  irrande  que  l'erreur  du  sens  indé- 

lini  — ^:  mais  l'erreur  par  défaut  sera  moindre  cjue— ^> 
III  '■  i      II I 

et  aussi  moindre  que  o,  i  .Si  nous  prenons  S  =  38953, 44  ? 

la  limite  de  l'erreur  sera  — — '■,  moindre  que  o,o4- 

III  ^ 

Supposons  maintenant  que  les  données  de  ce  calcul  ne 
sont  pas  des  nombres  exacts,  mais  appi'ocliés  eux-mêmes 
à  I  de  leur  dernier  cliilTre.  Conformément  ta  la  signifi- 
cation convenue  du  mot  utiité  dans  le  nombre,  la  limite 
de  cette  erreur  aura  pour  eliaque  nombre  l'expres- 
sion ^. 

Pour  le  nombre  a,  la  dilïérence  tabulaire  est  1005 
mais,  après  io5,  nous  trouvons  des  dillérences  106  :  donc, 
pour  limite  supérieure  de  cette  différence,  il  faut  pren- 
dre 106,  et  l'erreur  du  logarithme  de  a-,  provenant  de 
l'inexactitude  du  nombre,  aura  pour  limite 

2.27;.  106  =  21  ,2  è  • 

On  pourrait  calculer  de  même  les  limites  dans  les  lo- 
garithmes des  sinus,  mais  nous  rencontrons  dans  cet 
exemple  un  cas  spécial  :  (B  4-  C)  étant  moindre  que  go°, 
les  erreurs  de  B  et  de  C  donnent  des  cireurs  de  même 
sens  dans  les  logarithmes  des  siiiB  et  sin  C  que  dans  le 
logarithme  de  sin  (B-h  C),  et,  comme  ce  dernier  loga- 
rithme doit  être  retranché  de  la  somme  des  deux  pre- 
miers, l'erreur  totale  sera  aussi  la  différence  des  erreurs 
correspondantes  (*).  ?sous  obtenons  pour  limite  de  ces 


C)  Désignons  les  erreurs  de  B  et  C  par  a  et  ji  (qui  sont  de  signes 
indéterminés),  l'erreur  de  (B+C)  sera  alors  (a-i-  ^);  désignons  les 
limites  des  difTérences  tabulaires  correspondantes  par  aJ,,  Ap  et  a|j_j.(;; 
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trois  erreurs^  ('^82  —  i?))  +  ^(  iSi  —  i3)  =  4^,7  |, 
de  manière  que  la  limite  de  l'erreur  totale,  dans  le  loga- 
rithme, sera 

(5-1-21, 24-43,7)^,  c'est-à-dire  70  |, 

et  la  limite  de  l'erreur  dans  le  nombre  — ^ —  =  — ^• 

2. i I I         III 

L'accroissement  du  nombre  étant  comme  auparavant 
^^-^,  si  l'on  prend  pour  S  les  cinq  chiffres  entiers,  on 
a  une  valeur  de   S  approchée  par  défaut  à    moins  de 

— —,  c'est  à-dire  à  moins  d'une  unité.  Si  l'on  prend  S 

III  *■ 

avec  le  premier  chiffre  décimal,  le  sens  de  l'erreur  reste 

1  ,  •     ,         11'-        II'  36,5       4)6) 

indetermnie,  et  la  limite  de  1  erreur  est — - — i ?  c  est- 

'  1 1 1        1 12 

à-dire  moindre  que  0,4- 


CERCLE  Ummi  A  TROIS  CERCLES  DOX^'ÉS; 

Par  m.  V.  IIIOUX, 

Professeur  au  Ivcéc  de  Nantes. 


1 .  La  solution  qui  suit  comprend,  comme  cas  particu- 
lier, celle  de  Gergonne,  qui  se  trouve  ainsi  complètement 
justifiée. 

Donnons-nous  trois  cercles  (A),  (B),  (C),  de  rayons 
inégaux  5  plaçons  les  centres  aux  trois  sommets  d'un 
triangle  ABC  et,  pour  fixer  les  idées,  supposons  chaque 
cercle  extérieur  aux  deux  autres.  Appelons  C  le  centre 

la  limite  de  l'erreur  sera 

a  A'b  +  ?  Ai;  -  (a+  fi)  Ajj+c.  =  a  (  A',,  -  A^+c)  +  I^  (  -^c  -  Ar+c)- 

où  alors  pour  aJj^j;  il  faudra  prendre  non  la  limite  supérieure,  mais 
la  limite  inférieure. 
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de  siinililude  directe  de  (A)  et  de  (Bj;  de   même  A'  le 
cenlre  de  simililude  directe  de  (I))  cl  de  (C)^  enfin  B'  le 


centre  de  similitude  directe  de  (C)  et  de  (A).  Les  cen- 
tres de  similitude  inverse  correspondants  pourront  être 
désignés  par  C, ,  A'j ,  B, . 

Si  un  cercle  (m)  louche  deux  quelconques  des  cercles 
donnés,  (A)  et  (B)  par  exemple,  en  a  et  ^,  les  points 
de  contact  seront,  dans  le  système  (A),  (B),  (w),  ou  deux 
centres  de  similitude  de  môme  nature,  ou  deux  centres 
de  similitude  de  nature  diirérente. 

En  considérant  le  premier  cas,  on  a  les  théorèmes 
suivants  : 

Théorisaie  I.  —  Si  les  points  de  contact  d'un  cercle 
(w)  et  de  deux  cercles  (A)  Cif  (B)  sont  deux  centres  de 
similitude  de  même  nature  : 

1°  Les  points  de  contact  a  et  b  sont  anlihomologues 
par  rapport  au  centre  de  similitude  directe  C  de  (A) 
et  de  (M)  ^ 

2"  Le  cercle  (co)  coupe  orthogonalement  un  cercle 
fixe  (H)  de  centre  C. 
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3"'  Lo  cercle  {  Il  )  n  le  même  axe  radical  ijne  les 
cercles  (A)  et  (lî). 

Démonstration.  —  i"  Ou  observe  d'abord  que  b-s 
irois  centres  de  similitude  «,  h  et  C  sont  en  ligne  droite, 
puisque  les  deux  premiers  sont  de  même  nature  et  que 
C  est  un  centre  de  similitude  directe. 

Soit  -M  le  point  de  rencontre  des  tangentes  <à  ('(o  i  en 
rt  et  è:  ces  tangentes  sont  égales  et  par  suite  le  point  INI 
est  sur  l'axe  radical  de  (A)  et  (B)-,  il  suit  de  là  que 
les  points  a  et  b  sont  antibomologues  par  rapport  au 
j)ointC',  l'une  des  origines  d'inversion  de  (A  )  et  de  (B). 

2"  Soit  ).  la  puissance  d'inversion  pour  le  point  C 

On  a 

C'a  X  G  1^  =  Â. 

Donc  le  cercle  ((o)  coupe  orthogonalenient  un  cercle 
(H),  de  centre  C  et  de  rayon  y  a. 

3°  On  observe  d'abord  que  tout  cercle  passant  par 
les  points  a  et  Z»  de  (A)  et  de  (B),  antihomologues  par 
rapport  à  G',  coupe  ortliogonalement  le  cercle  d'inver- 
sion (H)  relatif  à  C. 

Considérons  en  particulier  le  cercle  (oj,  )  de  centre  M 
et  de  rayon  ^\a  =  ^\h\  il  coupe  ortliogonalement  les 
cercles  donnés.  Si>it  m  nu  de  ses  points  de  rencontre 

avec  (H).  On  a  C'rt  x  C  ^  =  \  =;  C'oi  :  donc  Cm  est 
une  tangente  menée  de  C  au  cercle  (oj,).  Dès  lors  M/zf 
est  perpendiculaire  sur  Cm  et  se  trouve  tangent  à  (H) 
en  m.  On  a  Ma  =  MZ>  =  -M/«.  Le  point  M  est  d'égale 
puissance  par  lapport  à  (A),  (B)  et  (H),  dont  les  centres 
sont  sur  la  même  droite  AB. 

Les    trois    cercles    ont    donc    le    même    axe    radical. 

c.  <^>.  F.  D. 

Théorème    II.    —   Si  un  cercle  (oj)   coupe  orlhogo- 
Ann.  de  Malliéinat.,  ?>'  série,  t.   \.  (Seplciiibrc   "fSi^i.)         -it> 
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nalenieiil  le  cercle  (Vinvevsioti  (H)  et  touche  (A)  eu  a, 
il  touche  également  (B)  en  un  point  h  antihomoloç^ue 
de  a  par  rapport  au  centre  de  similitude  directe  C. 

En  effet,  si  l'on  forme  la  figure  inverse  du  système  (A), 
(o))  et  (H)  en  prenant  C  pour  origine  et  A  pour  module, 
le  cercle  (H)  se  conserve,  le  cercle  (co)  est  à  lui-même 
son  inverse  et  vient  toucher  l'inverse  de  (A)  qui  est  (B) 
en  un  point  Z>,  anti-liomologue  de  a  sur  la  droite  G  a. 

c.  Q.   F.  D. 

"1.  Cela  posé,  soit  (oj)  un  cercle  touchant  (A),  (B) 
et  (C)  respectivement  en  <7,  b  et  c,  les  j)oints  de  contact 
étant  des  centres  de  similitude  de  même  nature  pour  le 
groupe  (A,  B)  d'une  part,  pour  le  groupe  (A,  C)  d'autre 
part,  et  par  suite  pour  le  groupe  (B,  C). 

Soit  (H)  le  cercle  d'in\ersion  de  centre  C  pour  (A) 
et(B)^  soit  de  même  (K)  le  cercle  d'inversion  de  centre 
B'  pour  (A)  et  (C).  Le  cercle  cherché  (to)  doit  couper 
ortliogonalement  chacun  des  cercles  d'inversion  (H)  et 
(K).  Donc,  en  vertu  du  théorème  II,  on  est  ramené  au 
problème  suivant  : 

Tracer  un  cercle  coupant  ortliogonalement  les  cer- 
cles d' inversion  (H)  et  (K)  et  touchant  l'un  des  cercles 
donnés^  le  cercle  (\)  par  exemple. 

La  solution  du  problème  dépend  des  deux  lemmes 
suivants  : 

Lemme  L  —  Tous  les  cercles  coupant  ortliogonale- 
ment les  cercles  (H)  et  (K)  ont  pour  axe  radical  la 
ligne  des  centres  C  B'  de  ces  deux  cercles,  c'est-à-dire 
Taxe  de  similitude  directe  des  cercles  proposés. 

Considérons  en  eifet  deux  quelconques  de  ces  cercles 
(oi),  )  et  ((O2)  :  ils  sont  coupés  orthogonalement  par  (H) 
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l'I  [)ar  (K);  donc  leur  axe  radical  passe  par  C,  centre  de 
(H),  et  par  B',  centre  de  (R) ;  cet  axe  radical  est  donc  la 
droite  C'B'.  c.  q.  f.  d. 

Lemme  II.  —  L'axe  radical  du  cercle  (A),  jyar 
exemple,  et  d'un  cercle  ^variable  (w,)  coupant  orlho- 
gonalement  (H)  et  (K)  tourne  autour  d'un  point  fixe 
(I)  de  V axe  de  sinùlitude  directe  des  cercles  donnés, 
quand  le  centre  de(ij)f)se  déplace  .sur  l'axe  radical 
de  (H)  et  de  (K). 

Au  cercle  (A),  associons  deux  cercles  (tO))  et  (ojo)  or- 
thogonaux à  (H)  et  (K);  leur  centre  radical  I  est  un 
point  de  l'axe  radical  de  (w,)  et  (too),  c'est-à-dire  un 
point  de  C'B';  si  l'on  fait  varier  le  cercle  (w,)  toujours 
orthogonal  à  (H)  et  à  (K),  le  point  I,  intersection  des 
deux  axes  radicaux  lîxes,  ne  changera  pas;  donc  l'axe 
radical  tournera  autour  du  point  I.  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Sans  tracer  les  (cercles  (H)  et  (K),  on 
peut  obtenir  à  volonté  un  cercle  (coi)  qui  les  coupe 
orthogonalenient. 

Pour  cela,  il  suilit  de  se  donner  un  point  p  sur  (A)  et  de 
construire  son  antihoniologue  q  sur  (B)  par  rapport  à 
C  et  son  antihoinologue  p  sur  (C)  par  rapport  à  B'. 

On  sait  que  tout  cercle  passant  par/;  et  y  coupe  or- 
thogonalenient  le  cercle  (H)  et  que  tout  cercle  passant 
par />  et  /"  coupe  orthogonalcment  le  cercle  (K).  Donc- 
un  cercle  (wi)  circonscrit  au  triangle /j»*/;*  coupera  ortho- 
gonalement  les  deux  cercles  (H)  et  (K).  En  menant  du 
centre  Oj  de  (w,)  la  perpendiculaire  sur  l'axe  de  simi- 
litude directe  des  cercles  donnés,  on  aura  l'axe  radical 
de(H)et(K)  C). 

(•)  Kn  outre,  Taxe  radical  de  ('''JfL  de  ( A )  touriiil  le  point  I  par 
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3.  On  peut  mainlenaiiL  résoudie  le  problème  en  ques- 
tion d'une  manière  tout  à  fait  générale  : 

Règle  générale.  —  Pour  tracer  un  cercle  (oj)  tou- 
chant de  la  même  manière  trois  cercles  donnés  (A),  (B) 
ct(C): 

i"  Construisez  l'axe  de  similitude  directe  des  cercles 
donnés  et  tracez  uu  cercle  (o),  )  coupant  ortliogonalement 
les  cercles  d'inversion  (H)  et  (K)^ 

2°  Du  centre  O,  de  (w,)  menez  la  perpendiculaire 
0(F  sur  l'axe  de  similitude  et  construisez  l'axe  radical 
de  (to,  )  et  du  cercle  (A),  par  exemple,  lequel  coupe  en  1 
l'axe  de  similitude  en  question  5 

3°  Du  point  I  menez  la  tangente  \a  au  cercle  (A)  et 
prolongez  le  rayon  Aa  de  ce  cercle  jusqu'à  sa  rencontre 
en  O  avec  0,F.  Le  cercle  (m)  de  centre  O  et  de  rayon 
Oa  répond  à  la  question. 

Il  y  a  deux  solutions;  car  du  point  I  on  peut,  en  gé- 
néral, mener  une  deuxième  tangente  la'  au  cercle  (A),  ce 
qui  fournit  un  deuxième  cercle  (w')  répondant  égale- 
ment à  la  question. 

Ce  procédé  de  solution  n'exige  pas  que  le  centre 
radical  des  cercles  donnés  soit  à  distance  finie. 

Mais,  comme  c'est  le  cas  le  plus  intéressant,  il  est  bon 
de  l'étudier  d'une  façon  toute  particulière. 

4.  Soit  P  le  centre  radical  des  cercles  donnés  :  c'est 
le  centie  d'un  cercle  (  R)  coupant  orthogonalement  les 
cercles  donnés;  il  cou[)e  aussi  orthogonalement  chacun 
des  cercles  (H)  et  (Kj,  par  suite  d'une  propriété  déjà 
démontrée.  L'axe  radical  des  cercles  (H)  et  (K)  est  donc 
la  perpendiculaire  PF  menée  du  point  P  sur  l'axe  de 


où  vient  passer  la  tangente  en  a  au  cercle   (A)  et  au  cercle  cher- 
ché (  w). 
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similitude  directe  des  cercles  proposés.  En  outre,  pour  la 
détermination  du  point  I,  le  cercle  radical  (R)  peut  ici 
tenir  lieu  du  cercle  (W|)  déjà  considéré. 
On  est  ainsi  conduit  à  la  règle  suivante  : 

Règle  paj'ticu/iè/e.  — •  Pour  tracer  un  cercU;  tou- 
chant de  la  inéiiie  manière  trois  cercles  (A),  (B),  (C) 
dont  les  centres  ne  sont  pas  en  ligne  droite  :' 

i"  Construisez  l'axe  de  similitude  directe  et  le  centre 
radical  P  des  trois  cercles  et  menez  de  ce  point  la  per- 
pendiculaire PF  sur  l'axe  en  question  ; 

2°  Déterminez  le  point  de  rencontre  I  de  cet  axe  et  de 
la  polaire  du  point  P  par  rapport  au  cercle  (A),  par 
exemple,  et  du  point  I  menez  les  tangentes  \a  et  \a'  à 
ce  cercle  ; 

3°  Tracez  les  rayons  A«  et  ka  et  prolongez-les  jusqu'à 
la  droite  PF  en  O  et  en  O'.  Vous  avez  ainsi  les  centres 
de  deux  cercles  (to)  et  (w')  qui  répondent  à  la  question 
et  cjui  touclient  (  A)  en  a  et  en  a' . 

Remarque.  —  l^a  corde  de  contact  ««',  polaire  du 
point  1  par  rapport  au  cercle  (A),  passe  en  P,  puisque  I 
est  sur  la  polaire  de  P.  Soit  a  le  pôle  par  rapport  à  (A) 
de  l'axe  de  similitude  directe;  ce  pôle  est  sur  aa! .  Cette 
droite  est  donc  déterminée  par  ce  pôle  a  et  le  point  P. 

On  verrait  de  même  que,  si  hb'  est  la  corde  de  contact 
de  (13)  avec  (to)  et  (w'  ),  die  passe  par  P  et  par  (^,  pôle  par 
rapport  à  (B)  de  l'axe  de  similitude.  Même  observation 
pour  la  corde  de  contact  ce'  de  (C)  avec  (to)  et  (w'). 

Corollaire.  —  La  solution  de  Gergonne  est  une  con- 
séquence de  la  précédente  et  se  trouve  dès  lors  complè- 
tement justifiée. 

Observalion  finale.  —  Les  cercles  d'inversion  (  IT  )  ci 
I  K  )  n'interviennent  que  [)ar  leur  axe  ladical  W .  Or  (pi<' 
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les  motiulcs  correspoiulant  à  deux  ceicles  d'iiiveislon 
soient  positifs  ou  négatifs,  leur  axe  radical  sera  toujours 
la  perpendiculaire  menée  de  P  sur  l'axe  de  similitude  qui 
contient  leurs  centres. 

On  est  ainsi  conduit  à  appliquer  la  construction  pré- 
cédente à  l'un  quelconque  des  quatre  axes  de  similitude, 
en  observant  que  les  cercles  (to)  et  (to')  ne  toucheront  plus 
de  la  même  manière  les  trois  cercles  donnés.  La  polaire 
déjà  utilisée  du  point  P  par  rapport  au  cercle  (A)  servira 
pour  chacun  des  axes  de  similitude.  On  a  ainsi,  en  géné- 
ral, quatre  groupes  de  deux,  c'est-à-dire  huit  cercles 
tangents  à  trois  cercles  donnés. 

La  même  méthode  s'applique  quand  l'un  des  cercles 
est  remplacé  par  une  droite  ou  par  un  point  et,  en  géné- 
ral, quand  on  conserve  au  moins  un  c(;rcle  sur  trois. 
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collège  de  la  Trinité,  à  Dublin.  Ouvrage  traduit  de  l'anglais  par 
M.  O.  Chemin,  professeur  à  l'École  nationale  des  Ponts  et  Chaus- 
sées. 2*  édition  française,  publiée  d'après  la  4°  édition  anglaise.  Paris, 
Gaulliier-Villars  et  fils;  1890.  In-8°  de  xviii-576  pages.  Prix  :  10''. 

TîiÉORiE  DE  L'ÉLASTiCfTÉ  DES  CORPS  SOLIDES;  par  M.  É Diile  Ma- 
thieu, professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy.  Première 
Partie  :  Considérations  générales  sur  l'élasticité.  Emploi  des  coor- 
données curvilignes.  Problèmes  relatifs  à  l'équilibre  d'élasticité.  Pla- 
ques vibrantes.  Seconde  Partie  :  Mouvements  vibratoires  des  corps 
solides.  Équilibre  d'élasticité  des  lames  courbes  et  du  prisme  rectan- 
gle. Paris,  Gauthier-Villars  et  fils;  1890.  1  vol.  in-'|"  de  viii-219  et  181 
pages.  Prix  :  ii'"'  et  9^'. 

MÉTHODE  PRATIQUE  POUR  LA  RÉSOLUTION  NUMERIQUE  CO.MPLÈTE  DES 
ÉQUATIONS    ALGEBRIQUES    OU     TRANSCENDANTES  ;    par    M.    E.     CarVUllo, 

professeur  au  lycée  Saint-Louis.  Paris,  Gautliier-Villars  et  fils;  1890. 
In-4°  de  4o  pages. 

Traité  de  MEf;.\NiQUE  céleste;  par  F.  Tisserand,  membre  de 
l'Institut.  Tome  II  :  Théorie  de  la  figure  des  corps  célestes  et 
de  leur  mouvement  de  rotation.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils; 
1891.  In-4°  de  xiv-,552  pages.  Prix  :  28^"^. 

OEUVRES  de  Fermât,  publiées  par  les  soins  de  MM.  Paul  Tannery 
et  Charles  Henry,  sous  les  auspices  du  Ministère  de  l'Instruction 
publique.  Tome  I  :  Œuvres  mathématiques  diverses.  Observations 
SUR  Diophante.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils;  1891.  In-.'J"  de  xxxvii- 
4^0  pages.  Prix  :  11''. 

Fabrication  des  tubes  sans  soudure,  procède  Mannesmann;  par 
F.  Reuleaux.  Conférence  faite  à  la  Société  des  Ingénieurs  allemands, 
le  16  avril  i8go.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils;  1891.  In-i8  jésus  de 
.'îo  pages^  avec  figures  dans  le  texte.  Prix  :  o^',  70. 

Traité  élémentaire  de  l'objectif  photographique  ;  par  E.  Wal- 
lon, professeur  au  lycée  Janson  de  Sailly.  Paris,  Gauthier-Villars 
et  fils;  1891.  In-8''  de  viii-299  pages.  Prix  :  y^S 5o. 

Annuaire  pour  l'an  1891,  publié  par  le  Bureau  des  longitudes, 
contenant  les  Notices  suivantes  :  Compte  rendu  d'une  ascension 
scientifique  au  mont  Blanc;  par  M.  /.  Janssen.  —  La  question  des 
petites  planètes;  par  M.  F.  Tisserand.  —  Sur  le  Congrès  géodésique 
de  Fribourg;  par  M.  F.  Tisserand.  —  Sur  la  méthode  Doppler- 
Fizeau,  permettant  la  détermination  par  l'analyse  spectrale  de  la 
vitesse  des  astres  dans  la  direction  du  rajon  visuel;  par  M.  A. 
Cornu.  In-i8  de  v-807  pages,  avec  deux  Cartes  magnétiques.  Paris, 
Gauthier-Villars  et  fils;   i8'|i.  Prix  :  broché,  i'',bn;  cartonné,  ■?.''. 
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Lkçoxs  d'Aritifmktique;  par  L.  Maleyx,  professeur  au  collège 
Stanislas.  Paris,  Gaulliicr-Villars  et  fils;  i8f)i.  In-S»  de  vi-175  pages. 
Prix  :  4''. 

Ktude  géométrique  des  proprjétés  des  coniques  d'après  leur 
DÉFINITION;  par  L.  Maleyx,  professeur  au  collège  Stanislas.  Paris, 
Gauthier-Villars  et  fils;  i8gr.  In-8°  de  i5o  pages,  avec  81  figures 
dans  le  texte.  Prix  :  sf^^ô. 

Théorie  des  équations  et  des  inéquations  du  premier  et  du  se- 
cond degré  a  une  inconnue,  à  l'usage  des  aspirants  au  baccalauréat 
es  Sciences  et  au  baccalauréat  de  l'Enseignement  spécial,  des  can- 
didats aux  Ecoles  du  Gouvernennent  et  des  élèves  des  Ecoles  nor- 
males; par  A.  Tartinville,  professeur  au  lycée  Saint-Louis.  2"  édi- 
tion, revue  et  augmentée.  Paris,  Nony  etC'";  1891.  In-S"  de  226  pages. 
Prix  :  S'"', 5o. 

Cours  DE  Tuigonométrie  isectiligne;  par  E.  Dessenon,  professeur 
au  lycée  Saint-Louis.  Paris,  Nony  et  C'';  1891.  ln-8°  de  11-282  pages. 
Prix  :  3^'. 

Compléments  d'Algèbre  et  notions  de  Géométrie  analytique,  à 
l'usage  des  candidats  à  l'École  de  Saint-Cyr  et  des  élèves  de  ÏVIalhé- 
matiques  élémentaires  qui  se  destinent  aux  Mathématiques  spéciales; 
par  A.  Macé  de  Lépinay,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au 
lycée  Henri  IV.  Paris,  Nony  et  C'';  1891.  ln-8°  de  892  pages  avec 
19Î  figures  dans  le  texte.  Prix  :  [\''. 

Démonstration  élémentaire  du  théorème  de  Baciiet  «  Tout 
nombre  entier  est  la  somme  de  quatre  carrés  au  plus»  ;  par  .4.  Matrot, 
ingénieur  en  chef  des  Mines.  Paris,  Nony  et  C'°;  1891.  In-S"  de 
il  pages.  Prix  of'jôo. 

Théorie  des  équations,  suite  aux  compléments  d'Algèbre,  avec  de 
nombreux  exercices;  par  E.  Jablonsld,  professeur  du  cours  prépa- 
ratoire à  l'École  Centrale  au  lycée  Charlemagne.  Paris,  Delalain 
frères;  1891.  In-8"  de  xii-io't  pages. 

Lezioni  di  Algebra  elementare;  per  Giacomo  Bellacchi,  profts- 
sore  nel  R.  Istituto  tecnico  Galileo.  Vol.  terzo.  Parte  IL  Teoria  dell' 
equazioni.  Firenze,  G.  Barbera  ;  1891.  Petit  in-S°  de  288  pages.  Prezzo  r 
lire  3. 

.\.NALES     DE     LA     SOCIEDAD     CIENTIFICA    ARGENTINA.     EnCrO    de      189I. 

Entrega  I.  Tomo  XXXI.  Buenos-Aires,  local  de  la  Sociedad;  1891. 
Precios  de  suscricion  :  Un  aiio,  10  pesos. 

RivisTA  DI  -Matematica,  dirctta  da  G.  Peano,  professorc  di  Calcolo 
infinitésimale  nella  R.  Universita  di  Torino  e  nella  R.  Accademia 
militare.  Fascicoli  i",  2°  et  3°;  gennaio,  febbraio  e  marzo  189t.  To- 
rino, fratelli  Bocca  ;  1891.  Prezzo  d'abbonnamento  annuo  :  lire  7. 

El  Progreso  matematico,  periodico  de  malcmaticas  puras  y 
applicadas.  Direcloi-  :  Don  Zoel  G.  de  Galdeano,  catedratico  de 
(icomelria  analilica  de  la  Univcrsidad  fie  Zaragoza.  Ano  L,  num.  r, 
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2°  et  3".   Zaragoza  ;  1891.  Pi'ecios  de  subscripcion  :   un  afio,  10  pts. 

FuNCTiON  u.ND  Begriff  ;von  D"'  G.  Frege,  professer  an  der  Univer- 
siliil  Jena.  Jena,  Hermann  Pohle;  uSgi.  In-8"  de  32  pages.  Preis  : 
M.  1,20. 

Œuvres  de  Laplace,  publiées  sous  les  auspices  de  l'Académie 
des  Sciences  par  les  Secrétaires  perpétuels.  T.  VIII  :  Mémoires 
EXTRAITS  des  RECUEILS  DE  l'Académie  DES  SCIENCES.  Paris,  Gauthier- 
Villars  et  fils;  1891.  In-4°  de  5oi  pages.  Prix  :  2o'^^ 

Traité  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  applications  ;  par 
G.-H.  Halphen,  membre  de  l'Institut.  3°  Partie  :  Fragments.  Publi- 
cation faite  par  les  soins  de  la  Section  de  Géométrie  de  l'Académie 
des  Sciences.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils;  1891.  In-S"  de  xvi-272  pa- 
ges. Prix  :  ^'%  5o. 

Compositions  données  depuis  1S72  aux  examens  de  Saint-Cyr;  par 
Â.  Grévy,  agrégé  des  Sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée 
de  l>ar-le-Duc.  Algèbre  et  Géométrie.  Énoncés  et  solutions.  Paris, 
Gauthier-Villars  et  fils;  1891.  In-8°  de  94  pages,  avec  3o  figures. 
Prix  :  2f%jo. 

Leçons  de  Physique  générale;  par  James  Cliappiiis,  agrégé, 
docteur  es  Sciences,  professeur  de  Physique  générale  à  l'École  Cen- 
trale des  Arts  et  Manufactures,  et  Alphonse  Berget,  docteur  es  Scien- 
ces, attaché  au  laboratoire  des  recherches  physiques  à  la  Sorbonne. 
Cours  professé  à  l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufactures  et  com- 
plété suivant  le  programme  de  la  licence  es  Sciences  physiques.  T.  I  : 
Instruments  de  mesure,  Chaleur.  Capillarité.  T.  II  :  Électri- 
cité et  Magnétisme.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils;  1891.  Grand 
in-S"  de  ix-486  pages  et  de  49^  pages,  avec  484  figures  dans  le  texte. 
Prix  de  chaque  volume  :  iS^"^. 

TIRAGES    A    PART. 

Bemerkungen  iiber  die  Jacobisclien  Thetafornieln;  Betnerkun- 
gen  iiber  die  Darstelliuig  von  Beihen  diirch  Intégrale  ;  par  M.  L. 
Ivronecker.   Extraits  du  Journal  de  Kronecker ;  t.  CI!  et  CV. 

Ueber  die  arithnietischeii  Scitze,  welche  Lej eune-Dirichlet  in 
seiner  Breslauer  Habilitationsschrift  entwickelt  hat;  BemerJcungen 
ueber  Dirichlet's  letzte  Arbeiten;  Ueber  eine  suniinatorisclie  Func- 
tiun;  Zur  Théorie  der  elliptischen  Funclionen;  par  M.  L.  Kronec- 
ker. Extraits  des  Sitzungsberichte  der  Akadeniie  der  Wissenchaf- 
ten  zu  Berlin;  1888,  1889  et  1890. 

Sur  quelques  théorèmes  de  Dirichlet;  par  ;\I.  F.  Tano.  Extrait  du 
Journal  de  Kronecker  ;  t.  CV. 

Optique  géométrique;  par  M.  l'abbé  Issaly.  Extrait  des  y]/e>?joi/-cs 
de  la  Société  des  Sciences  p/tysiques  et  naturelles  de  Bordeaux; 
I.  V,  3"  série. 

Sur  la  courbure  dans  les  courbes  du  second  degré;  Sur  les  points 
i<(i'((téristiqups  de   quelques   droites  remarquables  dans  les  coni- 
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fjues;  Sur  l'hyperbole  équilatère;  Sur  les  involutions  cubiques 
conjuguées;  Sur  les  points  d'inflexion  dans  les  cubiques;  par  M.  Cl. 
Servais.  Extraits  des  Bulletins  de  l' Académie  royale  de  Belgique; 
t.  XIX  et  XX,  "i"  série,  1890. 

Note  sur  le  déK-eloppement  en  séries  des  fonctions  sinus,  cosinus  et 
de  la  fonction  exponentielle;  par  M.  A.  Demoulin.  Extrait  du 
Bulletin  de  l'Académie  royale  de  Belgique;  t.  XTX,  3°  série,  1890. 

Sur  la  courbure  des  lignes  planes;  Sur  diverses  conséquences 
du  théorème  de  Newton;  par  M.  A.  Demoulin.  Extraits  des  Mémoires 
couronnés  et  autres  Mémoires  publiés  par  l' Académie  royale  de 
Belgique;  t.  XLIV  et  XLV,  1890  et  iSgr. 

Sur  la  décomposition  d'un  entier  quelconque  en  une  somme  de 
carrés;  Sur  les  résidas  quadratiques;  par  M.  A.  Matrot.  Extraits 
du  Bulletin  de  l'Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences;  1890. 

Intégration  de  l'équation  de  Brassine  au  moyen  des  fonctions 
hyperbernoulliennes;  par  M.  G.  de  Longchamps.  Extrait  du  Bulletin 
del' Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences;  i8c)o. 

Sur  les  figures  symétriques  successives  ;  par  M.  J.  Neuberg. 
Extrait  du  Bulletin  de  l'Association  française  pour  l'avancement 
des  Sciences;  1890. 

Felice  Casorati,  cenno  necrologico;  Altra  addizione  alla  nota 
sui  determinanti  di  determinanti ;  par  JI.  E.  d'Ovidio.  Extrait  des 
Atti  delta  B.  Accademia  délie  Scienze  di  Torino;  t.  XXVI,  1890. 

Etude  sur  la  géométrie  élémentaire  des  sections  coniques;  par 
M.  A.  1M0REL.  Extrait  du  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  ; 
1890. 

Sur  la  convergence  des  développements  des  intégrales  ordinaires 
d'un  système  d'équations  différentielles  totales;  par  MM.  Méray 
et  RiQUiER.  Extrait  des  Annales  de  l'École  Normale ;\8()0. 

Influence  du  terme  de  dispersion  de  Briot  sur  les  lois  de  la 
double  réfraction;  par  M.  E.  Carvallo.  Extrait  des  Annales  de 
'''École  Normale;  1890. 

Le  proprieta  focali  délie  coniche  nella  metrica projettiva;  Sulle 
coniche  confocali  nella  metrica  projettiva;  par  M.  E.  d'Ovidio. 
Extraits  des  Atti  delta  B.  Accademia  dette  Scienze  di  Torino; 
t.  XXVI,  1891. 

De  ta  symétrie  courbe;  par  M.  S.  Maxgeot.  Extrait  des  Anna- 
les de  l'École  Normale;  1891. 

De  l'écliange  de  plusieurs  marchandises  entre  elles;  par  M.  LÉox 
Walras.  Extrait  des  Mémoires  de  ta  Société  des  ingénieurs  civils; 
1891. 

Démonstration  purement  algébrique  du  ttiéorème  fondamen- 
tal de  ta  tliéorie  des  équations;  par  M.  E.  Amigues.  Extrait  de* 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences;  i8oc. 


(4ii  ) 


ltlliLIOGr.\PllIL 


Cours  d' Alsrèhre  Ix  l'usaire  (.l(;s  élèves  Je  la  classe  de 
Matliéiualiques  spéciales  et  des  candidats  à  l'Ecole  ^Nor- 
male supérieure  et  à  l'Ecole  Polytecliirlque;  par  B. 
Niewenglo^vski,  docteur  es  sciences,  ancien  élève  de 
l'Ecole  Aormale  supérieure,  professeur  de  Mathémati- 
ques spéciales  au  lycée  Louis-le-Grand,  membre  du 
Conseil  supérieur  de  l'Instruction  publique.  i^  édi- 
tion. Paris,  Armand  Colin  et  C'^,  i8t)i.  2  vol.  in-8' 
de  11-384  et  5o8  pages.  Prix  :   i-i^^'. 

La  deuxième  édition  de  ce  Cours  d'Algèbre  ne  difiere  pas  sen- 
siblement de  la  première;  signalons  toutefois,  dans  la  théorie 
des  séries,  l'addition  d'une  règle  de  Kummer  comprenant  un 
grand  nombre  de  règles  de  convergence  connues  et,  dans  la 
théorie  de  l'élimination,  une  nouvelle  rédaction  concernant  les 
conditions  pour  que  deux  équations  aient  un  nombre  donné  de 
racines  communes. 


COXSTaLCriOX  GÉOUÉlRnilE  DU  CEMRE  DE  COIRBLRE  M 
l\  POIAT  DT\E  COIRRE  RAPPORTÉE  A  DES  COORDOWÉES 
POLAIRES; 

pa[<  m.  husquin  de  rhéville, 

Ingénieur  civil. 


[.   Soit  O  {/îg- 1)  1(^  pôle  (lu  systèiii'e  de  coordonnées. 
On  sait  que  le  segment  0^l,  limité  sur  le  rayon  vec- 

Leur  d'angle    polaire  to -[- -  l'-ir  la  Jioruialc   A^   en    un 
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point  .\  de  coordonnées  o  et  w,  a  pour  valeur 


ON 


]Vous  nous   proposons  d'indiquer  une  interprétation 
ceometruiue  des  fiuanlites  -r-^  et  -i— -• 

JI.   Représentation  géoméiiiciue  de  -j—,-  —  Soit  C  le 
centre  de  courbure  de  la  courbe  au  point  A:  menons  NF 

Fig.  j. 
H  C 


pei'pendiculaire  à  la  normale  AN  jusqu'à  sa  rencontre 
en  F  avec  le  rayon.  Joignons  CF  et  menons-lui  la  pa- 
rallèle iS'G  par  le  point  N'  symétrique  de  jN'  par  rap- 
port à  C.  Cette  dernière  droite  rencontre  le  rayon  OA 
en  un  point  G,  tel  que 

a  Cl)  2 

le   signe   —  indiquant  que  le  point   G  tombe    sur   OA 

1  .  d-ç,  ,       ... 

ou  sur  sou  prolongement  suivant  que  -j-^  est  negatu  ou 

positif. 
Imi  ellet. 


OG  =  FG 


po  =  anA^ 


A  F 


ON 


(  i>''  ) 

Eii  rcnipIaçaiiL  dans  celte  expression  les  (|uaMtités  par- 
les valeurs  suivantes 


0N=$, 


A  G 


di 
di'i 


d^ 
doj- 


on  obtient  l'égalité  cherchée 
0G=- 


d^  p 
doi'^ 


III.    Centre  de  courbure  d'une  conchoïde. 

d'  0 


Ré- 


ciproquement, si  l'on  connaît  la  valeur  de  -i-H'  on  peut 

construire  linéairement  le  centre  de  courbure  C. 

Il  suffit  de  porter  sur  le  rayon  vect(mr  OA  une  lon- 


f/-P 


I     gueur  OG  =  -j~  et  de  joindre  le  point  F  au  milieu  m 


Pis.   2. 


\^ 


de  NG.  Cette  dioite  F  m  [)ass('  au  centre  de  courbure  C 
cherché  (  // i' .  2). 
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Si  un  point  A'  (Ukiil  uik;  conchoïde  de  la  courl)(; 
donnée,  c'est-à-dire  si  AA'  est  constant  quel  que  soit  le 

•      1  .    ,     do     cl-  p  .  1        .  . 

point  A,  les  quantités  -j-,  -j-\  sont  identiques  en  A  et 

eu  A'  et   le  point  m  est  fixe  quelle   que  soit  la   lon- 
gueur AA'. 

Pour  construire  le  centre  de  courbure  C  de  la  con- 
choïde au  point  A',  on  mène  NF'  perpendiculaire  à  la 
normale  ÎN  A' jusqu'à  sa  rencontre  en  F'  avec  le  rayon  OA. 
La  droite  F  /«,  joignant  le  point  F'  au  milieu  ni  de  ]NG, 
passe  au  centre  de  courbure  C  clierclié. 

IV.  Représentation  géométrique  de  -777*  —  Joi- 
gnons le  centre  C  de  courbure  au  pùle  O  et  soit  D  le 
point  de  rencontre  de  celte  droite  CO  avec  la  perpen- 
diculaire ND  à  la  normale  AN  {fig.  3). 

Fie.  3. 


La  droite  AD  rencontre  ON  en  un  point  B  tel  que 


OA  X  OB  = 


77^ 


En  effet,  le  triangle  ABN  coupé  par  la   transversale 
COD,  nous  donne 

0B  =  0Nx-x5g. 
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On  voit  iacileiiu'iil  (|ue 

DB  _  Ûn'^QB.QN 

La  première  égalité  devient  alors,  en  y  remplaçant 
-r-j-  par  sa  valeur  et  en  la  résolvant  par  rapport  à  OB, 

OB  '^'-^'^^ 


A\  —  AG  (  AN  -^  ON  ) 
En  substituant  aux  quantités  géométriques  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  o,  -^  et  ^— ^>  on  obtient,  après  sim- 
plification, 

\dtoJ 


0B=- 


d'-p 
d(jj'^ 


En  se  rappelant  que 

_  n  V  d'-M  _       d-  p  /  f/oj  \  3 

''-^^'  dP^~~d^^[^)' 

ceci  peut  s'écrire,  sous  la  forme  cliercliée, 

OAxOB  =  -j^. 
d'il) 

~dpÂ 

V.   Réciproquement,  si  l'on  connait  la  valeur  d(!  -r-^ 
^       '  dp- 

au  point  A,  ou  peut  construire  linéairement  le  centre  C 
de  courbure. 

Il  suffît  de  porter  sur  le  rayon  vecteur  d'angle  polaire 

(0  +  -  une  longueur  OB  telle  que 

0B  =  — ^, 
'    do- 
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ch;  joindre  Al)  (jiii  lencoiiUe  en  J)l;i  |)erpendiculaire  ]NJ) 
à  la  normale  AN  menée  par  l'exlréinilé  IN  de  la  sous- 
normale  polaire  {Jlg-  4)- 

Fis.  \- 


La  droite  130  passe  au  cenlre  de  courbure  C  clier- 


lletnarquons  que  si,  parle  point  N,  on  mène  une  pa- 
rallèle à  la  droite  FB,  elle  rencontre  le  rayon  vecteur 
au  point  G  précédemment  défini  par  la  relation 


0G  = 


En  etïet, 


OG  =  OF  25  =  0^0^ 


ON 


OB       OA   OB        OA.OB 


et,  comme 


OA.OB  = 


d'^  w 


0N  =  ^, 


on  voit  que 
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RÉALISATION  ET  l'SAGE  DES  FORMES  IIIAGLNAIRES 
E\  GÉOMÉTRIE. 

COXFÉREXCES   DONNÉES   PVR    M.    MaXIMILIEX   ÎMARIE 

au   Collège  Stanislas,  à   Sainlc-Barhe ,   à    l'Ecole  Sainte-Geneviève 
et  à  l'École  Monge  ('). 


Sommaire  de  la  théorie  du  développement  en 
série,  par  la  formule  de  Tajlor,  dune  fonction 
implicite  y^  définie  par  une  équation  algébrique 
f{x,j)  =  o. 

1.  Pour  qu'une  série  à  termes  imaginaires  soit  conver- 
gente, il  faut  que  la  série  des  parties  réelles  de  tous  ses 
termes  et  la  série  de  leurs  parties  imaginaires  soient 
séparément  convergentes,  c'est-à-dire  que,  si  le  terme 
général  est  représenté  par  A„-hB„y/ — i,  il  faut,  pour 
que  la  série  soit  convergente,  que  A„et  B^,  et  par  consé- 
quent y/A^-h  B,^,  tendent  vers  zéro. 

2.  Une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes d'une  variable,  et  dont  tous  les  coefficients  sont 
finis,  est  toujours  convergente  lorsque  la  variable  ne 
prend  que  des  valeurs  dont  le  module  soit  suffisamment 
petit. 

3.  Une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes d'une  variable  reste  convergente  lorsque  le  mo- 
dule de  la  variable  reste,  si  peu  que  ce  soit,  inférieur  à 
une   certaine  limite,    et  devient  divergente  lorsque  le 


(')  Voir  t.  X,  p.  373. 
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module  de  la  variable  dépasse,  de  si  peu  que  ce  soit, 
cette  même  limite.  Lorsque  le  module  de  la  variable 
atteint  la  limite  en  question,  la  série  est  convergente  ou 
divergente,  selon  la  valeur  de  la  variable  elle-même; 
mais  la  série,  dans  ce  cas  douteux,  ne  pourrait  pas  être 
utilisée  comme  étant  trop  peu  convergente,  si  elle  l'é- 
tait 5  en  sorte  qu'il  importe  peu  de  savoir  ce  qu'il  en  est. 

4.  Une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes d'une  variable  est  convergente  ou  divergente, 
sauf  les  cas  douteux,  en  même  temps  que  toutes  ses  déri- 
vées ou  intégrales. 

o.  Si  X(,  et  j  0  sont  deux  valeurs,  qui  se  correspondent, 
de  la  variable  x  et  de  la  fonction  j  ,  définie  par  une 
équation  algébrique y(a:,j)  =^  o,  la  série 

qui  reste  convergente  tant  que  le  module  de  (x  —  0*0) 
reste  suffisamment  petit,  mais  à  condition  qu'aucun  des 

coefficients  différentiels  ( -f-]  >  l  t^  )  5  •  •  •  ne  soit  in- 

\duJQ    ydu^Jo 

fini,  définit  l'ordonnée  d'un  lieu  tel  que,  si  aux  deux 
équations  f(x,j)  =  o  d'une  part  et  j  =  la  série,  de 
l'autre,  on  adjoignait  une  même  relation  complémentaire 
quelconque  es  (a,  ^,  ol',  ^'0=  o,  les  deux  courbes  déter- 
minées, sur  les  deux  lieux  superficiels,  par  cette  condi- 
tion, auraient  au  point  [j:^o5jKo]  un  contact  d'ordre 
infini,  c'est-à-dire  se  confondraient  dans  une  étendue 
plus  ou  moins  grande  à  partir  du  point  [^o>JKo]- 

6.   Les  ordonnées  des  deux  lieux  superficiels 
f(x,y)  =  o         et         j' =  la  série 
se  confondront  donc  aussi  dans  un  intervalle  plus  ou 
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moins  étendu,  c'est-à-dire  que  la  série  fournira,  dans  un 
intervalle  plus  ou  moins  étendu,  la  valeur  de  la  fonc- 
tion j'  détinie  par  l'équation  y(x,j)=  o. 

7.  Mais  l'identité  des  deux  fonctions  ne  sera  jamais 
complète,  d'abord  parce  que  la  série  ne  restera  pas 
toujours  convergente  etque,  devenue  divergente,  elle  ne 
définirait  plus  aucune  fonction  ;  en  second  lieu  parce  que 
la  fonction j)",  définie  par  l'équation  J(^x,y)  =  o,  aurait 
toujours  m  valeurs,  pour  toute  valeur  de  x,  si  l'équation 
/"(.r,j')  =  o  était  de  degré  m  par  rapport  à  j  ,  tandis 
que  la  fonction  définie  par  la  série,  supposée  convergente, 
n'en  aura  jamais  qu'une. 

8.  La  série  ne  définira  donc  jamais  qu'un  segment  de 
la  fonctionj'^,  définie  par  l'équation  y(x,j^)  ^o,  et  l'iden- 
tité des  deux  fonctions  ne  s'étendrait  en  tous  cas  que 
jusqu'aux  valeurs  de  x  telles  que  le  module  de  (.r —  x^) 
restât  assez  petit  pour  que  la  série  elle-même  restât 
convergente. 

9.  Les  solutions  del'équation  j^  =  la  série  formeront 
plaque  sur  le  tableau,  comme  celles  de  l'équation 
f(^x^y)-=  o,  mais  la  première  plaque  ne  sera  jamais 
qu'une  portion  de  la  seconde.  Cette  première  plaque 
s'appellera  la  région  de  convergence el  le  lieu  des  points 
situés  sur  son  contour  s'appellera  le  périmèUe  de  la 
région  de  convergence. 

10.  La  valeur  que  ne  devrait  pas  dépasser  le  module 
de  (x  —  Xq)^  pour  que  la  série  restât  convergente,  dé- 
pend, par  rapport  au  lieu  f{x,j)  =  o,  du  système  des 
deux  valeurs  initiales  .ro  et  jo  de  x  et  àa  y .  Si  k  est  la 
valeur  qui  convient,  en  raison  de  la  position  du  point 
origine  [xo,  7  o]>  It"   périmètre  de  la  région  de  convei- 
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gence    sera    défini,   quant  aux  abscisses   de  ses  points, 
par  la  condition 

et  quant  à  ses  ordonnées,  par  les  deux  équations  conte- 
nues dans 

auxquelles  on  joindrait  les  équations 

xl=a-i-'^         et        _;Ki  =  a'-l- P'. 

11.  L'équation  du  périmètre  de  la  région  de  conver- 
gence sera  toujours  algébrique,  si  l'on  suppose  algébrique 
l'équation  fi^x^y)^  05  mais  la  courbe  représentée  par 
cette  équation  fournirait  beaucoup  de  brandies  para- 
sites. Il  faudrait  en  etîet  éliminer  toutes  celles  de  ces 
brandies,  en  nombre  m —  i ,  dont  les  ordonnées  ne  satis- 
feraient pas  à  l'équation  >' =  la  série. 

12.  Lorsqu'une  fonction  atteint  une  valeur  infinie 
pour  une  valeur  finie  de  sa  variable,  toutes  ses  dérivées 
deviennent  aussi  infinies^  lorsqu'une  des  dérivées  d'une 
fonction  devient  infinie,  toutes  les  suivantes  le  devien- 
nent aussi. 

13.  Un  point  d'un  lieu  où,  soit  l'ordonnée  et  ses  déri- 
vées, soit  une  des  dérivées  de  l'ordonnée  et  toutes  les  sui- 
vantes, deviennent  infinies,  ne  peut  jamais  se  trouver 
dans  l'intérieur  de  la  région  de  convergence,  puisque, 
dans  l'hypothèse  contraire,  ou  bien  la  série  pourrait 
prendre  une  valeur  infinie  et  rester  convergente,  ou 
bien  ce  serait  une  des  dérivées  de  la  série  qui  pourrait 
prendre  vme  valeur  infinie  et  rester  convergente. 

Mais  il  se  trouvera  toujours  au  moins  un  de  ces 
points  sur  le  périmètre  de  la  région  de  convergence, 
parce  que  celles  des  dérivées  de  la  fonction  qui  devien- 
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(Iraient  infinies  au  delà  de  la  région  de  convergence 
acquerront  déjà,  en  deçà,  des  valeurs  très  grandes  four- 
nies encore  par  les  dérivées  correspondantes  de  la  série 
primitive;  et  que  la  divergence  ne  pourra  se  produire, 
pour  ces  séries  dérivées,  qu'à  l'instant  où  elles  devraient 
acquérir  des  valeurs  infinies. 

Les  séries  dérivées,  dordx'es  moins  élevés,  tomberont 
alors  dans  le  cas  douteux  et  seront  sur  le  point  de  deve- 
nir divergentes,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  en  ce  sens 
seulement  que  le  terme  général  n'y  tendra  plus  vers 
zéro,  ce  qui  ne  veut  pas  dire  que  la  somme  d'un  assez 
grand  nombre  des  premieis  termes  croîtrait  indéfini- 
ment. 

1  i.  Les  points  particuliers  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion prennent  le  nom  de  points  critiques  du  lieu  en  ques- 
tion. Les  uns,  comme  les  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles  à  l'axe  des  j',  varient  dans  le  lieu  avec  la 
direction  de  l'axe  des  7^  les  autres,  au  contraire, 
comme  la  plupart  des  points  de  rebroussement,  resteni 
fixes  dans  le  lieu. 

lo.  La  première  chose  à  faire  pour  préparer  la  dis- 
cussion de  la  série  suivant  laquelle  se  développe  l'or- 
donnée d'un  lieu  est  de  déterminer  exactement  tous  les 
points  critiques  de  ce  lieu. 

A  cet  égard,  on  remarquera  d'abord  que  les  dérivées 
d'une  fonction  ne  peuvent  devenir  infinies,  à  partir 
d'un  certain  ordre,  qu'aux  points  où  cette  fonction  a 
acquis  plusieurs  valeurs  égales. 

On  commencera  donc  par  relever  tous  les  points  du 
lieu  où  plusieurs  valeurs  de  l'ordonnée  se  confondraient. 

Soient  ôc  el  y  les  coordonnées  de  l'un  d'eux  et  p  son 
degré  de  multiplicité.  Si  les  dérivées  premières  de  ces  p 
valeurs  de  y  sont  toutes  finies  ei  didérentes,  leurs  déri- 
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vées  d'ordres  plus  élevésresteront  toutes  finies  elle  point 
en  question  ne  sera  pas  critique. 

Si  p  —  q  de  ces  dérivées  se  séparent  des  autres,  sans 
devenir  infinies,  et  ont  des  valeurs  distinctes,  le  point 
considéré  ne  sera  pas  critique  relativement  aux  formes 
correspondantes  de  la  fonction  j'. 

Si,  sur  les  q  déiivées  restantes,  q  —  ;•  se  séparent  des 
autres  en  devenant  infinies,  le  point  en  question  sera 
critique  par  rapport  aux  q  —  r  formes  correspondantes 
de  la  fonction  y. 

On  ne  pourra  encore  rien  dire  relativement  aux  r 
dernières  formes  de  la  fonction,  mais  on  les  dérivera  de 
nouveau  jusqu'à  ce  que  les  dérivées  ultérieures  se  sépa- 
rent ou  deviennent  infinies,  ce  qui  arrivera  tôt  ou  tard, 
parce  que,  si  les  dérivées  des  ordonnées  de  quelques 
branches  du  lieu  jestaient  indéfiniment  confondues,  ces 
deux  branches  auraient  entre  elles  un  contact  d'ordre 
infini,  ou  se  confondraient  elles-mêmes,  ce  qui  ne  sau- 
rait arriver  dans  un  lieu  algébrique  irréductible,  comme 
on  doit  toujours  supposer  que  soit  le  lieu  en  discussion. 

16.  Tous  les  points  critiques  du  lieu  étant  ainsi  déter- 
minés, la  question  de  la  convergence  de  la  série  suivant 
laquelle  l'ordonnée  y  du  lieu  aurait  été  développée,  à 
partir  d'un  point  origine  [a?oi  J'o]^  ^^o\\  critique,  se  ré- 
duira à  savoir  lequel  de  tous  les  points  critiques  se  trou- 
vera sur  le  périmètre  de  la  région  de  convergence  et  dé- 
terminera ce  périmètre,  ainsi  que  la  région  enveloppée. 

La  méthode  à  suivre  pour  résoudre  cette  question  con- 
sistera à  écarter  successivement  tous  ceux  des  points 
critiques  où  ne  pourrait  pas  se  rendre  un  point  mobile 
[jCjJk]?  parti  du  point  [xojj'^o])  sans  que  le  module  de 
[a:  —  Xq\  eût  dû  dépasser  momentanément  celui  de  la 
différence  entre  Xa   et  l'abscisse  d'un  autre  point  cri- 
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tique  [x,,  jKi]  où  aurait  pu  se  rendre  d'abord  le  point 
[.r,  j>'],  pour  parvenir  au  point  essayé. 

Le  tableau  dressé  d'avance  des  deux  enveloppes  et  de 
toutes  les  conjuguées,  surtout  de  celles  qui  passeraient 
par  les  points  critiques  du  lieu,  facilitera  singulièrement 
la  solution  de  la  question  précédente,  parce  que,  si,  pour 
se  rendre  du  point  [xq,  J  q]  ^  un  pointcritique  [x^,  jv^]? 
le  poiïit  [x,  j']  devait  forcément  traverser  la  conjuguée 
qui  passerait  en  un  autre  pointcritique  [o',,^,  ]  et  si, 
pouvant  se  rendre  sur  celte  dernière  conjuguée  ou  sur 
celle  des  enveloppes  qui  l'j  toucherait,  il  pouvait  s'ap- 
procher indéfiniment  du  point  [;r,,  y,  ]  sans  que  le  mo- 
dule de  (x  —  ^o)  dépassât  celui  de  (x, — ^o)-)  ^^  point 
critique  [xni  JK«]  devrait  évidemment  être  écarté  en  pré- 
senc(;  du  point  [j;,,  >',],  puisque  la  série  serait  déjà  de- 
venue divergente  pour  j?  =  x,. 

On  arrivera  ainsi  à  déterminer  sûrement  le  point  d'ar- 
rêt de  la  convergence,  sans  autre  difficulté  que  celle 
que  présentera  la  complication  de  l'équation  du  lieu. 

17.  On  s'aidera  puissamment  dans  cette  discussion  en 
s'appuyant  sur  cette  observation  presque  intuitive  que, 
si  le  point  [x,  J^]  peut,  sans  sortir  de  la  région  de  con- 
vergence, se  rendre  sur  une  conjuguée  tangente  à  l'en- 
veloppe réelle,  en  un  point  critique,  il  ne  pourra  pas 
passer  sur  cette  enveloppe  et  réciproquement.  En  elfet, 
si  [jr,,j^')]  est  ce  point  critique,  le  module  de  [xq  —  X(] 
sera  toujours  compris  entre  les  modules  des  dilîéiences 
entre  Xg  et  les  abscisses  de  deux  points  pris  l'un  sur 
l'enveloppe  et  l'autre  sur  la  conjuguée,  à  des  distances 
infiniment  petites  du  point  [a:(,jK(]- 

18.  Si  l'on  déplaçait  d'une  manière  continue  le  point 
origine  [xq,  j^o]i  la  région  de  convergence  se  déformerait 
aussi  d'une  manière  continue;  le  périmètre  de  cette  ré- 
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gion  pivoterait  d'abord  autour  de  l'ancien  point  d'arrêt, 
il  viendrait,  à  un  instant  donné,  passer  par  un  nouveau 
point  critique  et  abandonnerait  ensuite  le  premier  pour 
pivoter  autour  du  second,  et  ainsi  de  suite. 

19.  J'ai  nommé  courbe  d  équilibre  entre  deux  points 
critiques  le  lieu  sur  lequel  pourrait  se  déplacer  le  point 
origine  [x^j^'o]  sans  que  le  périmètre  de  la  région  de 
convergence  cessât  de  passer  à  la  fois  par  ces  deux  points 
critiques. 

La  considération  de  ces  courbes  d'équilibre  facilite 
singulièrement  la  fixation  du  point  d'arrêt  et  ses  dépla- 
cements intermittents,  lors  du  déplacement  continu  du 
point  origine. 

20.  Lorsque,  en  raison  de  la  situation  du  point  origine 
[^oîjKo]  dans  le  lieu,  le  point  rx,j],  parti  de  ce  point, 
pourra,  par  des  mouvements  en  sens  contraires,  se  rendre 
indilléremment  à  l'un  ou  l'autre  de  deux  points  critiques, 
sans  en  dépasser  d'autres,  on  appliquera  la  règle  de 
Cauchy,  c'est-à-dire  qu'on  prendra  pour  point  d'arrêt 
celui  des  deux  points  critiques  dont  l'abscisse  retranchée 
de  Xq  donnerait  le  moindre  module. 

21.  Soit  d'abord  pris  pour  exemple  le  lieu 

a'^y-H-  b-x^  —  a-  b-  =  o, 

les  deux    points    critiques   sont    [x  :^  +  a,  j)  =  o]    et 

[j;  =  —  a^  y  =^  o],  où  -j-  devient  infini. 

La  courbe  d'équilibre  entre  ces  deux  points  est  caracv 
térisée  par  l'équation 

(ao— a)2-^  ^5  =  (ao+ a)2-!- ^2         o„         ao=o; 

c'est  donc  celle  des  conjuguées  de  l'ellipse  qui  la  touche 
eu  ses  sommets  situés  sur  l'axe  des  r.  Ainsi,  si  le  pointJ 
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[x,,,  j^o]  appartient  à  cette  conjuguée,  le  périmètre  de  la 
région  de  convergence  passera  à  la  fois  par  les  deux 
sommets  placés  sur  l'axe  des  j\ 

Pour  que  le  point  d  arrêt  soit  [or  =  +  '^ij'  =  o],  il 
faudra  que  a^  et  [Bq  satisfassent  à  l'inégalité 

c'est-à-dire  que  a^  soit  positif,  ou  que  le  point  [^o>JKo] 
appartienne  à  une  branche  de  conjuguée  tangente  à 
l'ellipse  en  un  point  du  premier  ou  du  quatrième 
quadrant. 

Quelque  part  que  le  point  [.ro,j''o]  soit  placé  sur  le 
lieu,  le  point  [jc,y]  fourni  par  l'équation  y  =  la  série 
(supposée  convergente)  ne  pourra  jamais  traverser  l'arc 
des  X  pour  passer  d'une  des  branches  sur  l'autre,  de  la 
courbe  réelle  pu  de  la  conjuguée  c=go,  car  autrement 
la  série  pouirait  fournir  deux  valeurs  de  y  pour  une 
même  valeur  de  x. 

Cette  remarque  sera  souvent  utilisable.  Dans  tous 
1rs  cas  analogues,  le  point  d'arrêt  sera  toujours  un  point 
de  rebroussement  pour  le  périmètre  de  la  région  de  con- 
vergence. 

Le  pointd'arrêtrestantfixé  au  poinl[ x=  -+-  a^y=  o], 

c  est-à-dire  y-o  testant  positif,  supposons  qu'on  veuille 

savoir   si  le  point  mobile  [j"ij']  pourra  passer  sur  la 

courbe  réelle  ou  sur  la  conjuguée  c=  x;  :  il  faudra  pour 

cela  remarquer  que,  pour  que  le  point  [-2^,  J'J  reste  dans 

l'intérieur  de  la  région  de  convergence,  le  module  de 

(:r —  X,)),  ou 

(a_ao)2  +  (.3-po)^ 

devra  rester  moindre  que  celui  de  (a  —  Xo)-,  ou 

mais  que,  si  le  point  [^,7  ]  doit  se  trouver  sur  la  courbe 
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réelle  ou  sur  la  conjuguée  c=:  oo,  |i,  alors,  sera  nul,  ce 
qui  réduira  la  condition  précédente  à 

(a-ao)2+?g  <  (a- «0)2-^  Pi 
ou 

«^  —  2  Xo  a  4-  2  a  Xq  —  a^  <  o. 

Les  racines  de  l'équation  à  zéro  de  ce  trinôme  sont 

ao-i-(a  — ao)     et     ao  —  (  a  —  ^o), 

de  sorte  que,  pour  que  le  trinôme  soit  négatif",  il  faudra 
que  a  varie  entre 

ao+(«— ao)     et     ao  — (a— «o); 

si  ao  =  a  =  /i,  le  maximum  sera  a  et  le  minimum  a  —  ih\ 
et  si  rLç^^=.  a-\-li^  le  minimum  sera  a  et  le  maximum 
a-\-  iJi. 

Ainsi  le  point  [x,  y],  représenté  par  l'équation 
y^  la  série,  ne  pourra  jamais  passer  de  la  courbe  réelle 
sur  la  conjuguée  c  =  ce  ou  réciproquement. 

Fis.  28. 


Il  pourra  passer  sur  la  courbe  réelle  si  ao  <^  a,  et  sur 
la  conjuguée  c  =  00  si  a^^  a  {fig'  28). 

Si  ao  était  égal  à  rt,  le  périmètre  de  la  région  de  con- 
vergence n'aurait  que  le  point  A  de  commun  soit  avec 
la  courbe  réelle,  soit  avec  la  conjuguée  c  =  oc. 
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On  pourrait  aisément  construire  le  périmètre  de  la 
région  de  convergence  pour  une  position  donnée  du 
point  [j^oj  J'o]?  et  déterminer  la  portion  de  chaque  con- 
juguée dont  les  ordonnées  pourraient  être  fournies  par 
la  série. 

22.   Considérons  maintenant  le  lieu 

a'!-  yï  —  hix-——  a?-  h"-  : 

les  points  critiques  sont 

\x  =  -^a^y=ç>\         et         \x=—a^y—o\ 

La   courbe  d'équilibre  est  caractérisée  comme  dans 
l'exemple  précédent  par  la  condition  ao  =  o.  Cette  courbe 

Fig.  29. 

^  T*  \y 


T'^^x 


est  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées,  T  BT'T"B' T'", 
fournie  par  les  solutions  de  la  forme 

de  l'équation  du  lieu  {^fig-  29). 

Pour  que  le  point  d'arrêt  soit  le  point  A,  il  faut  que 
ao^  o,  c'est-à-dire,  si  le  point  [.Tq,  J'o]  appartient  à  la 
conjuguée  bab' a',  pour  que  le  point  d'arrêt  soit  le  point 
A,  il  faut  que  le  point  [.ro,  jKo]  soit  placé  sur  la  branche 
bab'. 


(  428  ) 

23.   Soit  encore  1(;  lieu 

a- y-  =  6-  a?^  =:  —  a^b-\ 
les  deux  points  ctiliques  sont 

la  courLe  d'équilibre  est  caractérisée  par  la  condition 

^o  +  CPo  — «)2  =  al-^C^o-^af 
ou 

o     „    . 

^0  =  0. 

c'est  la  conjuguée  à  abscisses  réelles,  laquelle  toucbe  l'en- 
Fisf.  3o. 


veloppc  imaginaire  ABA'B'en  ses  sommets  situés  sur 
l'axe  desy  {fi§-  3o). 

Pour  que  le  point  A  soitle  point  d'arrêt,  il  faudra  que 

OU  que  [3o  soit  positif;  c'est-à-dire  que  le  point  origine 
se  trouve  sur  une  demi-conjuguée  tangente  à  l'enveloppe 
imaginaire  en  un  point  de  l'axe  BAB'. 

{A  suivre.) 
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TIIÉOUÈIIE  FO\DA)!EMAL  POUR  LA  RÉSOLUTION  NUMÉRIQUE 
DES  ÉOUATIOXS  C); 

Par  m.  E.  CARVALLO, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


1.   Pour  que   les   racines  -j.p  et  a^^.,   du    poljnônie 

f{x)  =  x"'  +  Al  x"'-*  -!-...+  kpX"'^P  -+-...  +  A,„ 


/A 


soient  séparées  (-),  il  faut  et  il  suffit  que  (  — t~  )    -^oif 

1 

négligeable  deuant  (       ^'    |   pour  toutes  les  valeurs  de 

fc  et  de  l.  Le  polynôme  f{oc)  se  sépare  alors  en  deux 
fragments.  Le  premier,  obtenu  en  supprin^ant  les 
termes  qui  suivent  A^,,  donne  les  p  prejiiières  racines. 
Le  second  fragment,  obtenu  en  négligeant  les  ternies 
qui  précèdent  A^,  donne  les  m  —  p  dernières  racines. 

La  deuxième  partie  de  ce  ihéorème  est  fondamentale 
dans  ma  thèse.  Je  veux  v  revenir  dans  un  double  but  : 
J'étendre  en  la  préeisant  et  signaler  son  importance. 

La  forme  de  l'énoncé  que  je  viens  de  rappeler  me  pa- 


(')  Méthode  pratique  pour  la  résolution  numérique  complète 
des  équp.tions  algébriques  ou  trariscendantes ,  p.  i3,  n°  9.  Thèse  de 
Doctorat.  Gauthier- Villars  et  fils;  1890. 

(')  Les  racines  sont  supposées  rangées  dans  l'ordre  des  modules 
décroissants.  Un  nombre  imaginaire  est  dit  négligeable  devant  un 
autre  si  le  module  du  premier,  divisé  par  celui  du  second,  donne  un 
quotient  inférieur  à  l'erreur  relative  qu'on  tolère  dans  le  calcul.  Enfin 
les  racines  a,  et  a,^,  sont  dites  séparées  si  a,,.,  est  négligeable  de- 

vant  a  . 

/' 

Ann.  de  Mathémat.,  ?>'  série,  t.  \.  (Octobre  i8()i.)  3o 
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raît  celle  qui  convient  le  mieux  à  mon  sujet,  dégageant 
l'idée  dominante  sans  s'attacher  à  fixer  des  limites  pré- 
cises. Cette  recherche  de  précision  et  de  rigueur  qu'on 
a  riiabitude  d'apporter  dans  les  approximations  numé- 
riques vient,  sans  doute,  de  la  préoccupation  de  pré- 
senter aux  élèves  des  raisonnements  inattaquables , 
mais  elle  offre  un  double  inconvénient  :  alourdir  les 
démonstrations  par  des  calculs  pénibles  et  dissimuler 
ainsi  l'idée  principale.  Voilà  pour  la  théorie.  Pratique- 
ment, elle  conduit  à  des  limites  trop  larges,  parce  que 
le  raisonnement  embrasse  à  la  fois  tous  les  cas  les  plus 
défavorables.  Quoique  je  me  sois  trouvé  parfaitement 
d'accord  avec  mes  juges  sur  ce  point,  je  suis  heureux 
de  satisfaire  ici  la  légitime  exigence  des  professeurs  et 
des  savants  qui  pourraient  ne  pas  partager  mes  idées. 

2.  Je  considère,  non  plus  une  équation  algébrique 
de  degré  m,  mais  l'équation  plus  générale,  à  coefficients 
réels  ou  imaginaires, 

(j)     I  °  =/('^)  =  •  •  -  -^  Ap-za^^î-zV  . . . 

qui  peut  être  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens. 
Je  suppose  que  l'inégalité 

soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  A"  et  àej.  Soit 
K  la  plus  grande  valeur  du  premier  membre,  L  la  plus 
petite  valeur  du  second.  On  a  par  hypothèse  K<^L. 
Je  vais  chercher  une  condition  précise  qui  assure  la 
séparation  des  racines  de  l'équation  (i)en  deux  groupes 
et  trouver  des  limites  à  ces  deux  groupes. 
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Je  donne  à  x  une  valeur  dont  le  module  est  compris 
entre  K  et  L.  Je  peux  représenter  ce  module  par 


mod^  =  nK 


^L, 


d'où 


K  =    ;  L, 

nn 


n  et  n'  étant  des  nombres  plus  grands  que  i.  Pour  cette 
valeur  de  x^  je  compare  le  terme  ApX"^~P  à  ceux  qui 
suivent  et  à  ceux  qui  précèdent.  Il  vient  successive- 
ment 


(3)      mod 


iod'^^xx-'^-<Kk  x(nK)-'^     ou      (-Y, 
Ap  \nj 

(4)      mod  — ^- =  mod  -{ —  X  a;'l     i-         —  L  )         ou  —      • 

Les  formules  (3)  montrent  que  les  modules  des  termes 
qui    suivent   ApX"^''^   décroissent  plus    vite  que  ceux 

d'une  progression  géométrique  de  raison  —  •  Leur  somme 
a  un  module  inférieur  à 


mod  A  ncr"'-P  (  — i 


=  modA„x"t-P  X 


De  même,  d'après  les  formules  (4),  la  somme  des  termes 
qui  précèdent  KpX"^~P  est  inférieure  à 


mod  A,,:?'"-/'  X 


Ainsi  le  module  S  de  la  somme  des  termes  différents  de 
ApX"^~P  satisfait  à  l'inégalité 

S  <  mod  AnX"'-P  ( •  H r^ —  )  • 

'  \n  —  I        n  —  I  / 

On  sera  certain  que  S  est  inférieur  à  moàApX'"~P^  si 
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l'on  pose 

I        ^  I  I  I 

<  -'         —, <  -» 

n  —  I        2  II — I        2 

d'où 

«>3,         «'>3,         K==— ,L<±L. 
un  ■> 

Pour  la  valeur  de  x  considérée,  le  terme  ApX"^'P  ne 
peut  pas  se  réduire  avec  la  somme  des  autres,  puisque 
celte  somme  a  un  module  inférieur  à  celui  de  ApX"^~P. 
L'équation  n'est  pas  satisfaite. 

En  résumé,  si  K  <<  ^  L,  les  rncuies  de  l'équation  (i) 

se  séparent  en  deux  groupes  ;  les  unes  ont  leur  module 

inférieur  à  3K;  pour  les  autres,  le  module  est  supé- 

,  L 
rieur  a  -  • 

3.  Maintenant,  je  suppose  de  plus  K  très  petit  de- 
vant L;  les  racines  du  groupe  inférieur  à  3K  rendent 
très  petite  la  somme  des  termes  qui  précèdent  KpX"^~P. 
On  négligera  celle  somme  dans  le  calcul  de  ce  groupe 
de  racines.  Le  calcul  ci-dessus  fait  connaître  une  limite 
du  module  de  la  quantité  négligée  :  c'est 


mod  A„a"'"-/' X  —, 

'  n  —  I 

Exemple  numérique.  —  Soit  K  =  -~^  L.  Les  racines 
du  groupe  inférieur  à  3K  donnent  n'  >>  looo.  Pour  ces 
racines,  la  somme  des  termes  qui  précèdent  ApX"^~P 
est  inférieure  à  m.oè —-^  KpX^^^P .  Il  est  clair,  d'après  le 
calcul  même,  que  cette  limite  sera  toujours  bien  trop 
forte.  Si  l'on  néglige  cette  quantité,  il  en  résultera  sur  le 
calcul  des  racines  du  groupe  considéré  une  erreur  rela- 
tive de  l'ordre  de  7-^.  La  recherche  d'une  limite  pré- 
cise pour   cette  nouvelle   erreur  rentre  dans  le  cadre 
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d'une  intéressante  Note  de  M.  Jablonski  (').  Je  ne  m'y 
arrête  donc  pas. 

4.  J'ai  montré,  dans  ma  tlièse,  que  le  tliéorème  rap- 
pelé ci-dessus  conduit  à  une  méthode  sûre  pour  ré- 
soudre facilement  n'importe  quelle  équation  numé- 
rique. En  outre,  il  conduit  très  naturellement  à  la 
méthode  d'approximation  de  Newton  et  à  son  extension. 
Cette  méthode  consiste,  ou  le  sait,  à  négliger  les  termes 
qui  suivent  les  deux  premiers  du  développement  de 

(i)        o  =/(«  +  h)  =f(a)  +  hf'(a)  -}-  -^/"(a)  -^  .  .  . , 

dans  lequel  a  est  une  valeur  approchée  d'une  racine  de 
J {x)  et  h  la  correction  cju'il  faut  lui  ajouter  pour  avoir 
la  racine  exacte  a  -+-  h.  Notre  méthode  permettra  de 
voir  si  ces  termes  sont  elléctivement  négligeables  et  de 
trouver  une  limite  de  l'erreur  commise.  De  plus,  il 
pourra  arriver  que  le  troisième  terme  ne  soit  pas  négli- 
geable, mais  que  les  termes  suivants  le  soient.  C'est  ce 
qui  arrive  quand  l'équation  a  deux  racines  voisines  de  a. 
Dans  ce  cas,  l'exposition  classique  de  la  méthode  con- 
duirait à  en  rejeter  l'application.  Cependant,  les  deux 
racines  considérées  seront  données  par  une  simple 
équation  du  second  degré.  De  celte  remarque  résulte 
une  manière  avantageuse  d'appliquer  la  méthode  de 
Newton  proprement  dite.  On  examine  quels  sont,  dans 
le  développement  (i),  les  termes  négligeables  à  l'ap- 
proxiuiation  qu'on  se  propose  d'obtenir  détinitivement. 
Ce  n'est  qu'après  avoir  ainsi  forteuient  abaissé  le  de- 
gré de  l'équation  qu'on  aj)pli(pie  la  méthode  de  Newton 
proprement  dite  à  l'équation  simpliliée. 

(')  Bulletin  scientifujue  de  M.  Lelioii,  ;>o  juillet  1889. 
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SlIR  LA  REPRESENTATION  GÉOMÉTRIQUE 
DES  POIATS   IMAGINAIRES  DANS  L'ESPACE; 

Par  :\I.  p.  MOLENBROCH,  à  Amersfort. 


Prenons  un  système  de  trois  axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires auquel  nous  rapportons  deux  points  imagi- 
naires par  les  quantités 

(i)        a-i  +  a^oy/— I.         J'i  +^2 /— ii         z^ -\- Zi\/^^i , 
(2)      ar'i  +  a?;/— I,        JK'i -h  j'2 /^^,         z\-^z'^\/—i. 

Comme  définition  fondamentale  nous  regarderons  : 
La  dislance  de  deux  points  imaginaires  est  la  quan- 
tité d  de  l'équation  (3  ) 


(3; 


[{z,-z\)^{z,-z'^)s/-iY' 


Cherchons  maintenant  les  points  réels,  dont  la  dis- 
tance au  point  imaginaire,  désigné  par  (i),  s'annule. 
Si  ^,  ■/),  ^  sont  les  coordonnées  réelles  d'un  de  ces 
points,  on  aura,  d'après  la  définition, 

i  (^  — 3^1  —  3-2/^  )' 

\  ^-("0— Jl— J^2/^)-+  (^  — -1  —  -2/— 1)'=  O, 


(4) 


équation  qui  se  réduit  au  système  suivant 

(5)       (^_^,)i  +  (r,-7,)-+(C-^i)' =-^1+^1+^1, 
^6)  Xi{^~Xi)-^y.2{r,—yi)^z.{:,  —  Zi)=o. 

La  première  appartient  à  une  sphère,  dont  le  centre 
coïncide  avec  le  poinl  x,,  j}'i,  Z\  ou  P, ,  tandis  que  le 
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jayoïi  est  égal  à  la  quantité  \fx:,  -\- y'i  -h  z'i.  La  seconde 
équation  est  celle  d'un  plan  passant  par  le  point  P, ,  et 
perpendiculaire  à  la  droite  OP2  joignant  l'origine  O  des 
coordonnées  aux  points  x^-,  J^^  z^.  ou  P2. 

Les  coordonnées  ç,  vj,  "C,  satisfaisant  à  toutes  les  deux, 
le  lieu  des  points  réels,  dont  la  distance  au  point  ima- 
ginaire (i)  s'annule,  est  une  circonférence  décrite  du 
point  P)  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  OPo  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  OP2. 

Quand,  dans  ce  qui  suit,  nous  parlerons  d'un  point 
imaginaire  P,  nous  désignerons  toujours  par  P,,  P2  les 
points  réels  mentionnés  ci-dessus. 

Comme  représentation  géométrique  cV un  point  ima- 
ginaire, nous  choisirons  le  lieu  des  points  réels  tels 
que  la  distance  au  point  imaginaire  s'annule. 

Le  point  imaginaire  est,  par  conséquent,  représenté 
par  une  circonférence.  Le  centre,  le  rayon  et  le  plan  de 
cette  circonférence  seront  nommés  centre,  rayon  et 
plan  du  point  imaginaire. 

Si,  à  partir  du  point  P| ,  nous  traçons  une  droite  P,  P' 
égale  et  parallèle  à  OP2,  P|  P'  sera  nommée  la  normale 
au  point  imaginaire.  Les  coordonnées  du  point  P'  ainsi 
obtenu  seront 

•2^1  +  ^2,    ri -+-7-2,     -Si +  ^2. 

Nous  l'appellerons  paifuis  le  pôle  du  point  imagi- 
naire. 

Convenons  encore  qu'en  déterminant  la  normale  à 
un  point  imaginaire  il  faut  avoir  attention  au  signe  des 
coordonnées  Xi^^j^^^  z^,  de  sorte  que  les  normales  aux 
deux  points  imaginaix'es  conjugués  (i)  et 

(7)  a-i  —  jr,/^,       Jl— JiV''—  ',        Zy—Z.2\/—l 

aient  longueur  égale,  mais  direction  contraire. 
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De  celle  convenliou  il  suit  que  les  pôles  des  poinls 
désignés  par  (i)  el  (7)  ne  coïncident  pas  non  plus.  En 
etïet,  le  pôle  du  point  (7)  sera  déterminée  par  les  coor- 
données 

Du  reste  les  deux  poitits  imaginaires  conjugués  seront 
représentés  par  la  même  circonférence,  puisque  les 
équations  (5)  el  (6)  ne  changent  pas,  quand  on  y  rem- 
place  X21  J^2l   ^2  psr  X2,   J25   — »  ^2' 

La  normale  et  le  pôle  de  deux  points  imaginaires 
conjugués  constituent  entre  ceux-ci  une  ditlérence, 
laquelle  permet  de  faire  distinction  dans  la  représenta- 
lion  géométrique. 

A  cet  eflel,  nous  pourrons  ajouter  à  chaque  circon- 
férence représentant  un  point  imaginaire  une  flèche 
indiquant  le  sens  dans  lequel  on  se  propose  que  la  circon- 
férence soit  parcourue.  Cette  flèche  est  toujours  telle- 
ment tracée  que  le  sens  de  rotation  y  compris  se  montre 
positif,  c'esi-à-dire  en  accord  avec  le  sens  du  mouvement 
de  l'aiguille  d'une  horloge,  quand  on  regarde  la  ligure 
du  côté  où  le  pôle  du  point  imaginaire  se  trouve. 

A  cause  de  cette  convention  les  flèches  ajoutées  à 
deux  points  imaginaires  conjugués  auront  sens  con- 
traires. 

En  somme,  nous  pourrons  exprimer  les  réflexions 
précédentes  ainsi  : 

Tout  point,  imaginaire  est  représenté  par  ini  cycle 
à  rayon  et  anormale  déterminés,  parce  nia  dans  un  sens 
positif,  quand  on.  le  regarde  du  côté  oii  le  pôle  du 
point  imaginaire  se  trouve. 

Deux  points  imaginaires  conjugués  sont  représentés 
par  une  seul»;  circonférence  parcourue  dans  les  deux 
sens. 
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Après  avoir  établi  ces  principes,  nous  pourrons  exa- 
miner les  points  imaginaires  des  surfaces  et  des  courbes 
réelles  connues.  Mais  ces  principes  nous  permettent  en 
outre  d'interpréter  géométriquement  les  équations  algé- 
briques à  coefficients  imaginaires  ou  bien  complexes. 

Nous  nous  pjoposons  de  traiter  d'abord  (juelques 
questions  relatives  aux  points  imaginaires  du  plan,  de 
la  sphère  et  de  la  droite  réels. 

Soit  donnée  l'équation 

(8)  ax  -T-  by  -\-  cz  ^  d  =^  o, 

dans  laquelle  a,  b^  c,  d  sont  supposés  réels. 

Si  l'on  substitue  les  quantités  désignées  par  (i)  au 
lieu  de  j:,  y,  z^  il  résulte  le  système 

(9)  ajTi-i- ôj'i"!- c^i+ <:/=  o,         aa^o-f- 6J'2-^- c^2=  o. 

La  première  de  ces  équations  indique  que  l<;s  centres 
des  points  imaginaires  d'un  plan  sont  situés  dans  ce 
plan  lui-même,  tandis  que,  selon  la  seconde,  la  normale 
à  tout  point  imaginaire  est  située  dans  le  plan,  ou  bien 
le  plan  du  point  imaginaire  est  perpendiculaire  au  plan 
donné.  La  longueur  de  cette  normale  et,  par  suite,  du 
rayon  d'un  point  imaginaire  reste  indéterminée. 

Prenons  ensuite  l'ellipsoïde 

(10)  ax'^-^by''--^- cz^-^i; 

«,  h^  c  sont  des  quantités  positives.  La  substitution  des 
valeurs  (i)  au  lieu  dejc,  }  ,  "  ramène  cette  é(|uaiioii  aux 
deux  suivantes  : 

j  axj +  byl-hcz^î  —  i  =  axl-hbyl-^czl. 
I  axiXi-^  byiy-2-+- cztz^=  o. 

De  la  dernière  de  ces  relations  on  peut  conclure  que 
la  direction  de  la  normale  au  point  imaginaire  est  con- 


(  438  ) 
juguée  au  dîaniètre  de  rellipsoïde  passant  par  le  centre 
du  point  imaginaire. 

Puisque  «,  &,  c  sont  des  quantités  positives,  on  a, 
d'après  la  première  des  équations  (m),  l'inégalité 

ax\  -\-  by\  H-  czl  >  i. 

Par  suite,  les  centres  des  points  imaginaires  sont  si- 
tués à  l'extérieur  de  la  surface.  De  plus,  cette  relation 
nous  fait  connaître  un  second  lieu  des  points  Xojj^o,  -Za 
correspondant  à  un  centre  donné  Xi^yx-,  2,. 

En  effet,  cette  équation  appartient  à  un  ellipsoïde 
semblable  à  l'ellipsoïde  donné  et  ayant  ses  axes  paral- 
lèles à  ceux  de  cette  surface. 

Le  rapport  constant  de  deux  segments  homologues  de 
ces  figures  est 

\/axl  -^  bj'l  -^  c zf  —  I. 

On  prouve  facilement  que  cette  quantité  est  égale  au 
rapport  des  longueurs  d'une  tangente  quelconque,  me- 
née du  point  X,,  j)^i,  z,  à  l'ellipsoïde  donné  et  d'un 
demi-diamètre  parallèle  à  cette  tangente. 

Ayant  pris  arbitrairement  un  point  P<  à  l'extérieur 
de  la  surface,  qu'on  regarde  comme  centre  d'un  de  ses 
points  imaginaires,  on  construit  les  normales  corres- 
pondantes à  ce  centre  de  la  manière  suivante  :  Cherchez 
le  plan  diamétral  conjugué  au  diamètre  passant  par  P,, 
prolongez  les  rayons  vecteurs  joignant  le  centre  de  la 
surface  aux  points  de  la  section  de  ce  plan  diamétral 
avec  l'ellipsoïde  dans  le  rapport  mentionné  tout  à 
l'heure.  Tous  ces  rayons  vecteurs  seront  des  normales 
correspondantes  au  centre  P< . 

Un  cas  particulier  est  celui  où  l'on  cherche  les  points 
imaginaires  d'une  sphère.  On  déduit  de  ce  qui  précède 
que  les  plans  de  ces  points  imaginaires  passent  par  le 
centre  de  la  sphère  tandis  que  le  rayon  des  cycles  est 
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égal  à  la  longueur  de  la  tangente  menée  de  son  centre  P) 
à  la  sphère. 

Une  droite  étant  représentée  par  deux  équations  de 
la  forme  (8)  donne  lieu  à  deux  systèmes  d'équations  de 
la  forme  (9),  d'où  l'on  conclut  immédiatement  que  les 
centres  des  points  imaginaires  d'une  droite  sont  situés 
sur  la  droite  même,  tandis  que,  quant  à  la  direction, 
les  normales  coïncident  avec  cette  droite. 

Les  points  imaginaires  d'une  droite  sont,  par  consé- 
quent, des  circonférences  décrites  de  chacun  de  ses 
points  avec  un  rajon  arbitraire  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à  la  droite. 

Nous  voulons  encore  faire  attention  au  cas  général 
qu'une  équation 

(12)  f{T,y,z)  =  o 

à  coefficients  réels  soit  donnée.  En  supposant  que  la 
fonctiony  est  développable  selon  le  théorème  de  Taylor 
et  qu'on  introduit  la  notation  A/'/ au  lieu  de  la  diifé- 
rentiation  symbolique 

la  substitution  des  valeurs  désignées  par  (1)  dans  l'équa- 
tion (12)  donne 

(  fi^u  yu.  z,)-  \  A2/+  ^  AV-.  .  .=  o, 
(i3)  ■'  •    " 

A/ L  A3/4---L_^  A5/---.  =  o. 

l  -^        2.3      -^        2.3.4.0      -^ 

La  forme  de  ces  équations  nous  fait  reconnaître  immé- 
diatement que  les  deux  systèmes  de  valeurs  +.^2, 
-hj^o,  -j-Zo  et  — X2,  — juj  — ^2  y  satisferont  à  la 
fois.  Les  points  imaginaires  d'une  surface  réelle  sont 
par  suite  toujours  conjugués  deux  à  deux. 
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Quand  deux  relations  entre  a:,  j  ,  z  existent  de  sorte 
que  J'on  considère  une  courbe  réelle  dans  l'espace,  a:,, 
j^i ,  ^1,  Xo,  j)'2î  ^2  satisferont  à  deux  systèmes  d'équa- 
tions de  la  forme  (i3).  Ou  pourra  donc  éliminer  entre 
ces  équations  soit  j:i,j  (,  Z(,  soit  0:2,  js»  ^2- 

Dans  le  premier  cas,  l'équation  en  x-^^y^i  ^2  résul- 
tant de  cette  élimination  représente  le  lieu  du  point  Po, 
que  nous  pourrons  nommer  le  lieu  décrit  par  les  nor- 
males supposées  eoïnitiales. 

Dans  le  second  cas,  on  obtiendra  l'équation  du  lieu  des 
centres  des  points  imaginaires  appartenant  à  la  courbe. 

Si  la  courbe  est  plane,  l'un  des  deux  systèmes  de  la 
forme  (i3)  prend  la  forme  (9),  de  sorte  que  le  lieu  des 
centres  des  points  imaginaires  devient  le  plan  de  la 
courbe.  En  outre,  les  plans  des  points  imaginaires  seront 
tous  perpendiculaires  au  plan  de  la  courbe  donnée. 

Nous  passerons  maintenant  à  l'interprétation  géo- 
trique d'équations  à  coefficients  complexes. 

JNous  nommerons  une  équation  de  degré  n  à  coeffi- 
cients complexes  éijuation  générale  de  ce  degré.  De 
plus,  nous  dirons,  comme  dans  la  Géométrie  réelle, 
qu'une  seule  équation  de  cette  forme  repj-ésente  une 
surface  et  que  deux  équations  représentent  une  courbe 
que  nous  distinguerons  d'une  surface  et  d'une  courbe 
réelles  par  les  noms  surface  et  courhe  générale. 

Ainsi  nous  pourrons  parler  d'une  surface  générale 
de  second  degré,  d'un  plan  général,  d'une  droite  géné- 
rale, etc. 

On  voit  facilement  c|ue  les  points  imaginaires  des 
surfaces  et  des  courbes  générales  ne  seront  pas  conjugués 
deux  à  deux.  Les  deux  surfaces  réelles,  lieux  géométri- 
(jues  des  points  P,  et  Po  appartenant  aux  points  imagi- 
naires d'une  courbe,  se  trouvent  comme  dans  le  cas 
où  les  caelficients  des  équations  étaient  réels. 
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Eludions  un  peu  plus  exactement  le  plan  général  et 
la  droite  générale. 

Soit  l'équation  donnée 

(i4)  aa? -f- 6j' -1- c^ -+- rf  =  o, 

où  les  coefficients  «,  b,  c,  d  seront  de  la  forme 

ai-i-ao/ — 1)     ^1  -r-  i>2^ —  I,     ..•• 

Si  X,  y,  z  prennent  les  valeurs  complexes  désignées 
par  (i),  on  aura 


(i5) 


aiXo  -+-  biji-h  Ci-Ci-f-  CliXi-r-  b-ifi  -^  CoZ^^  di=:  O. 


Ces  équations  contenant  six  variables  nous  permet- 
tent d'exprimer  celles-ci  par  quatre  variables  indépen- 
dantes m,  /z,  u,  p  de  cette  manière 

ds 


—  I  (ajG  —  aolll)). 


(16) 


(■-) 


^1  =  m ( Cl  II!)  —  C2-Ai)-i-  u{ayb2—  a^bi  ) 

—  n (  ai  lli)  —  «2 ^^■'  ) -T-  ^'C  ^1  <^2  —  ''-'2  Cl  ), 

—  «(ci  il\>  —  Cî-A')-)-  t^(ai  62  —  ri^bi  ); 
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où,  pour  abréger,  a  élé  posé 

«1  cil  -+-  bibi-Jr-  Cl  €-2  =  lll>, 

al  -hbl-h  cl  =  e. 

On  voit  imniédialement  que  la  direction  /•,  dont  les 
cosinus  sont  proportionnels  à 

bic^—  b-iCi,     Cia^ — c^ai,     a^b^— a^b^, 

et  laquelle  est  perpendiculaire  aux  deux  directions  avec 
des  cosinus  proportionnels  à  a^^  bi^  c^^  a^,  ^2,  Co,  est 
d'une  grande  importance  au  plan  général. 

En  effet,  si,  comme  auparavant,  nous  désignons  les 
points  Xijjf,  Zi  et  x-^^ji^  Zo  par  Pi  et  Po,  il  est  clair 
que  le  lieu  du  point  Po,  correspondant  à  un  point  P, 
arbitrairement  choisi,  est  une  droite  parallèle  à  la  di- 
rection/'et,  déplus,  que  ce  lieu  ne  se  déplace  pas,  quand 
on  fait  varier  le  point  V ^  de  manière  à  décrire  une  droite 
parallèle  à  la  direction  r. 

Si  nous  posons  ensuite 

Î\i  —  /n(aillï)  —  ajcA^)-!-  «(«iG  —  «21)1), 
Çi  =  m  (  Cj  ift)  —  C2  JI9  )  -+-  n  (  Cl  G  —  C2  llb  )  ; 

iÇg  =  w(ai  S  —  «21'^') —  «(«iitîj —  a^'Ao), 
r,2=  rn{bi3  —b^  llb  )  —  n  (  61  Dl)  —  b^  A>  ), 
^2  =  m{ci  S  —  C2  l)b )  —  « ( Cl  1)1)  —  C2  C.I. ), 

les  points  avec  les  coordonnées 

,  «1©  —  a^Vily 

,    biQ  —  b2'\i\} 
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c,  £  — csllî) 


->!   ^^ 

it] 

Jlo3 

—  1)1,2    ' 

^-2  + 

C?2 

a,G- 

-«2^^ 

.4.e 

—  iJba    ' 

JK2  + 

<^2 

6,S- 

-ôsDb 

xe 

-Db2   ' 

ri 

CiG- 

-Cîlft) 

'  '     .^G  —  I)b2 

auront  évidemment  pour  projections  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  la  direction  /•  les  points  ^i,  '/],,  'C^^,  ^2-, 
rj2,  Ca-  Entre  des  derniers  points  que  nous  désignons 
par  Q,,  Q2,  une  correspondance  simple  aura  lieu. 

Remarquons,  à  cet  e(Fet,  que,  des  deux  ternies  dans  les 
seconds  membres  des  équations  (19),  (20),  le  premier 
peut  être  regardé  comme  mesurant  la  longueur  des  pro- 
jections sur  les  axes  des  coordonnées  d'un  segment  pris 
arbitrairement  dans  la  direction  dont  les  cosinus  sont 
proportionnels  à 

(21)  «illb  —  «2--^^      bi\\\>  —  biX,      Cillb — C^A>, 

tandis  que  les  seconds  termes  expriment  la  longueur 
des  projections  d'un  segment  pris  dans  la  direction  avec 
les  cosinus  dont  le  rapport  est 

(22)  aiG  — «a'^îj,     <^iG  — i2i)b,     CjG  — C2'\)b. 

Ces  directions  sont  toutes  les  deux  perpendiculaires  à 
la  direction  /•,  comme  on  le  vérifie  lacilement  à  l'aide 
des  cosinus. 

La  longueur  des  deux  segments  projetés  est 

/?i/(ail)l)  — a.iXY--^{bi'Mi\)  —  62<A>)2  +  (ci'i)b — c<iXY 
=  7?^v/=A9(JloG  — l)b2), 

Al  \/( ai  G  —  «2  "Wb  )2  -+-  (  61 G  —  b.2  Ub  )•-  -4-  (  t'i  G  —  c^  Db  y^ 
=:n/G(Jl,G  — a)b2). 
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A  partir  de  l'origine  O  des  coordonnées,  traçons  deux 
segments  OM,  0]N  dans  les  directions  désignées  par 
(21),  (22),  dont  les  longueurs  sont  respectivement 


Prenons  dans  ces  deux  directions  encore  deux  seg- 
ments arbitraires  ÛA,,  OB,  sur  lesquels  nous  construi- 


Ai 


Aj 


sons   un  parallélogramme.   Le  quatrième  sommet  peut 
être  regardé  comme  le  point  Q|. 

Afin  de  trouver  le  point  correspondant  Qo,  nous  ob- 
servons que  les  parallèles   menées  de  ce  point  à  OM,. 
ON,  rencontrant  ces  droites  en  Bo,  A2,  on  aura 


OA1 
OM 


OBi 

ON 


OA-2 
OM 


OB2 

"on" 


Si  l'on  prend  le  point  A^  tel  que  OA',  =  —  OA2,  de 

la  relation 

oa;  _ 

OM   ~  '^' 
combinée  avec  les  équations  précédentes,  on  déduit 
oa;  _  OM  _  OA2 . 

d'où  l'on  peut  conclure  le  parallélisme  de  B,  A!,,  de  MN 
et  de  B,  A).  Ai,B)  étant  connus,  on  pourra  trouver  faci- 
lement A2,  B!,  et  B^.  Le  quatrième  sommet  du  parallé- 
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lograminc  coustriiit  sur  OAo,  OB^  sera  le  point  cher- 
ché Qo. 

Ayant  déterminé  ainsi  deux  points  correspondants 
Qi,  Q21  traçons,  à  partir  de  ces  points,  deux  segments 
dont  les  projections  sur  les  axes  des  coordonnées  sont 

«]3  — a]llî)  ,  6,3  — 62 ni)  ,  CiG  —  C2i'-' 


f4    -r^^;; :nr  '      —  f'^a  ^ rrr^  '       —  <^2 


a.S— iil.-^    '  "'"   -1.3  —  1)5)2  '  "•=   .v,3_  111,2' 

c'est-à-dire  deux  sesuients  ayant  les  longueurs 


Wx^^r  'Vx. 


^ 

—  lli,2 


dans  une  direction  qui  est  perpendiculaire  à  la  direction 
/•  et    à    celle    dont   les   cosinus    sont   proportionnels   à 

Des  bouts  de  ces  segments,  traçons  enfin  deux  paral- 
lèles à  la  direction  /■. 

Ce  seront  là  les  droites  décrites  par  les  points  P,,  P^ 
du  point  imaginaire. 

A  chaque  point  de  l'espace  considéré  comme  centre 
d'un  point  imaginaire  correspond  une  infinité  de  nor- 
males, dont  les  bouts  forment  une  droite  déterminée 
parallèle  à  la  direction  /■. 

\]n  cas  particulier  est  celui  où  les  coefficients  a,  h,  c 
de  l'équation  (i4)  sont  réels,  tandis  que  d  est  imagi- 
naire. Dans  les  équations  précédentes  il  faudra  prendre 

«2  =  6,  =  C2  =  c^i  =  o. 
De  celte  manière  on  obtient 

(•23 j  aiT^~  hiyi^  Ci:-i  =  o,         fiix^-^  Oij-^-i-  CiZo-h  (/.,  =  o. 

Le  lieu  des  centres  des  points  imaginaire  est,  par  suite, 
Ann.de  Mathcrnat.,  3'séric,  l.  \.  (Octobre  1891.)  >i 
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le  plan  passant  par  l'origine  des  coordonnées,  perpendi- 
culaire à  la  direction  «i,  è,,  C). 

A  chaque  centre  correspoiid  une  infinité  de  nor- 
males aboutissant  dans  un  autre  plan  parallèle  au  plan 
précédent  à  une  distance 


\/a\  ^b-j-r-  c- 


Enûu  considérons  le  syslènie  de  deux  équations  li- 
néaires à  coefficients  complexes  ou  la  droite  générale 

i   ax  -^  b  y  -h  cz  ^  d  =  o, 

(24)  /        '  , 

f  ex  -r-  j y  -(-  gz  -h  h  =  o. 

Afin  de  trouver  les  solutions  de  ce  système,  nous  ne 
séparerons  pas  immédiatement  les  quantités  réelles  des 
imaginaires.  D'abord  remarquons  (|ue  les  équations 
(24)  nous  permettent  d'exprimer  x,y^,  z  à  l'aide  d'une 
seule  variable  indépendante  complexe  «,  ainsi  : 

x=(b/^-cf)u-i-[(b  -  c  )h-if-g)d]\, 
y  ={ce  —  aff)u  -~[(c  —  a)h  —  (g-  —  e)d]\, 
z  =(af—be  )u-r'[{a  —  b)h—(e  ~f)d]\, 

où,  pour  abréger,  nons  avons  posé 

b      c    j 

I       I     I 
On  en  conclut  qu'en  général  le  système   d'équations 

(i5)         X  =  au  -h  d,        y  =  bti  —  e,         z  =  cu-h/, 

en  supposant  a,  b,  c,  rl^  e,  /,  a  complexes,  représentera 
une  droite  générale. 

Maintenant  séjiai-ons  les  quantités  réelles  et  imagi- 
naires. Ce  procédé  fournit  les  deux  systèmes  de  rela- 
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lions 

'  .ri  =  ai  iiy  —  a.,u<2^-^  c/i, 

'   Zi  =  ciUi  —  c,u,-{-J\; 

I    X.2  =  rtj  Uo  -V-  a>  Ui-h-  d-2s 

(29)  '  j^i=  biu.2-i- Ù.2II1  ^  e^, 

.    -^2   =    CiU2^  C.,Ui   -1-/2. 

En  éliminant  ?/,,  iio  entre  Jes  équations  du  système 
(28),  et  de  même  entre  (29).  on  aura  deux  équations 
linéaires  en  x,,j  , ,  s,  5  Xo,  j  o,  ;î2  respeclivenient,  mon- 
trant que  les  lieux  des  points  P<,  P2  sont  deux  plans 
réels.  Ces  plans  sont  tous  deux  perpendiculaires  à  la 
direction  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à 

(30)  ÔjCo 62  c,,  <"l«2 f"2«l,  ''l  ^^2 <^'îbi. 

et  par  suite  parallèles. 
Posons  encore 


(3.J 


Çl   =  « 

«, 

«2  "2' 

'';i=  ^1 

if, 

6,  if  2) 

^1  =  c, 

'<! 

—  co  ?f2  ; 

?-2  =  « 

i(2 

-^  «2Wl> 

r,2=  61 

U2 

-^b^Ui, 

^2=    c, 

if  5 

-\-  CiUi. 

!>    ^12 


t.  3>.  ) 


Il  est  évident  qu'entre  les  points  ^,,  7,,,  i^,  ;  Ço?  '^^2^ 
la  même  correspondance   aura  lieu  qu'entre  les  points 
Q,,  Qo  définis  parles  relations  (19),  (20). 

Nous  sommes  arrivé  de  cette  manière  a  celte  inter- 
prétation géométrif[ue  de  la  droite  générale. 

Déterminons  deux  directions,  dont  les  cosinus  soient 
proportionnels  à  rt|,  ^,,  Cj  ;  «o^  ^^2^  Co.  Par  l'origine  des 
coordonnées  menons  un  plan  parallèle  à  ces  directions, 
c'est-à-dire  perpendiculaire  à  la  direction  indiquée 
par  (3o).  Dans  ce  plan  construisons  deux  points  cor- 
respondant? Q,,  Qo  ''  partir  desquels  nous  traçons  deux 
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segments  dont  les  projections  sur  les  axes  des  coordon- 
nées soient  r/|,e,,y,  ;  <72,  e^,  f.^  respectivement.  Les 
bouls  de  ces  segments  seront  les  points  P, ,  Po  apparte- 
nant à  un  point  imaginaire. 

Chaque  centre  d'un  point  imaginaire  d'une  droite 
générale  n'admet  qu'une  seule  normale. 

Aux  résultats  précédents  jetais  parvenu  par  une 
étude  sur  la  théorie  des  quaternions  de  Hamilton  (').  De- 
vant une  assemblée  du  «  Wiskundig  Genootschap  »  à 
Amsterdam,  j'eus  l'honneur  d'exposer  quelques-uns  de 
ces  résultats.  Ce  fut  M.  Kortevveg  d'Amsterdam,  qui,  en 
voulant  détacher  ma  théorie  des  points  imaginaires  de 
la  théorie  des  quaternions,  me  suggéra  le  principe  men- 
tionné ci-dessus,  afin  d'arriver  à  une  interprétation  géo. 
métrique  des  points  imaginaires.  Les  deux  méthodes 
si  dillérentes  conduisirent  à  la  même  interprétation. 
Au  savant  mathématicien  d'Amsterdam,  je  dois  mes 
remerciements  sincères. 

Dans  ce  qui  suit,  j'ai  tâché  d'exposer  le  rapport  des 
questions  traitées  précédemment  à  la  théorie  des  qua- 
ternions. 

Si  X.  y-,  z  sont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  P,  i,  y,  A^  des  vecteurs  d'une  longueur  égale  à 
l'unité  dans  les  directions  des  axes  des  coordonnées,  le 
point  P,  dans  la  théorie  des  quaternions,  comme  on  le 
sait,  est  donné  par  l'expression 
(33)  o  =  xi+yj  -^-  zk. 

Quand  x^ji  z   sont  complexes  de   la  forme   (i),    ce 

(')  Ces  résultais,  auxquels  Laguerre  était  parvenu  depuis  long- 
temps, ont  été  exposés  par  lui,  en  18-2,  dans  les  Nouvelles  Annales. 
>ious  avons,  néanmoins,  publié  l'article  de  M.  Molenbroch,  parce  que 
son  procédé  d'exposition  est  différent  et  qu'il  semble,  comme  on  le 
verra  plus  loin,  n'avoii'  pas  pu  connaissance  des  travaux  de  Laguerre. 

Cii.  B. 
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vecteur  devient 

?   =  ^'l  '  +  Jiy"  -r-  -1  A  -+-  ^—  l  (  ^-2  i  -r-   r-2  j  +  -2  /^  > 

OU  bien 

I  3_i  )  p  =  a  -f-\/—  I  p, 

si,  pour  abréger,  nous  posons 

(35)      x^i-\-y^j  -T-z.^k  =  o.,         Xii  +  yoj  ^  z-Jc  =  '^, 

a,  fj  sont  des  vecteurs  réels. 

Haniilton  a  appelé  un  vecteur  de  la  forme  (34)  bl- 
vecteur.  De  ce  qui  précède,  on  conclut  qu'un  bivecteur 
représente  un  point  imaginaire  dans  l'espace,  a  est  le 
vecteur  du  point  avec  les  coordonnées  réelles  X\ ,  j}  , ,  z^ , 
c'est-à-dire  du  centre  Pi  du  point  imagiuaire,  ^  repré- 
sente la  normale. 

La  question  nous  vient  comment  il  faut  comprendre 
l'elfet  du  facteur  \J —  i  opérant  à  un  vecteur. 

Le  vecteur  p  de  l'équation  (34)  est  multiple,  c'est- 
à-dire  ce  vecteur  joint  l'origine  des  coordonnées  à 
chaque  point  de  la  circonférence,  décrite  du  bout  du 
vecteur  a  avec  uu  rayon  égal  à  la  longueur  du  vecteur  [j 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  [j.  L'ensemble  de  ces 
vecteurs  forme  un  cône  circulaire  oblique. 

L'expression  y/ —  i  [i  aura  égalenjent  une  inlinité  de 
valeurs.  Si  l'on  regarde  a -h  \  — i  [i  comme  le  résultat 
de  l'addition  du  vecteur  a  à  chacun  des  vecteurs  conte- 
nus dans  le  symbole  y/ —  i  [i,  on  peut  conclure  que  cette 
dernière  expression  rej)résente  chaque  ray^on  de  la  base 
ciicnlaire  du  cône  mentionné  tout  à  l'iieure  ou  bien 
y/ — 1  ^  repiésente   chaque  rayon  du  point  imaginaire. 

L'etlèt  de  l'opération  du  facteur  y/ —  i  au  vecteur  ,3 
est,  par  suite,  (pie  ce  veeleiir  suit  h'ndn  de  manière  à  se 
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iransforiner  dans  rcnsemble  des  rayons  d'une  circonfé- 
rence située  dans  un  plan  perpendiculaire  au  vecteur. 

Hamilton  a  déjà  reconnu  que  l'elFet  de  l'opérateur 
\/ —  I  est  de  tourner  un  vecteur  autour  de  son  origine 
par  un  angle  droit.  Selon  ce  qui  précède,  il  faut  consi- 
dérer le  plan  dans  lequel  cette  opération  s'effectue 
comme  indéterminé,  de  sorte  que  chaque  plan  passant 
par  le  vecteur  y  prenne  part. 

La  méthode  des  quaternions  nous  permet  de  recon- 
naître d'une  manière  l'ort  simple  que  l'équation  (34  ), 
d'après  les  convenances  usuelles,  doit  représenter  un 
cercle.  En  effet,  de  celte  équation  on  déduit  immédia- 
tement 

p  — y.  — /^I^Tp  =o 

et 

(36.)  N(p  — a  — v/^j3;=o. 

où,  d'après  une  formule  importante, 

équation  se  divisant  dans  ces  deux  autres 

(3y)  N(p  — aj=Np,  S(p  — a)3  =  o. 

La  première  relation  indique  une  sphère  décrite  du 
bout  du  vecteur  a  avec  un  rayon  égal  à  la  longueur  du 
vecteur  (3,  et  la  seconde  de  ces  équations  appartient  à  un 
plan  passant  par  \e  centre  de  la  sphère  et  perpendicu- 
laire à  [i. 

Il  n'est  pas  non  plus  difficile  de  montrer  que  l'équa- 
tion (36)  dans  la  théorie  des  quaternions  est  identique 
à  l'équation  (4)  de  la  Géométrie  analytique. 

Si  y,  (/  sont  deux  quaternions  réduits  au  même  déno- 
minateur, de  sorte  qu«î 


(  3H  )  7  ^  -  '  7 


—  —  1 
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nous  Nouions  cljoisir  la  cU'liiiiLion  suivante 

(39)  q+yj-iq=  \ ', 

indiqunnl   que  nous   considérons  une  expression  tie  la 

forme  q -\- \  —  i  </',  ou  un  hiquaternion  de  Haniillon, 
comme  l'ensemble  des  opérations  nécessaires  pour 
lransrf)rmer  un  vecteur  ordinaire  en  bivecteur. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  pourrions  dire  aussi  : 
Un  ])iquaternion  est  l'opérateur  fendant  un  vecteur  en 
bivecteur. 

Da\\?,se?,  ]\[atheniatical papers,  Clillord  adonné  une 
interprétation  des  biquaternions  entièrement  différente 
de  la  nôtre.  La  simplicité  et  en  même  temps  Vacquisi- 
tion  d'une  représentation  géométrique  fies  poijils  ima- 
ginaires me  semblent  deux  n*,'antages  de  V int erprèta- 
lion  adoptée  dans  cette  Note. 

Avant  de  finir,  je  ferai  observer  encore  que  MM.  La- 
guerre  et  Tarrj,  dans  le  Bulletin  de  V  Association  fran- 
çaise pour  r avancement  des  Sciences  {^),  ont  déjà  publié 
quelques  iNotes  relatives  au  sujet  traité  dans  la  première 
Partie  de  celte  Note.  Pour  autant  que  j'ai  eu  l'occasion 
de  prendre  lectuie  de  ces  Aotes,  il  me  parait  : 

i"  Que  les  considérations  des  géomètres  frajicais  ne 
se  rapportent  qu'à  des  figures  planes  (-); 

■i"  Que  leur  interprétation  géométrique  du  point 
imaginaire  résulte  de  la  nôtre,  si  l'on  remplace  le  cycle 
représentant  le  point  imaginaire  par  les  points  d'inter- 
section avec  le  plan  de  la  ligure  (Laguerre)  ou  par  la 
normale  au  cycle  (Tarry  ); 

3"  Que  la  définition  d'une  droite  générale  donnée 
par  Tarry  dans  la  iSote  citée  ne  peut  [)lus  servir  quand 
on  considère  des  figures  à  trois  dimensions,  tandis  qu'au 

(')  Laguerre  n'a  rien  pul)lic  dans  ce  Bulletin. 

{-)  C'est  complètement  erroné  en  ce  qui  regarde  Laguerre. 
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contraire  riiiterprétalion  géomélrique  que  nous  avons 
déduite  dans  les  pages  précédentes  coïncide  avec  celle 
de  M.  Tarrj,  si  deux  coordonnées  seulement  entrent  en 
considération.  C'est  la  dernière  remarque  que  nous  vou- 
lons encore  prouver. 

Quand  l'une  des  coordonnées  disparait,  la  troisième 
équation  de  chacun  des  systèmes  (2^),  (28),  (29)  doit 
être  omise.  On  voit  facilement  que  les  coordonnées  des 
points  d'intersection  du  cycle,  représentant  le  point 
imaginaire,  et  du  plan  de  la  figure  seront 

(39)  x  =  XiZrzy.î,         y  =  yi±x.2. 

En  elïet,  les  droites  joignant  ces  points  d'intersection 
au  centre  P,  du  cycle  sont  toutes  les  deux  perpendicu- 
laires à  OPo  et  d'une  longueur  égale  à  celle  de  OPo. 

A  cause  des  valeurs  (28),  (29)  de  x,,  7  ,,  Xn,  J2i  l*^s 
coordonnées  x,y  de  l'équation  (Sp)  prennent  la  forme 

(  37  =  a' lit  —  b'  Uo  -h  c'         ou         a" Ut  -+-  b" u=>  -+-  c" . 

(40)  j>     ^    •   '       r  ,»  .  "  ,  ^' 
{  y  :=  b  Uy-h  a  i(-2  -^  a          ou         0  «1  —  a  iii-\-  a  . 

si,  pour  abréger,  nous  posons 

a' =  Ux  —  ^2i    b' ^=  cii-T-  bi, 
a"=ai-^b.>,  b"=bi  —  a^. 

ît,,  u-2  peuvent  varier  de  manière  à  obtenir  toute  valeur 
réelle. 

A  chaque  système  de  valeurs  de  ?<,,  «o  ii"f^  couple  de 
points  Q,  R  cori'espond,  liés   par  une   relation  simple. 

En  effet,  si  à  zf, ,  u.,  les  points  Q',  R'  correspondent 
comme  à  «f|,  iio  les  points  Q,  R,  on  aura 

QQ'  =  [«'(  "1—  "1  )—  f^'ii'-i —  "2  )]- 

-t-[6'(  «I —  u\  )-T-  a  { ii-i —  u'^  )]- 
=  (rt'2-^-  b'-^)[{Hi—  u\  )-~{Uï—  II',  )-]. 

RR' '  =  [«"(«<!—  u\)-hb"(it,—  ii',)y- 

-4-[6"(«i  —  u\  ) —  a"{  u-,  —  u\  )]- 

=  («"-+  b"'-  )\(  Ui  —  u\  \--^(  a-, —  a',  )-]. 
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Par  conséquent, 

QQ'       i   /a--^b' 


KR         \    a  ^-^  6  2 

Il  s'ensuit  que  les  deux  points  Q,  R  en  faisant  varier 
«),  «2  décrivent  des  figures  semblables,  et  un  examen 
plus  profond  fera  voir  que  ces  figures  sont  inversement 
semblables. 

Nous  avons  obtenu  que  le  couple  de  points,  qui, 
d'après  M.  Tarry,  représente  ie  point  imaginaire,  décrit 
deux  figures  inversement  semblables,  quand  ce  point 
imaginaire  varie  de  manière  à  décrire  une  droite  géné- 
rale. C'est  la  définition  qui  a  servi  à  M.  Tarry  comme 
point  de  départ. 


\OTE  SUR  LA  CO^VERGEXCE  DE  QIELOIES  SÉRIES; 

Par  m.  E.  CAHEN, 
Professeur  au  lycée  de  Rennes. 


Soit  une  série    7  '^{'^)- 

1 
Soit  ^(/î)  la   fonction   primitive  de  '^(/i),  de  façon 
que  'f  (/^)  =  '}'('/). 

Le  théorème  d(;s  accroissements  finis  donne 

d'où 

n 
1 

11  suffit  de  voir  si  la  foncliou  'h  converge  ou  non  vers 
une   limite   lors(pie  //  augmeiile  indéfiniment,   [)0ui' dé- 
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ciiier  (Je  la  convergence  ou  tle  la  divergence  de  la  série 

1 
Pour    passer    de    là    à    la    sériel   ci(«),    supposons 

que  la  série  ^  ['f  ('^  4- ^«) — '-pC'O]    ^^^^   convergenLe. 

Dans  ces  eondiiions,  la  série  ^'■p(«)  est  convergente  ou 

divergente  en  même  temps  que  la  série  7  ç(/z4-Brt),et 
le  problème  est  résolu. 

Cette  méthode  s'applique,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion '-5(7/). 

Dans  le  cas  particulier  où  cette  fonction  est  toujours 
de  même  signe,  par  exemple  positive,  et  indéfiniment 
décroissante  en  valeur  absolue,  on  retrouve  un  tliéo- 
rème  dû  à  Caucliy. 

Dans  ce  cas,  eu  ellet,  la  série    7   [ci5(«-)-B„) — 'f('0] 

est  convergente,  puisque  o(7^-^-G„)  —  'f(/0  est  <<  o  et 
<^  en  valeur  absolue  que  z>(n-'ri) — 9(")'  La  somme 
des  71  premiers  termes  de  cette  sérieest  donc  <  en  valeur 
absolue  que  cp(i) —  cp(«  +  1)  qui  tend  vers  «p(i).  Donc  la 

série  ^'•p(«)  est  convergente  ou  divergente  suivantque 

cp(;z)  tend  ou  non  vers  une  limite  pour  // =  ce.  Dans 
tous  les  cas,   la   méthode   permet  d'avoir  deux   limit(;s 


de  la  somme  7^  'f{'^),  eomme  on  le  verra  pai-  les  exeni- 

1 
pies  suivants. 

EXEMPLES. 

Premier  exemple.  —  Série  harmonique  :   ^   -• 
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Donc 

log(n  +  .)-log/.  =  ;^; 

d'où  l'on  déduit 

log(n-+-i;— log/i<  -  <  log«  — log(/i  — i) 
et,  par  suite, 

n 

log(At  +  !)<  ^  -  <i  +  logn. 
1 

Si  l'on  fait  croître  n  indéfiniment,  on  déduit  de  là 

n 

'°8('+;;)<2(i-'°8")<'' 

1 
d'où  l'on  déduit  que 

n 


tend  vers  une  limite  C  comprise  entre  o  el  i.  C'est  la 
constante  d'Euler. 

Deuxième  exemple.  —   /^  —  • 

'  ^     ^       n^  '  '^    '       i~  s 

■  (n-l-i)i-^— /t'--^'  _  1  . 

I  —s  ~  («-i-f)„f  ' 

d'où 

(/i -M)i--'— n'-'    ^    I     ^  /z»--'  — (rt  — 1)1-*' 

<  — .  <  ' 

I  —  5  n*  I  —  5 

(/i-4-i)i-'— (     ^V    I      ^  rt'-'— I 


l.V> 


Ceci    prouve  d'aboid  (jnc  si    v  ^  1 ,  la   série  csl  con- 
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vei'gente,  ei  que  sa  somme  est 


Si  .V  •<  1 ,  la  série  est  divergente,  et  l'on  a 


)!-.?_   „.t 


n 

Ce  qui  prouve  que   7     —  ^ tend,  pour 

1 
n  =  ce,  vers  une  limite  C^,  o  <^  C5<<  i ,  généralisation  de 
la  constante  d'Euler. 

Troisième  exemple.  —  >    — ; 


log  log(n -t- i)— loir  lo^r/i  =  ^ — ; ; — > 

log  log(/t-+-  i)—  loglogrt  <  — 

^  Il  log« 

<  log  log (;i)  —  loglog(/i  — i); 

d'où 

log  log(/l  -i-  I) — loglog2<     y     — 

''       "^  '  "        "  ^   /llog/i 

<loglog«  — loglog'i-t- 


alos:'! 


Comme   loglog«   croit  indélinimentj  la  série  est  di- 
vergente et  l'on  voit  de  plus  que 

n 

/    (log  log  «  —  log  log  «j 

tend  vers  une  liniite  comprise  entre 
—  loi;  log'2     et     —  log  log>  + 


i  los^ 
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Oualrième  exemple.  —    >    —. — -— • 

o{n)=  — j — — -  1  <l(n)=  -; — -— j—  1 

n\o^^n  '  a —  i   log-'-'» 

_JL_  r_j î ]  = ^ . , 

-i_r_-^ . ' 1 

i'  I    r         I I 

«log^^rt        a  — I  [log*-i(«  — 1)        log'^-i('*^ 
d'où 

_L_r_j ' 1 

<y  _^ <_L_/_j ^ 

^«log^/i         a  — r  Vlog'''-'2         log'-t-i/J 


•1  loir*  '2 


Donc,  si  a^  i,  la  série  est  convergente,  et  sa  somme 
est  comprise  entre 


et 


(  a  —  I  j  log-^-i  2  (  3:  -  I  ;  log«-i  -2        -2  log'^-^ 

Si  a  ■<[  I ,  la  série  est  divergente.  Considérons 


I  I 


^V«loii^«         1  —  a  lo<j"^-i/iy  ' 
cette  quantité  tend  vers  une  limite  comprise  entre 


et     — 


(i  — a)log«-i-2  (I  — a)log^-» '2        '2  loggia 

Dans  les  exemples  précédents,  la  règle  de  Caucliy  sul- 
firait  pour  décider  de  la  convergence  ou  de  la  divergence. 
Voici  un  exemple  où  elle  ne  sullit  plus. 
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Cinquième  exemple.  —  boiL  la  senc    >   , 

1 
a  étant  quelconque. 

co?,(a\o"n)  ,  sinfalo^/i) 

»    ^        '^  n  '  ri 


Ici  la  fonction  <}(«)  ne  tend  vers  aucune  limite  quand 
n  croit  indélîninient.  Donc,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus 

haut,  si  l'on  démontreque  la  série  7  [-^(«4-  ^„) —  'f  («)] 

est  convergenle,  il  sera  démontré  que  la  série  proposée 
est  convergente. 
Or 


2[<?(«  +  e„)-o(n)]  =  2]i 


cos[a  Iog(« -+- 6rt)]        cos(aIog«)) 
/i  -H  6,j  log  /i         ( 

^  Il  I  cos[a  Iog(/i  -f-  0„)] —  cos(«  logft")  !  -+-  0,j  cos(«  log/i) 
^  «(«  +  6„) 

—  2«  sin    -  logn(rt  -s-  6«)    sini  -  log  (  '  -^-—  )    -l-0„cos(«log/i)! 

r  -     •        V^    0,,  COS(<7  log/l  )  ^  I 

La   série    >    ; r-^^ —  a  ses  termes  <C   en    valeur 

absolue  que  ceux  de  la  série Donc  elle  est  con- 

^  ni  n  —  I ) 

vergente. 

Quant  à  l'autre  partie  de  la  série 

-.>.sin[g|og(n  +  e.o]sin[^log(i-^^)] 

ou  a 

iiiiul  siii     —  logrt(«  -i-  0„)     <  I) 

„„Kl  .in  r^  log^r^  ^  jl  <  mo.l  ^  log(',+  ^j 
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pour  des  valeurs  sultisainmcnl  grandes  de  /?,  a  fo/liuri 

<'uiod Donc  le  terme  irénéral  de  cette  séiie  est  <^ 

en  valeur  absolue  que 

b  b 


n{n  -T-  ()„  )    "  /un  —  i 


Donc  elle  est  convergente. 


!Mème  démonstration  pour 

sin( a  loiTrt  i 


2 

La  même  métliode  peut  servir  à  démontrer  que  les  séries 

2cos(aIog/i)  ^  sinfa  loiï/ii 

nlog/î  j^       nlo<in 


RÉALISATION  ET  ISAGE  DES  FORMES  IMAGINAIRES 
E.\  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  pau  M.  Maximilien  iMARIE 

au   Collège  Stanislas,  à   Sainle-Barbe ,   à    l'École  Sainte-Geneviève 
et  à  l'École  Monge  ('). 


24.  Soit  le  lieu 

jr^  —  a-j  -^  a-  X  —  o; 

l'enveloppe  réelle  des  conjuguées  est  M  A  LO  L'A' M'  et 
l'enveloppe  imaginaire  NOJN'  {Jlg.  3i). 

(')  Suite  et  fin.    Voir  t.  \.  p.    '117. 


(    if>o    ) 
Lt;s  deux  seuls  poinls  criliques  sont  1^  el  L' , 


y  = 


v/3 


X  =±1 


3  v/3 


Supposous  d'abord  que  le  point  oiigine  [.ro,  jo]  st"  trouve 
sur  une  branche  de  deini-conjuguée  tangente  à  la  courbe 
réelle  eu  un  point  de  l'arc  LAM  et  clierclions  à  quelles 


conditions  le  point  mobile  [jr,  j)'],  fourni  par  l'équation 
j-=  la  série,  pourrait  passer  sur  la  courbe  réelle,  ou  sur 
la  conjuguée  c=  x,  près  du  point  L,  sans  que  le  module 

de  [x — d^'o]  dépassât  celui  de  (  — -pL —  Xo  j.  |j  devant  être 
nul,  il  faudrait  pour  cela  que  a  satisfit  à  la  condition 


(a  — ao)--4-  3n  < 


v/3 


^='-^"^^-'^-" 


f^ô 


<o, 


c'est-à-dire  que  a  devrait  rester  compris  entre  les  limites 


3/3 


3/3 
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Si  donc  a,,  est  moindre  que — —et  égal  à  —, \i.  a  pourra 

varier  entre 

•xli,  limite  intérieure, 


3/3 


et 


— —7  limite  supérieure, 
3/3 

et  le  point  [^,  JkJî  fourni  par  la  série,  11e  pourra  pas  pas- 
ser sur  la  conjuguée  c=  oc  près  du  point  L. 

Au  contraire,  si  ao  est  plus  grand  que  ^^-=.  et  égal  à 


3/3 


— —  +  //,  y.  pourra  varier  entre 
3  v/3 


et 


•2«  ,    ,      • 

— ^-!-2«,  limite  supérieure, 

3/3 


— —  j  limite  intérieure; 
3/3 


le  point  [^,j^]  ne  pourra  donc  pas  passer  sur  l'arc  LAM. 

Supposons  le  premier  cas,  c'est-à-dire  y-o  =  — — —  A,  le 

3  v/3 

point  [j:,  j']  ne  pouvant  pas'passer  sur  l'arc  BLB',  sans 

que  la  série  devienne  divergente,  ne  pourra  pas,  à  plus 

forte  raison,  se  rendre  en  L':  le  point  d'arrêt  sera  donc  L, 

Il  en  sera  encore  de  même  dans  le  second  cas,  ou  ao 

aurait  une  valeur  — — +«,  mais  on  en  donnera  une  autre 
3  v/3 

raison   qui    est  que  le  module  de  (a^o — l'abscisse  de  L) 

sera  alors  moindre  que  celui  de  (^0 —  l'abcisse  de  L')  •,  en 

effet,  le  premier  sera 

et  le  second 

Ann.  de  Malhéinat.,  3<^  série,  l.  \.  (Octobre  liSyi.)  3'2 
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Ainsi,  quelque  part  quel'on  plaçât  Je  point  origine,  sur 
nue  demi-conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un 
point  de  l'arc  MAL,  le  point  d'arrêt  serait]  toujours  L. 

De  môme,  le  point  d'arrêt  serait  L',  si  le  point  [^05  JKo] 
appartenait  à  une  demi-conjuguée  tangente  à  la  courbe 
réelle  en  un  point  de  l'arc  M'A'L', 

Cherchons  maintenant  la  courbe  d'équilibre  entre  les 
deux  points  L  et  L'.  L'équation  caractéristique  de  celte 
courbe  est 


mod  (  Xi) —  )  =  rnocl  (  a"o-+-  ■ — t~ 

3/3/         V      3/3 


(;'esl-à-dire 


'"-î73r^"  =  l""37ij"^' 


Celle  condition  paraîtrait  comporter  deux  interpréta- 
tions :  la  première  que  le  milieu  de  la  corde  réelle  passant 
par  le  point  [xq,  J'n]  se  trouvât  sur  l'axe  des  y,  et  la 
seconde  que  le  point  [-^^oij'o]  appartint  à  l'enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  dont  les  coordonnées  sont 
imaginaires  sans  parties  réelles. 

Mais  l'inspection  de  la  figure  monti'e  que,  pour  qu'une 
corde  réelle  d'une  conjuguée  eût  son  milieu  sur  l'axe 
des  y,  il  faudrait  que  cette  conjuguée  touchât  la  courbe 
réelle  en  un  point  de  l'une  de  ses  branches  A  M  ou  A' M', 
et  l'on  a  vu  que  le  point  d'arrêt  est  alors  L  ou  L'. 

La  condition  a  =  o  signifie  donc  que  le  point  origine 
doive  appartenir  à  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  5 
et  le  fait  s'explique  alors  tout  naturellement,  car  il  est 
facile  de  voir  que,  si  le  point  [^oj  JKo]  se  trouve  sur  l'en- 
veloppe imaginaire,  il  pourra  se  rendre  à  l'origine  sans 
sortir  de  la  région  de  convergence;  or  il  lui  resterait  alors 
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juste  le   même   chemin  pour  parvenir  en  L  ou  en  h'. 
Cela  posé,  si  le  point  [^n^  J'o]  appartient  à  une  conju- 
guée tangente  à  la  courbe   réelle  en  un  point  de  l'arc 
LOL',  le  point  d'arrêt  sera  f>  ou  L',  selon  qu'on  aura 


2  a  ay 


3  y/S  3v/3 

c'est-à-dire  suivant  que  a,,  sera  positif  ou  négatif;  ou 
(>ncore  selon  que  le  point  origine  appartiendra  à  une 
demi-conjnguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point 
de  l'arc  OL  ou  en  un  point  do  l'arc  OL'. 

Enfin  supposons  que  le  point  origine  appartienne  à 
une  conjuguée  tangente  <à  l'enveloppe  imaginaire  :  les 
conditions  pour  que  le  point  d'arrêt  soit  en  L  ou  en  L' 
seront  toujours 

mais  il  faut  en  avoir  1  interprétation.  Or,  sur  chacune  des 
demi-conjuguées  en  question,  les  deux  parties  où  a  aura 
des  signes  contraires  sc;ront  séparées  par  le  point  de  con- 
lactavec l'enveloppe  imaginaire;  elle  reste  va  de  soi.  En 
efltt,  les  deux  points  P  et  P'  où  une  même  conjuguée 
louche  l'envcloppcî  imaginaire  ont  respectivement  pour 
coordonnées 


et 


X  —  ^  y  —  I  avef        y  =  ^'  y/ —  i 

■  =  -p  /=r,  avec        7  =  -  ?'  v/=^  , 


de  sorte  que  POP'est  piécisément  une  des  cordes  rebelles 
de  la  conjuguée;  les  autres  lui  sont  parallèles,  de  sorte 
que  la  condition  ao^oexpriine  que  le  point  [jf„,  jo]  se 
trouve,  sui-  la  conjuguée  où  on  l'a  placé,  à  l'extrémité 
d'une  corde  réelle  placée  au-dessous  de  la  corde  (pii  joint 
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les  points  de  coiUact  de  celle  conjuguée  avec  l'enveloppe 
et  la  condition  a  <^  o  exprime  le  fait  contraire. 

25.   Considérons  infini  le  lieu 

y^-h  x^  —  3aa:y  =  o. 
Fie.  32. 


Les  points  critiques  sont  :  l'origine  [x  =  o,  j^  =  o],  le 
point  A  (Jig-  Sa) 

[x=  ay\,  y=  a  1/2] 
et  deux  points  imaginaires  5  le  point  D 


X  =  a\/4 

et  le  point  D' 


3/ I  —yfîyj 

,  y  =a)/ 1  —  ^ 


^] 


/            3/7  —  I  —  V  3  y/—  I  ,   >- 

I  a?  =  av'4 — — }  y  =  a^<^i 


--i  +  v/sV- 
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C(is  ckaix  dcniicrs  apparlieimeiit  à  la  conjuguée 


V' 


langente  à  la  courbe  réelle  en  B  et  à   l'enveloppe  ima 
ginaire  en  D  et  D'. 

Les  asymptotes  imaginaires  du  lieu  étant 


I 

Y  —   - 


^V^lv^.,-^G^/3v/=^), 


on  construirait  aisément  celles  de  la  conjuguée  DBD'. 
Nous  placerons  d'aboid  le  point  origine  [,ro,jKo]  sur 
une  conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point 
de  l'arc  OT',  parce  que,  pour  s'approcher  successive- 
ment des  points  O,  A,D  ou  D',  un  point  [j?,  J  ]  du  lieu, 
qui  partirait  du  point  [xq,  Toj^  ainsi  placé,  devrait  passer 
successivement  sur  toutes  les  conjuguées  du  lieu,  le 
point  de  contact  avec  la  courbe  réelle  de  la  brandie  qui 
le  contiendrait  décrivant  cette  courbe  réelle  dans  le 
sens  T'OCAC'OBT,  et  que,  comme  le  prouvera  la  dis- 
cussion, c'est  précisément  dans  l'ordre  O,  A,  D  ou  D' 
que  se  présenteront  les  points  d'arrêt,  lorsque  le  point 
originaire  [j^oO»]  s'avancera  sur  les  conjuguées  du 
lieu,  dans  l'ordre  qu'on  vient  d'indiquer  pour  le  point 

Le  point  [xo,j  o]  appartenant,  comme  on  l'a  supposé, 
à  une  conjuguée  du  lieu,  tangente  à  la  courbe  réelle  en 
un  point  de  l'arc  OT',  le  point  [x,  j>'],  représenté  par 
l'équation  j^  =  la  série,  pourra  passer  sur  .la  branche 
réelle  T'O,  près  du  point  O,  si  l'on  peut  trou\t'r  sur  cet 
arc  T'O  un  point  [./•  =  a,  j  =  a'],  tel  ([uc 

moc^Xo  —  a)  <  mod(jro  —  o). 
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ou  que 

(a„-a)2+î5|<a,^4-p4. 
c'esl-à-diie 

OU,  comme  a  devrait  èlre  positif, 

se  <  2ao, 

ce  qui  exigera  ([ue  7.^  soit  positif,  c'est-n-dirc  c[ue  le 
point  [-^Oî  J  o]  ï^^  soit  pas  trop  éloigné  du  point  de  con- 
tact avec  la  brandie  T'O  de  la  conjuguée  à  laquelle  il 
appartiendrait. 

Mais  dans  ce  cas,  de  ao^o,  le  point  [-z^,  j]  fourni 
par  la  série  ne  pourra  pas  passer  sur  la  bianche  de  la 
conjuguée  C  =  co  tangente  de  O  à  la  courbe  réelle;  il 
ne  pourra  donc  pas,  à  plus  foi'te  raison,  se  rendre  pi^ès 
du  point  A  ni  près  de  l'un  des  points  D  ou  D',  et  le 
point  O  sera  le  point  d'arrêt  de  la  convergence  de  la 
série. 

Au  contraire,  dans  la  même  hypothèse  où  la  branche 
de  conjuguée  contenant  le  point  [xo  y]  toucherait  la 
courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  T'O,  si  a.Q  était  né- 
gatif", le  point  [x,  y]  fourni  par  la  série  ne  pourrait 
plus  passer  sur  l'arc  T'O,  mais  pourrait  passer  la  branche 
de  la  conjuguée  C  =  ce  tangente  à  la  courbe  réelle  en  O, 
parce  que  l'on  pourrait  trouver  sur  cette  branche  un 
point 

{x  =  —  :c,y  =  cc'zt  p'/^), 
tel  que 


ou  que 

c'est-à-dire 

ou 


raod(^o-+-  ^X  mod(a:o —  o, 
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Mais    alors    !(•    point    [-t.jj  ]   fourni   par  la   série    nt; 
pourrait  pas  parvenir  au  point  A,  parce  que  le  module 

de  (xq —  rt  v4J  seiail  plus  grand  que  celui  de  {x^)  —  O). 
En  ellet,  'x^  étant  négatif,  le  premier  module 

serait  plus  grand  que  le  second 

a^-t-  Pô. 

Ainsi,  dans  ces  dillerents  cas,  le  point  O  sera  et  res- 
tera le  point  d'arrêt. 

Supposons  que  le  point  origine  [-3^0, J^o]  vienne  du 
plan  sur  une  branche  de  conjuguée  tangente  à  la  courbe 
réelle  en  un  point  de  l'arc  OCA.  Le  point  d'arrêt  restera 
le  point  O  tant  que  le  point  [jCo,  To]  u'auia  pas  traversé 
la  courbe  d'équilibre  entre  O  et  A,  courbe  dont  l'écjua- 
tion  caractéristique  est 

mod  (  :ro  —  O  )  =  mod  \Xq  —  as/  ^) 
ou 

c'est-à-dire 

Ainsi  le  point  d'airêt  restera  le  point  O  tant  que  le 
milieu  de  la  corde  réelle  contenant  le  point  [xo,J^o]  l'f^s- 
tera  à  gauche  de  la  droite  CC,  équidistante  de  l'axe  des 
y  et  de  la  tangente  menée  en  A  à  la  courbe  réelle. 

i>c  périmètre  de  la  région  de  convergence  passera  à 
la  fois  en  O  et  en  A  lorsque  le  milieu  de  la  corde  réelle 
contenant  le  point  [.rn,J  o]  se  trouvera  sur  le  prolonge- 
ment de  ce. 
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Enfin  le  point  d'arrêt  se  troiiveia  vn  A  lorsque  le  mi- 
lieu de  la  corde  réelle  contenant,  le  point  [^o^J'o]  se 
trouvera  à  droite  de  C'C. 

A  partir  de  ce  moment,  le  périmètre  de  la  région  de 
convergence  pivolera  autour  du  point  A  jusqu'à  ce  (jue 
le  point  [jru,jo]  vienne  traverser  l'une  ou  l'autre  des 
courbes  d'équilibre  entre  A  et  D  ou  entre  A  et  D'. 

La  première  de  ces  deux  courbes  est  caractérisée  par 
la  condition 


niod  (  Xy  —  a  \f^j  =  mod  \Xo —  «  v4  


M 


ui  se  réduit  à 


—  a,,  v/3  =  —  j3o 
et  la  seconde  l'est  par 

-  «0  y^  =  ?o. 

On  voit  que  les  piemiers  membres  resteraient 
moindres  que  les  seconds  si  le  point  [xo,  jo]  venait  se 
placer  sur  la  branche  de  la  conjuguée  C  =  co,  tangente; 
en  A  à  la  courbe  réelle,  parce  que  y.Q  serait  positif" et  Jj,, 
nul;  par  conséquent,  le  point  A  serait  encoie  à  ce  nao- 
nient  le  point  d'arrêt. 

Supposons  que  le  point  [xq,  To]  vienne  se  placer  sur 
une  branche  de  conjuguées  tangente  à  la  courbe  réelle 
en  un  point  de  l'arc  AO  :  olq  sera  d'abord  positif;  quant 
à  [ïio,  qui  partira  de  zéro,  il  sera  positif  ou  négatif,  se- 
lon que  le  point  [j^oîJo]  se  trouvera  sur  la  branche  de 
droite  ou  sur  la  branche  de  gauche  de  la  conjuguée  qui 
le  contiendra,  en  sorte  que,  si  le  point  [.ro,j)'o]  se  trouve 
sur  la  branche  de  droite  de  la  conjuguée  en  question,  ce 
sera  le  point  D  qui  pourra  devenir  le  point  d'arrêt,  et 
que  si,  au   contraire,  le   point  [xo,j)o]  se  trouve  sur  la 
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branche  de  gauche  de  la   même  conjuguée,  ce  sera  Te 
point  D' qui  pouira  succéder  au  point  A,  comme  point 
d'arrêt. 

Si  l'on  suppose  le  premier  cas,  c'est-à-dire /^o  >  o,  le 
point  D  deviendra  le  point  d'arrêt,  au  lieu  du  point  A, 
dès  que 

—  ao  /s  deviendra  plus  grand  que  —  j^oC^o  étant  positif); 

dans  le  second  cas,  le  point  D'  deviendra  le  point  d'ar- 
rêt, au  lieu  du  point  A,  dès  que 

—  ao  v/3  deviendra  plus  grand  que  ^o  (  ?o  étant  négatif). 

ao  prenant  d'abord  la  valeur  de  l'abscisse  du  point  de 
contact  de  la  branche  de  la  conjuguée  dont  il  s'agit  avec 
l'arc  AO  et  ^o  étant  alors  nul,  ni  l'une  ni  l'autre  des 
deux  conditions  ne  se  rencontrera  que  sur  une  corde 
réelle  de  la  conjuguée,  assez  éloignée  de  son  point  de 
contact  avec  l'arc  AO  et  jusque-là  ce  sera  le  point  A  qui 
restera  le  point  d'arrêt. 

Au  delà  de  cette  corde  réelle,  ce  sera  le  point  D  ou  le 
point  D'  qui  deviendra  le  point  d'arrêt,  suivant  que  le 
point  [.To,  jo]  se  trouvera  sur  la  branche  de  droite  ou 
sur  la  branche  de  gauche  de  la  conjuguée  tangente  à  la 
courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  AO. 

Si  le  point  [.ro,ji'o]  vient  se  placer  sur  la  conjuguée 
à  ordonnées  réelles,  tangente  à  la  branche  T'OA  en  O, 
la  valeur  àey^  s'exprimera  par 

yt)=  ot'o     (a'„  étant  négatif) 

et  les  valeurs  de  Xo  seront  fournies  par  l'équation 

cci  —  3  à  a'u  ./•  -+-  a'J*  =  o  ; 
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la  lacine  réelle  de  cctle  équation  sérail  l'abscisse  posi- 
tive du  point  de  rencontre   de  la    brandie  OT' avec  la 
droi te  j'^  =  a„ ,  mais  ce   point  de  rencontre  n'entre   pas 
eu  question.  Les  deux  autres  racines  seront 

a"o  =  ao  ±  Po  v/—  i  ; 

leur  somme  2  a,,,  ajoutée  à  l'abscisse  du  point  si  tué  sur  la 
branclie  OT'  devra  donner  une  somme  nulle,  par  con- 
séquent 7-0  devra  être  négatif. 
En  consé(jnence,  ni  la  condition 

-3!ov/3<-po 

ne  pourra  être  satisfaite  par  un  point  [jc,,,  J'o]  de  la 
branche  de  droite  de  la  conjuguée  en  question,  et  le 
point  D  aura  définitivement  succédé  au  point  A  comme 
point  d'arrêt,  même  en  supposant  le  point  [•3"o,^d]  J'^- 
défininient  voisin  du  point  O^  ni  la  condition 

—  aov/3<Po 

ne  pourra  être  satisfaite  par  un  point  [o'cjo]  de  la 
branche  de  gauche  de  la  même  conjuguée  en  question,  et 
le  point  D'  aura  définitivement  succédé  au  point  A 
comme  point  d'arrêt,  même  en  supposant  le  point  [xo,jo] 
indéfiniment  voisin  du  point  O. 

Supposons  enfin  que  le  point  [-^o^Jn]  passe  sur  une 
branche  de  conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un 
point  de  l'aix  OT  :  la  courbe  d'équilibre  entre  les 
points  D  et  D'  étant 


(  47'   ) 


(î'est-à-dirc  ^80  =  0. 

On  voit  que  le  périmètre  de  la  région  de  convergence 
passera  à  la  fois  par  les  deux  points  D  et  D'  lorsque  Je 
point  [xo,j)o]  se  trouvera  être  justement  le  point  de 
contact,  avec  l'arc  OBT,  de  la  brandie  de  conjuguée  sur 
laquelle  il  aura  passé,  et  que  le  point  d  arrêt  sera  D  ou 
D',  selon  que  j3o  sera  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  se- 
lon que  le  point  \_Xq,  j  0]  se  trouvera  sur  la  branche 
de  droite  ou  sur  la  brandie  de  gauche  de  la  conjuguée 
sur  laquelle  il  aura  passé. 

Sur  la  convergence  du  développement  en  série  d'une 
fonction  de  deux  variahles  indépendantes.  —  On  trou- 
vera dans  le  second  ^  okune  àa  ma.  Théorie  des  fonc- 
tions de  variahles  imaginaires  ce  qui  concerne  la  con- 
vergence du  développement  eu  série,  par  la  formule  de 
ïaylor,  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes 
X  et  Y,  définie  par  une  équation 

/(X,  Y,Z)  =  o. 

Cette  question,  entièrement  neuve  à  Tépocpie  (  '  ),  est 
ramenée  à  la  précédente  par   cette  considération    évi- 


-(' )  l'^llc  n'aviiil  clc  traitée  auparavant  que  par  M.M.  iiriot  et  IJou- 
(|net.  dans  leur    Théorie  des  fondions  doublement  périodiques.   . 


(  472  ) 
dente  que  le  développement 


f)z  à'-Z   (X  —  37)2 

Z  =  z  -\-  ■ —  (X  —  j")-i-  — h . .  . 

dx  dx^         I  .  2 

dz    .^,  ,  (J-2z     (X  — .r)(Y— jK) 

-f-    ^    (  \    —  r)-r-  2  3—3 ^ 

0[^'^  1.2 


ordonnée  en  groupes  homogènes  par  rapport  à  (X  —  x) 
et  à  (Y  — y),  coïncide  identiquement,  pour  chaque  sys- 
tème de  valeurs  finales  deX  et  de  Y,  avec  le  développe- 
ment de  la  fonction  Z  de  X  seul,  qui  serait  définie  par 

les  équations 

/(X,Y,Z)=o 

et 


X  — X 

^rendrait  le  ra 

Y  — V 
nnort  — — — 

k  étant  la  valeur  que  prendrait  le  rapport  ^^7 — =^  pour 

les  valeurs  finales  qu'on  aurait  résolu  d'avance  de  don- 
ner à  X  et  à  Y;  de  sorte  que  la  question  n'est  autre  que 
celle  du  développement  de  l'ordonnée  Z  de  la  projection, 
sur  le  plan  des  XZ,  de  la  section  de  la  surface 

/(X,Y,Z)  =  o 
par  le  plan 
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LES  CEl\TRES  D'li\ERTIE  DE  LA  MOITIÉ  ET  DU  QIART 
DU  COUPS  ÉPICYCLOIDAL; 

Par    m.    SVÉGHNIGOFF, 

Professeur    au    gymnase    de    TiDïtzU. 


Le  plan  xoy  divise  la  surface  épicycloïJale  et  le  corps 
épicycloïdal  en  deux  parties  égales.  Désignons  par  /  et  L 
les  distances  du  centri;  d'inertie  de  chaque  moitié  de  la 
surface  et  du  corps  au  plan  xy^ 


-  ml  =  T  /    I  z  dS 


ÏT. 

/Il  .lia  f^' 

(i  —  cos/io)sin-^ — ^- do   j     ( /i  +  cosa)  sin  arfs 

=  litt'^ m   I        (I  —  rns n  ',o  )  siii-^  — '-  rt'j  r^ 

Par  suite, 


iG« 


~mL  =  i  f  f  I  cdx  dy  dz  ^  ^    f  f  z'^  dx  dy 

271 

—  —^    I        ((  —  c<)sno)^do  I      (rt  +  C0S2  j  sin^a  f/a 

'"*'     t^O  «-  0 

■î'jna'*    r  "  ,  ,7  S'i-Kun'* 

=  — - — ■    /         (I  —  rf)s«o)+rt©=  . 

3      .7„  '         *  <. 

Par  suite, 
Ann.  de  Mathéniat.,  3"  série,  1.  \.  (Novcmlii'c  1891.)  33 


nit 
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Le  plan  zoj' divise  la  surface  et  le  corps  épicycloïdal 
en  deux  parties  égales.  Désignons  par  t  et  T  les  dislances 
du  centre  d'inertie  de  cliaque  moitié  de  la  surface  et  du 
corps  au  plan  zy\ 

J^  T  n      p  OC  — 271 

/  x'  f/S  =  4  <5t'  ^ 

:   I         cos3 — -  d<\i  I       [«(/?.  sint}/ -)- cos'ii  sinn'I/)-i-('i -+- cosrt'i;)  sin'i/ cos' 

_7Î 

-  m  t  ^=  ^  a*  ■:-   I  cos' — '- 

■^  Jo  '• 

X  [{'in^ -T-  i)  ^in  'l  -i-  1  n  cos'i;  sinn6  +  sirnL  cos  ri'l]  d'\i, 

j., ,            6n-  —  2  n  -r-  5    .    n  —  2  ,        6  n^-\-  2  n  ^-  5    .    n  -h  2  . 
/(•!;= 8 sm-— 6-^ ^ -n— -.^ 

An- — 6n-T-j    .    3n  —  2,        4""-+-6«-i-5    .    3«-^2  , 

sin OH sin o 


16 


16 


in  —  I    .    Dn  —  2,        2/i-i-i    .    j  n  -{-  -2  , 
sin  o  -f- —  sin <ii. 


16 


16 


J-]j  600 /i"  sin—  — 1040/16  —  872/1^-1-960/12  — 12^ 

Par  suite, 

3a  f  73/1'' sin—  — iSo/i^ — logn'' 


■-\-  120/^2 — 16 


(/i2— 4j(9/î2— 4)(25/î^— 4j 

En  posant  /?  ^  1 ,  //=  2,  n  =  ce.  on  a 
ga 


t  = 


7 


^  = 


t  =  -a  — 


iÇta 
75"' 


(   '\7-  ) 


MT 


—  (7  /    /    l  x'  dx'  dy'  dz 

•^  -  -  ^ 
^  -  a.     - 


Imt  =  ^'  y"  "/(-i^)^^. 


80  /l2  -i- 

-35 

sin 

1 

8 

i 

-f- 

i5n-- 

^1 

«  + 

/ 

sin(n  —  I)']; 


sin(n  +  i)(}>- 


2n- — i4w-;-7  . 


sin(2/i  —  \)'b 


H ; -?in(2«-i- r  )i sin(J/i  — 1)0/ 

4  •  2  ' 

/i^  -I-  3  «  -1-  [    . 

H ^ sin(3n-}-r)6 

4  'i  —  I    .     ,  ,  ,  ,         4  /î  -î-  I    .    /  ,  X  , 

H -^ —  sin(  4/?  —  i)'l/  H ^ —  sin(4n-!-  1)0, 

16  '  ■'- 


i(i 


•  0 

Par  suite. 


36o 


/i*(  I  — cos- j — 5i2/i^ — 384«*+i9-i/i- — 16 
(n^— i)(4n2— i)(9rti— I) 


\a    45/i^  (  I  —  cos  -  j  ^  64 /i^ —  !\?in* -r-  24  n- —  2 
~  5-(/i2— ij(4/r^— ij(9rt2— I) 

En  posant  /i  r;=  i ,  /i  =  2,  «  =  oc,  on  a 


T  = 


i  G  a  04  a 

_ 5  1    —    — : 


T  =  —  —  ''  '  " 

~       2  45  Tl 


D'après  cela,  il  est  facile  de  déterniinei-  la  position  du 
centre  d'inertie  de  la  moitié  ou  du  quailicr  de  la  sur- 


(  476  ) 
face  et  du  corps  épicycloïdal .  En  calculant 

il   I   I  z'^  dx  dy  dz 

=  -    /  /  z^dxdy 

=  -—    /        d — cos/i'-^ydo  I        (n -+-cosa)  sin^a  r/a, 
on  a 


i6  8o 


NOTE  SUR  LA  SÉRIE  2  ^''^"î 

Par  m.  E.  G4HEN, 

Professeur  au  lycée  de  Rennes. 


Pour  5  =  G, 

1 

u 

I  —  u 

Pour  s  =  i, 

u 

^             (i 
1 

-uf 

(mod  u  <  i). 


(mod  «  <  i). 


En  général ,  s  étant  en  tier,  ^  n^  u"  =  — — — -^^  >  A  res- 

1 
tant  fini  pour  a  =  i . 

Je  me  propose  d'étendre  cette  proposition  au  cas  de  s 
quelconcpie  ^  o. 


(  477) 
On  a,  pour  toule  valeur  de  s,  ii  étant  un  entier  >>  i , 

(s-M)C.ç-h2)...(5-+-n)  r(s-f-i~)  ^        ^     ^,^ 

"^ V:^Ji -TTÏ7'       «<-<'(^)- 

La  série  proposée  peut  donc  s'écrire 

'^   (s-+-l)(5-H9.)...(5-|-«)  r(s-(-l) 

K  H-     >    — ^ 11'^. 

^^                     I  .  2 .  .  .  rt  !-!-£« 
2 

Appelons  a  et  |j  deux  limites,  l'une  inférieure,  l'autre 
supérieure  au  nombre > 

2 

On  voit  que  la  somme  de  la  série  est  comprise  entre 

'V'  (5 -f- l)(5  -4-  2).  .  .(5-4-  /O  x^, 

^  I.2...rt  ^  ' 

2 

et 

'    ^  1.2. ..re  ^  '        ' 

2 

c'est-à-dire  entre 

f,  +  ar(5  +  I)  [(7^;-^  -  I  -  (5  +  i)«] 
et 

«-t-pr(5  4-i)[— -i^,  -i-(5  +  i)u]; 

ce  qui  démontre  le  théorème. 


(')  Voir  Seruet,  Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  t.  II, 

p.   180. 
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REMARQUES  SIR  LA  THÉORIE  DES  FO\CriO\S  ABÉLIE.WES; 

Par  m.  J.  DOLBNIA,  à  Nijni-Novgorod. 


1. 

Ou  sait  que,  daus  l'étude  des  fonetious  abélieuues,  on 
peut  se  borner  à  la  cousidératinu  du  cas  particulier, 
quand  l'équation  fondamentale  algébrique  irréductible 
ne  possède  que  les  points  critiques  de  second  ordre. 
Nous  nous  occuperons  des  intégrales  abéliennes  de  pre- 
mière espèce,  c'est-à-dire  des  intégrales  conservant  une 
valeur  finie  sur  toute  la  surface  de  la  splière. 

Supposons  que  les  intégrales  abéliennes  dépendent 
de  l'équation  algébrique  irréductible 

qui  possède  les  points  critiques  de  second  ordre.  Autour 
de  cliacun  de  ces  points  ne  se  permutent  que  deux  des 
n  racines  de  l'équation.  Dans  chaque  lacet  nous  distin- 
guerons le  commencement  et  la  fin;  ainsi  le  commence- 
ment du  lacet  (Z»)  est  le  point  Oo,  la  fin  O!,  ;  il  est  inu- 
tile d'ajouter  que  les  points  O),  O,,  02>  O.',,  ...  sont 
infiniment  voisins,  ou,  si  l'on  veut,  coïncident  avec 
l'origine  des  coordonnées.  Néanmoins,  pour  plus  de  dé- 
termination, nous  |)rendrons  que  l'origine  des  coordon- 
nées se  trouve  toujours  au  point  O) ,  et  nous  supposerons 
que  la  variable  complexe  se  meut  toujours  dans  la  même 
direction  indiquée  par  les  flèches;  celte  direction  sera 
positive.  La  propiiété  fondamentale,  bien  connue,  delà 
Ibuction  algébri(|ue  j  est 'la  suivante.  En  partant  de 
l'origine  des  coordonnées  0|  et  l'n  se  uiouvant  successi- 


(  4:9  )  , 

vetiienl  par  lous  les  lacets,  nous  reviendrons  à  l'origine 
des  coordonnées  avec  la  même  racine  qu'au  commence- 
ment. 

i-ig.  I. 


Nous  donnerons  le  nom  de  première  feuille  à  la  sur- 
face infinie  sur  laquelle  la  fonction  j,  arrive  à  l'origine 
des  coordonnées  avec  la  même  valeur,  en  variant  conti- 
nuellement par  tous  les  contours  élémentaires  dans  la 
même  direction  (dans  notre  recherche,  cette  direction 
sera  toujours  contraire  à  la  direction  de  l'aiguille  de 
l'horloge)  5  la  surface  ayant  le  même  caractère  pour  la 
fonction  j^  portera  le  nom  de  seconde  feuille  ;  en  gé- 
néral, une  surface  possédant  le  même  caractère  pour  j'^/t 
sera  la  feuille  A"^^""®.  On  peut  supposer,  si  l'on  veut,  ces 
feuilles  superposées  comme  dans  le  système  de  Rie- 
mann -,  mais  nous  employons  l'expression  yézf///e  dans 
le  sens  d'un  simple  terme,  ne  joignant  à  ce  mot  aucune 
signification  matérielle.  Si  la  fonction  r,  après  avoir 
passé  par  !a  variable  complexe  du  lacet,  arrive  à  l'ori- 
gine des  coordonnées  avec  une  valeur  nouvelle,  nous 
dirons  que  le  lacet  est  actif;  si,  au  contraire,  dans  les 


(  l8o  ) 
mcmcs  condi Lions,  la  ruiicLion  lu;  cliai]i:;c  j>as  de  valeur, 
nous  dirons  (jue  le  lacet  csl  j)assi/.  Si,  autour  du  point 
critique  c,  se  permutent  deux  racines  JiiJ/c,  le  lacet 
(c)f  joue  sur  deux  feuilles  un  rôle  actif.  Pour  déter- 
miner les  numéros  de  ces  feuilles,  il  faut  agir  de  la  ma- 
nière suivante.  Partons  de  l'origine  O3  du  lacet  c  avec  la 
racine j)^j  et  avançons  dans  la  direction  positive  jusqu'à 
ce  que  nous  arrivions  à  l'origine  des  coordonnées  0(. 
Si  nous  sommes  arrivés  au  point  O)  avec  la  racine j^^? 
nous  dirons  que  le  lacet  (c)^,  avec  son  indice  i,  appartient 
à  la  feuille  A.  Partons  ensuite  du  point  O3  (l'origine 
du  lacet  c)  avec  la  racine^'/f  et  avançons  dans  la  direc- 
tion positive  jusqu'à  l'origine  des  coordonnées  0(.  Si 
nous  sommes  arrivé  au  point  O,  avec  la  racine  jKb? 
nous  dirons  que  le  lacet  (c)^^  avec  son  indice  Z:  appar- 
tient à  la  feuille  13.  l>a  propriété  des  lacets  énoncés  ci- 
dessus  entraîne;  une  propriété  encore  plus  intéressante 
que  nous  expliquerons  par  un  exemple.  Posons  que  le 
lacet  (c)^  permute  deux  racines  j/,  J'a  et,  par  conséquent, 
appartient  par  ses  indices  aux  deux  feuilles  A,  B.  Partons 
dès  l'origine  des  coordonnées  0(  avec  la  racine  j^^^  "ous 
arriverons  au  point  O3  avec  la  racine  yi',  après  cela,  il 
faudrait  traverse!-  le  lacet  (c)^et  alors  la  fonction  dans 
le  point  O3  acquerrait  la  valeur  j/,-.  Si  nous  passons 
directement  du  point  O3  au  point  O^,  sans  décrire  le 
lacet  (c)*,  nous  arriverons  au  point  0|,  avec  la  racine  y, 
et  non  avec  la  racine  r^  comme  il  l'aurait  fallu.  Mais 
sortir  du  lacet  (c)^,  avec  la  racine  yi,  signifie  y  entrer 
avec  la  racine  j'/^.  Et,  comme  le  lacet  (c)'-  appartient 
par  son  indice  A  à  la  feuille  B,  l'omission  du  lacet  actif 
(c)f  équivaut  au  passage  à  une  feuille  nouvelle.  D'où 
suit  la  conclusion  : 

Si  l'on  fait,  à  la  place  oii  se  liouve  le  point  criti- 
que c^   la  coupure  des  deux  feuilles    A,  B  de  manière 
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que  le  point  critique  disparaisse  pour  toujours  et  que 
Von  coiunience  le  mouvement  au  point  0^  avec  la  ra- 
cine y  ^^  en  traversant  la  coupure,  y  ne  change  pas  de 
valeur,  mais  le  mouvement  Jiejera  que  passer  dans  une 
feuille  nouvelle. 

Thkorème  I.  —  Si  Von  part  de  V origine  des  coor- 
données 0)  avec  une  racine  de  l'équation 

et  si  l'on  se  meut  dans  la  direction  positive  en  passant 
successivement  d'un  lacet  à  un  autre,  on  peut  choisir 
des  lacets  tels  qu'en  les  supprimant  complètement  on 
parvient  au  passage  conti/iuel  d'une  feuille  à  une 
autre  jusqu'à  ce  que  toutes  les  feuilles  soient  épuisées; 
après  quoi  s'effectuera  le  passage  de  la  dernière 
feuille  à  la  première  ;  en  opérant  ainsi,  nous  ferons 
autant  de  tours  complets  qu'il  y  avait  de  feuilles  et 
nous  foj-merons  autant  de  coupures  qu'il  y  avait  de 
feuilles  moins  une;  chaque  feuille,  pendant  ce  mouve- 
ment, sera  passée  en  entier  et  seulement  une  fois. 

Démonstration.  —  Soit  Je  point  O  l'origine  des  coor- 
données, et  JM  le  premier  point  critique  que  la  variable 
complexe  doit  décrire  (le  point  M  est  tout  à  lait  arbi- 
traire). Posons  que  le  mouvement  commence  à  la 
feuille  A  \  par  conséquent,  on  part  de  l'origine  des  coor- 
données avec  la  racine  j^^  et  l'on  commence  le  mouve- 
ment dans  la  direction  positive.  Parnii  les  lacets  actifs 
appartenant  à  la  feuille  A,  prenons  arbitrairement  un 
seul  pour  la  formation  de  la  première  coupure.  Posons 
que  le  lacet  destiné  à  la  coupure  joue  un  rôle  actif  sur 
deux  feuilles  A  et  B  ;  soit  ce  lacet 

«(A.  B). 

Coupons  deux  feuilles  A  ei  H  par  la  ligne  inlinie  Oa. 
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Alors,  pendant  le  luouvement  eonlinuel  delà  vaiiabh; 
coiiijdexe,  nous  décriions  dans  la  feuille  A  l'angle  MOa 
et,  parla  coupure  Ort,  nous  passerons  dans  la  feuille  B. 

Fijï.2. 


I 


La  seconde  coupure  d<»it  servir  au  passage  dans  une 
feuille  nouvelle.  On  peut  passer  à  la  feuille  nouvelle 
soit  de  la  feuille  B,  soit  de  la  feuille  A;  cela  dépend 
entièrement  de  notre  volonté.  Si  nous  voulons  passera 
une  feuille  nouvelle  de  la  feuille  A,  après  avoir  fait  le 
premier  tour,  nous  arriverons  à  Torigine  des  coordon- 
nées avec  la  racine  jij;  le  second  tour  commencera  à  la 
feuille  B  et  nous  devrons  décrire,  dans  cette  feuille, 
l'angle  MO <ï  jusqu'à  la  coupure  Oa'^  par  cette  coupure 
nous  passons  encore  à  la  feuille  A  et,  par  une  nouvelle 
coupure,  de  la  feuille  A  dans  une  nouvelle  feuille, 
comme  nous  l'avons  voulu.  Mais,  si  nous  voulons  passer 
dans  une  nouvelle  feuille  de  la  feuille  B,  ce  passage 
devra  s'eiFectuer  pendant  le  piemi^r  tour;  il  faudra  alors 
faire  une  nouvelle  coupure  dans  l'angle 
«O.M  =27r—  MO  a; 


(  4«3  ) 
la  ligDC  Od  inarfjuora  celte  coupure.  Cette  coupure 
existant,  le  passage  dans  une  nouvelle  feuille  s'accom- 
plira pendant  le  premier  tour.  En  eiFet,  par  la  coupure 
Oa,  nous  passerons  à  la  feuille  B  et,  par  la  coupure  OJ, 
à  la  feuille  D;  et  comme  nous  ne  rencontrerons  aucune 
coupure  donnant  un  passage  à  une  nouvelle  feuille,  le 
premier  tour  sera  terminé  à  l'origine  des  coordonnées 
et  dans  la  feuille  D,  par  conséquent  avec  la  racine  j^d- 

Le  second  tour  commencera  à  la  feuille  D  et  y  conti- 
nuera jusqu'à  la  rencontre  avec  la  coupure  Od  par 
laquelle  le  mouvement  passera  dans  la  feuille  B.  Comme 
nous  n'avons  pas  voulu  passer  de  la  feuille  D  à  une 
feuille  nouvelle,  nous  devrons  effectuer  ce  passage  de  la 
feuille  B  ou  de  la  feuille  A.  Sur  notre  ligure,  le  passage 
est  elfectué  de  la  feuille  W  par  la  coupure  O/"  dans  la 
feuille  F,  où  le  second  tour  sera  terminé.  Plus  loin  il 
faudra  avoir  soin  de  passer  de  la  feuille  F  à  une  nou- 
velle feuille.  Si,  pour  une  cause  quelconque,  nous  n'a- 
vons pas  trouvé  nécessaire  d'elfectuer  un  passage  direct 
de  la  feuille  F  à  une  feuille  nouvelle,  commençons  le 
troisième  tour  dans  la  feuille  F,  où  nous  continuerons 
le  ujouvemenl  jusqu'à  la  rencontre  ave('  la  coupure  O/ 
par  laquelle  nous  passerons  dans  la  feuille  B,  où  nous 
terminerons  le  troisième  tour. 

Pendant  le  quatrième  tour,  passons  pai-  la  coupure  aO 
dans  la  feuille  A  et  ensuite,  par  la  coupure  O^,  dans  la 
feuilleC,  plus  loin,  par  la  coupure  O  e,  dans  la  feuille  E, 
où  nous  terminerons  le  quatrième  tour.  S'il  n'y  a  plus 
de  nouvelles  feuilles,  le  quatrième  tour  se  terminera 
dans  la  feuille  E.  Pendant  le  cinquième,  passons  par  la 
coupure  Oe  dans  la  feuille  C,  où  nous  terminerons  le 
cinquième  tour.  Pendant  le  sixième  tour,  passons  par  la 
coupure  Ob  dans  la  premièie  feuille,  où  nous  termi- 
nerons   le    sixième    mouvement.    jNous    avons     eu    six 
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feuilles,  nous  avons  fait  aulaiil  de  lours  et  eiiKj  cou- 
pures. Le  inouveinenl  dans  une  feuille  quelconque  coui- 
m(;nce  depuis  la  coupure  avec  l'indice  de  cette  feuille 
et  continue  jusqu'à  une  nouvelle  coupure  avec  ce  môme 
indice.  Outre  cela,  le  mouvement  ne  se  répète  plus 
dans  le  même  ordre.  Pour  cette  raison,  le  mouvement 
dans  une  feuille  quelconque,  par  exemple  B,  aura  lieu 
dans  les  angles 

aod  -T-  dof  -~  foa  =  2-. 

Ainsi  le  théorème  est  prouvé.  Voici  un  exemple  : 
Soient  neuf  feuilles  marquées  des  numéros  i,  2,  ...,  9. 
Par  les  points  critiques  sont  faites  des  coupures  dont 
l'ordre,  pendant  le  mouvement  dans  la  direction  posi- 
tive, est  le  suivant 

a(i,2),     ^'(1,3),     c(2,4).     <r/('2,5), 
e(3,9),    /(4,6),     *-(-5,8),     /i(i,7)- 

Le  Tableau  ci-joint  contient  les  angles  décrits  dans 
chaque  feuille  pendant  chacun  des  neuf  tours  : 


Numéro 

de  la 

feuille. 

Tours 

1. 

9. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

1  .  .  .  . 

MO  a 

» 

» 

» 

» 

aob 

» 

bOh 

h  OM 

2  . . . . 

«Oc 

» 

cOd 

» 

dOM 

MO  a 

» 

» 

» 

3  . . . . 

» 

» 

» 

» 

» 

bOe 

eOM 

MO  6 

» 

4.... 

cO/ 

/OM 

MOc 

» 

» 

)) 

1) 

» 

» 

0  . . . . 

» 

» 

dO^ 

.-OM 

M  Or/ 

» 

» 

» 

M 

G 

/OM 

MO/ 

n 

» 

» 

» 

)j 

» 

» 

7  . . .  . 

» 

» 

» 

» 

). 

» 

» 

AOM 

MO  h 

8 

» 

)) 

gOM 

MO,^ 

» 

» 

» 

» 

» 

9  .... 

» 

« 

» 

» 

» 

eOM 

noe 

» 

» 

Théorème  IL  —  Prenons  dei^x  intégrales  abéliennes 
indépendcuiLes,  de  jf/eniière  espèce,  u  et  v.  Si  nous 
intégrons  suivant  le  contour   déterminé  par  le  théo- 


(  4H^^   ) 
rème  précédent,  l'inlégrale 


sera  égale  à  zéro. 


f 


u  di' 


Pour  démontrer,  remarquons  que  l'intégrale  prise 
suivant  la  totalité  de  tous  les  lacets  actifs  d'une  feuille 
quelconque  dans  la  direction  positive,  d'après  le  théo- 
rème de  Caucliy,  est  égale  à  zéro,  puisque  l'infinité 
n'est  pas  le  point  critique  de  la  fonction  j'^  dont  dépen- 
dent les  intégrales  abéliennes. 

Indiquons  l'intégrale  prise  dans  la  totalité  des  lacets 
actifs  de  la  première  feuille  par 

H(I), 
pour  la  seconde  feuille 

H(1I;,     ...: 
alors  nou  savons 

H(l)=  H(1I)=  11(111)  =  .. .=  o. 

Nous  désignerons  ainsi  l'intégrale  prise  suivant  une 
partie  du  contour  de  la  feuille  par 

P 

H(A), 
a 

où  a  est  l'indice  de  la  racine  avec  laquelle  l'intégration 
a  commencé,  [i  l'indice  de  la  racine  avec  laqu<'llc  l'in- 
tégration a  été  terminée,  A  l'indice  de  la  feuille  où 
l'intégration  a  eu  lieu.  Enfin  l'intégrale  prise  suivant 
un  lacet  quelconque,  nous  désignerons  ainsi 

où  a,  [i,  A  ont  la  signification  indiquée  ci-dessus.  Ad- 
mettant ces  significations,   supposons  que  nous  avons. 
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par  exemple,  eiiiq   feuilles,  et   les   coupures  sont  laites 
dans  l'ordre  suivant 

a(I,  IJ).     ^*(I,  III),     c(II,  IV),     d(\\,\). 

Posons  encore  que  le  lacet  a  permute  les  racines^/, 
Yxi  1<3  lacet  [h)  permute  les  racines  yeijmi  't;  lacet  (c) 
permute  les  racines  ynijp-,  f'iifiu  le  lacet  (^f)  permute 
les  racines  Jqiyr-  Lt;  premier  tour  donne  pour  l'inté- 
grale la  signilication 

(i)  H(I)+H(II)+H(IV). 

lin 

Le  deuxième  tour  donne 
(9.)  H(IV)-^H(lI)^-iuV). 

4  /.  q 

Le  troisième  lour  d(jnne 

(3)  H(V)+H(II). 
Le  quatrième  tour  donne 

(4)  H(ii)-H(i)+iinn). 

2  /.  / 

Enfin  le  cinquième  lour  donne 

171  I 

(5)  H(I1I)+H(I;. 

En  ajoutant  (i),  (2),  (3),  (4),  (o),  nous  aurons 


/ 


ac)P  =  H(I)-l-H(IIj4-H(IVj-f-H(lV) 

lin  4 

-4-H(II)+H(-V)^-HLV;-t-H(II; 

/'  7  5  '• 

k  /  3  m  I 

-^H(II)-t-H(I)+Ii(III)+H(III}+H(I) 


(  48-  ) 
l 

i  uàv  =  n(I)+i7r(I)  +  Aj(n) 

H-H(II)+np(II)  +  /?n(IV) 

i 

-h  rH(IV)-i-H(IV)+jo«(rV)J 

-^npill)^ïî{ll)  +  gr{U) 
P 

-f-[^/-ry(V)+H(V)+H(V)] 

r  2 

^ki(U)-{-  ik(l)-i-H{l)^  lm{l) 

k 

[3  7«  "1 

w/(III)-{-H(III)+H(III) 

+  m/(III)H-/w(I)-i-H(I). 

m 

En  remarquant  que 


H(IV)^H(IV)-^/?«(IV)=  H(IV)=o, 


r^(V)+ H(V)-^  H(V)=.  H(V)=  o, 

3  »t 

»iZ(III)+H(III)-vH(III)=H(III)=o, 


nous  aurons 


fudi-  =  H(I)-+-iA'(I) 

+  rA:i(II)-t-  H(II)~/i/?(II) 

+  H(II)+ gr(II)-f- H(II)-- H(II)1 


P 
k  m 
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En  remarquant  f[uc 


Ai(U)-^U{\\)—np(i\)^U{n  I 


qr{U}^  H(II)+II(II)---  II(Il)=o. 


nous  aurons 


/ 


urjv  =  H(I)--  i/c{l)-^  Hfl) 
1  /■ 


^//n(I)^H(I)  =  H(I)  =  o. 

m 

C.   Q.    F.  D. 

II. 

Les  deux  théorèmes  prouvés  donjient  la  possibilité  de 
trouver  un  lieu  entre  les  périodes  des  deux  intégrales 
abéliennes  indépendantes  de  première  espèce.  Posons 
que,  moyennant  les  coupures,  le  passage  continuel  d'une 
feuille  à  une  autre  est  garanti  d'après  le  théorème  pre- 
mier; l'intégrale 


./ 


Il  dr 


suivant  le  chemin  indiqué,  est  égale  à  zéro.  Considérons 
un  point  critique  quelconque  a  permutant  deux  racines 
yoi->  y^'i  soit  le  lacet 

Ml 

appartenant,  par  l'indict;  a,  à  la  feuille  A  el  par  l'indice  ^ 
à  la  feuille  B,  ce  qui  est  indic|ué  sur  la  Jlg.  3. 

Posons  que,  pour  le  passage  de  la  feuille  A  à  la  feuille 
B,  existent  deux  coupures  :  l'une,  par  le  point  criti- 
que £^,  donnant  le  passage  de  la  fi-uilh*  A  h  la  feuille  C, 
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et  la  seconde,  par  le  point  critique  c"' ,  donnant  passage 
de  la  feuille  C  à  la  feuille  B. 

Posons  qu'en  effectuant  l'intégration,  nous  ayons  déjà 
passé  dans  la  feuille  A  et  ensuite  dans  la  feuille  B.  Au 
moment  où  nous  arriverons  à  l'origine  des  coordonnées 

Fis.  3. 


'^la.^"  (A,B  ) 


avec  la  racine  j'^,  l'intégrale  u  a  une  certaine  significa- 
tion déterminée;  désignons-la  par  Q.  Alors,  décrivant 
l'angle  MO  «dans  la  feuille  A,  nous  arriveions  à  l'origine 
des  coordonnées  ayant  la  signification 


,/  =  Q 


"(A). 

A 


Après  le  passage  du  lacet 


parla  variable  complexe,  l'intégrale 


,/" 


Ov 
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(  19^  ) 
acquerra  la  valeur 

(6)        I       =rQ--H(A)l     I      Ovr_,—  ïq^Ûi\)-hoL'6(X)\f    d^'^ 
ou.  désignant 

nous  aurons  pour  (  6'  ;  l'expression 


(7) 


Pour  le  même  point  critique  dans  la  feuille  B,  nous 
trouverons 


(8) 


(  iQ-^Hf  A  1^  a3(A)-i-H(Aj--H(Cn-  HfB) 


fh: 


et  comme  le  lacel 


(a)S(A,  B) 


n'appartient  qu'aux  deux  feuilles  A  et  B,  la  partie  de 
l'intégrale 

/  Il  Ov 

correspondant  à  un   seul  point    critique   sera  exprimée 


(   i9'   ) 
par  la  somme  (j),  [H)  et,  par  conséquent,   sera  égale  à 


/  B  [i 

[rA)^H(C)+H(B;i-^niB 

/  /  B 


'   i  /  B  fil  "1 

H(A)^H(Ci-^H(B)^H(B)     (I^-  I4). 

_ri         !         /         n     J    ' 

La  quantité 

/H  ? 

H(A)+H(C)-+-I1(B)^H(B), 

pi  /  u 

que  nous  désignerons  par 


formera  la  période.  Désignons  encore 

r  ''        I  '^f  _  I  «    . 

'^,3  ""  *''ji.  —  '^l'ia  ' 

alors  la  partie  de  rinlégraic 

correspondant  à  un  seul  point  critique 

^Jf(  A.  B), 

f 

s'exprimera  par 

Si  nous  désignons  les  points  critiques,  sans  compter 
ceux  par  lesquels  les  coupures  sont  faites,  par 

alors 

/      I 

.Maintenant  il  faut  prendre  soin  que  1  é(pialion  (q)  ne 


(  49^^  ) 
contient  que  les  périodes  d(!s   deux   intégrales  u  et  s>. 
Comme  l'intégrale 

f  ch- 
relativement  au  lacet 

que  nous  avons  désignée  par  Lj^,  désignons  l'intégrale 

/  du 

relativement  à  ce  même  lacet  par  ^"/j-  Raisonnant  rela- 
tivement à  l'intégrale 

comme  nous  avons  raisonné  relativement  à 

nous  avons  l'équation  analogique 

/  ^  lit 

1  =  1 

où  E  est  formé  des  L  comme  Q  est  formé  des  ^  ;  et  par 
conséquent 

i=zjn  i  =  m 

(10)         2"'"'^?'='^=^2'^'"^^:^'="- 

Choisissons  maintenant  les  lacets  fondamentaux  qui 

pourraient  servir  au  passage   de  7  ,  à    toutes  les  autres 

racines 

yi,    73,      .-.,     JKa.     JK,3 JK«, 

et  désignons  par  L^  1»  valeur  de  l'intégrale  u,  prise  sui- 
vant les  lacets  fondamentaux  unissant  j,  avecja5  soitVa 
avant  la  même  signification  pour  l'intégrale  ^'.  Si  nous 


(  493  ) 
posons 

on  peut  écrire 

mais  alors  chaque  quantité  Je  la  forme 
donnera  une  période  que  nous  désignerons  ainsi 

D'où  il   suit  que  la  partie  droite  de  l'équation  (lo) 
ne  changera  pas  si,  dans  chaque  quantité  delà  forme 

on  substitue,  à  la  place  de 

T  "' 

la  péinode 

et,  par  conséquent,  la  partie  gauche  de  la  même  équation 
ne  changera  pas  à  la  suite  d'une  telle  substitution,  et 
nous  aurons  l'équation  (q  )  dans  la  forme 

;  =  m 

(11)  2""'^^^^' P.)"''' 

équation  donnant  le  lien  entre  les  périodes. 

Si  nous  désignons  par  N  le  nombre  des  points  criti- 
(jues  de  l'équation 

v\   par  //  le  nombre  de  ses  racines,  nous  aurons  (n     -  i) 
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lacels  fonclanientaux ;  de  même  le  nombre  des  coupures 
sera  (« —  i). 

Comme  les  périodes  (L)  qui  ne  contiennent  que  les 
lacets  fondamentaux  sont  égales  à  zéro,  le  nombre  de 
toutes  les  périodes  de  l'intégrale  abélienne  sera 
2/)  =  N  —  i{n  —  1  )  =r  /n . 

L'application  des  lliéorèuies  démontrés  aux  intégrales 
lijpereJliptiques  est  surtout  intéressant.  Prenons  deux 
intégrales  hyperelliptiques  indépendantes 

r  f{.r)dx  r  iù(x)dx 

"  =    /       / ~  '  "  =    /       /  ' 

J    v/HuO  J    v/R(^) 

où 

R(x)  =(.r  —  ai)(x  —  a.^ )...{x  —  a-jp)  (x  —  a^p+i  )  {x  —  «2/^+2  ), 

/(x)  et  'f  (x)  sont  des  lonctions  entières  dont  les  degrés 
ne  surpassent  pas  (/>  —  i).  Posons  que  les  points  criti- 
ques sont  disposés  sur  le  plan  dans  l'ordre  marqué  par 
leurs  numéros. 
L'équation 

a  seulement  deux  racines  et,  par  conséquent,  il  v  a  deux 
feuilles;  cliaque  point  critique  appartient  à  deux 
feuilles  et,  par  conséquent,  il  suffit  défaire  une  coupure 
(ju'il  faut  tracer  de  l'origine  des  coordonnées  par  un 
point  critique  quelconque;  menons  la  coupure  Oa.,p^-2  '■> 
il  faudra  faire  deux  tours.  Le  premier  tour  donnera  : 

pour  le  point  critique  «,, 

I      II  ()v  -+-   j      (  2  A 1  —  u  )  r)i,^  r=  2  A 1  B 1  ; 

•  A)  •  (1 

pour  le  point  a..,^ 

(  2  .\  J  —  Il  )  fhr 

—  ^    (2A,  — 2A2+«)r;r  =  -4AiB2-i-2A2B2; 


(  4y5  ) 

pour  lo  point  r/,;), 

4(  Al  — A.2)B3-i-'^.A3B3; 
pour  le  point  «4, 

-4(Ai- Aa+AsjBi^-aAiBi,      ...; 
enfin  pour  le  point  rt.,/)4-n 

4(Ai  —  AaH-.  .  .H-  A2,/)  Bap-t-i  -+-  2X-2p-i-iB.2p+i- 
Le  second  tour  donnera 

—  4(Ai  — A,-!- A3  —  AiH-. . .— A2P-+-  A.2/,-M)Bi-t-  -lAiBi 

—  4(A2  —  Aa-f-  Ai  — -4-  A,;, —  A2/j+i)B2-4-  2A2B2 

—  4(A3—  Ai-t- —  A^p-h  A2;,+i)B3-h  îAsBs 

—  KAi- AgH- -T- A2/;— Aap+OBi-haAiBi 


Âi-^ip  Aqp-l-l    )   B2/,  -T-     '2A2/JB2/, 

4  A.2/J+1  B2P+1  -^-  2  A2/.+1  B2/)-ri- 


Par  conséquent 


,/ 


u  àv  =  —  4  (  -'^1  —  -^2  )  B2 

--4(Ai  — A,)B3 
-4(Ai-A2+A3-AOBi 
^4(A,— A2-hA3— A^Bs 


—  4^Ai  — As^- A3- 
-^4(A,-A2^A3- 

-^4(A2-A3-t-A4- 

—  4(^2 AsH-  A;- 

^4(A4— As-f- A5- 


^2p-l 


A2/;)B2/j 


. -f-  A2;,-i  —  A.2p)B2p-+-l 

•+  X^p A.2p-t-l)Bi 

. -!-  A2P A2/,+l)B2 

.--A, 


2/)- 


A2;,+l)B3 

4(A2;7—  A2,>+i)B2,,  =  o; 


(  49<^  ) 
d'où  il  suit 

4  (  A,  -  A,)  (B,—  B3  + . .  .-^  B._f,—  B.p^i ) 
—  4(81  —  3,)  (A,— A3  +  ...+  A2;,-A,/,+i) 
-f-4(A3  — A.)(Bi-Bs-H...--B2p— B,,,+i) 

-^  4(^2/J-l  —  -^2p)  {"ip B2/J+1  ) 

—  4(B2p-l B2/,  )  (  A2/, A2/J+I  )=  o. 

Eu  posant 

2(Ai  — A2)=W,,  ■2{Bi  —  B2)=t2- 

2(A3—  Ai;=W4,  2(63—  Bi)=:£i. 


■2(  Ao/,-! A2/j=  Wj/,.  2(132/^-1  —  B2/^)=  îo/j- 

2(A2 A3-f-.  .  .-r- A2/; A2p+i)=  (Oi, 

2  (  A4  —  A5  -f-  .  .  .  -h  Aop  —  Aop^i  )  =  W3 , 

7 

2(A2/j A2;^+l  )=  t>J2/,_i, 

2(B2—  B3^...^B2p-Bo,.+l)=  £,. 


nous  aurons 


2  (  B.yp  B2/J+I  )  =   £2/)-l  , 

i=p 

\    Coj,,_i  Î2:—  ^2/-!  KJ2/)—  O. 

Dans  cette  forme  remarquable,  on  a  presque  inimé- 
diatenienl  une  relation  entre  les  périodes  de  toutes  les 
intégrales  abéliennes  de  première  espèce.  Pour  éviter 
les  abstractions  inutiles,  analysons  en  détail  l'exeuiple 
emprunté  de  l'Ouvrage  de  Clebsch  et  Gordan  :  Théorie 
der  ahtlsclien  Fanclionen,  1886.  Les  discussions  que 
nous  offrirons  possèdent  la  généralité  nécessaire.  Les 
points  critiques  sont  disposés  dans  la  direction  positive 
dans  l'ordre  suivant 

«i,2'       «2,35       «li.       «!,'.'       «ï,i'       «1,3> 
<^2,ii       '''1.2-       ''!.:5)       ^2"','       <"'i.'l-       '''"i 
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Dans  les  lignes  suivantes  est  présenté  le  rapport  de 
chaque  lacet  à  deux  feuilles;  les  numéros  des  feuilles 
sont  indiqués  par  les  chiffres  romains  avec  la  condition 
que  l'indice  arabe  de  gauche  corresponde  au  même  indice 
romain.  Ainsi  nous  avons 

al,,(I,  II),     a|. 3(111),     «Î..(II,  IV).     a|. 4(111,  II), 

a^,i(I,  III),     aî,3(IV,  III),     al^{U,l).     rtf,,(III,  I), 

«9..(IIL  IV),     aïo.dV,  II),     «i,'i(III,  IV),     ai\(IV,  III ,). 

Les  coupures  sont  faites  à  travers  les  points 

a6,3(IV,  III),     a^.,(II,  I),     a?,2(III,  I). 

Après  la  formule 


--"'Lg/'y.  =    H(A)-t-H(C)m-H(B)-fH(B 


nous  avons,  pour  le  point  «]^(1,  II), 
pour  le  point  a',  .,(1,  III), 

C  li     -4-T«—  "^l     -I-  '^*     -4-  ^i     -t-^'J      -^  3"  -4-  ^'-  )  L'2      • 
t.  ^^S4  ^^  ""^42     '     ~*2  1  ^^  ""^li  ^^  ""^4  2  ^^  "^2  3     '     ""^3  4  ^^  ""^i  3  ^  ^3  2  ? 

pour  le  point  a'I,^  (II,  IV), 

(  %'*    -^3'    -^3M-i- vl,'2_L.  32 

\'*+2'  23'  3+'  -*3'  32 

q4      _^.  T5     _i_  -^9     _L.    TIO     .      -au     ,      es  12  ,  I   3 
"^24     '     -^43     '     ^^32^^  ^^24^^  -^^43  ^^  ^^34  /  ^41 

—  \  ^^2  3  ^^  ^'3  4  ^^  -^*4  2  ^  *-'l  4  > 

pour  le  point  «.'^(III,  II), 

(,"■^2  3^^  ^^3  4  ^^  -'■4  3^^  -^3  2^  '^2  4  • 

pour  le  point  a?^,^(l,  III), 


(    l9fi  ) 
pour  if  point  ci;l^(lll,  IV  ), 

pour  Je  point  rt^!J(II,  IV  ), 

V~^2  1      '     ^^1  i  ^^  ^^i2  ^^  ~'2  3  ^^  "^3  4 

-4-  I;ï12  _.      TI2     _■      Ti     -4-3»     _!_   119      ^110 

—  rTl      _i-   T3         1      "^11      .      T12  _L    TI2      _i_   <Î15     WIO. 
_(  -.-1,1  -T-  -^14  -t-  -«Si  -f-  ^n^^  -h-  -n^j-t-  -'^4  3  ;  1-'2  1  î 

pour  le  point  a.j  J  (lllf  IV), 

('Ti2_^'a2    -L  T*    -4-3.3    _i_  39    -4- 31"  1  1,11  • 

(^T^.j     .     ^-132  -^2  4  ^^  -^^4  3  ^^  ^^3  2  ^^  ''^2  4 />  ^4  3  J 

pour  le  point  rtjijl  III,  IV  ), 

1-^.3,-1-^1,4     .     -^4  3  -I-  -«3  2  ^^  -'^2  4  ^^  -"4  3  /  ^3  4- 

En  posant  que  les  lacets 

«Î.4-       «4,2'        «2,ï 

sont  des  lacets  fondamentaux,  nous  aurons 

"3  3      —    T4      —1''      —   I  3      —    [   4      —   I  9      —  n 

'^^14—   "•^42—    ^^23—  '"14—   1^4,-1^,3  —  0. 

Nous  aurons  la   relation  entre   les  périodes   dans  la 
forme  (11): 


(i3) 


V-"2  3  ^  ^^3  4  '•^4  2  -'  ^"2  1 

-+-^-n,2     .     ''^4  3  ^^  ^"2  4  ^  -^4  3  ^  ^'3  4  /  '-'2  3 

-4-C211      -t-  T-     -:_  310  _^    91  1  1  _L_   T12\  I  5 
-i-V-«i2  ^^  -^^23     '     ^^24  ^^  -^43  ^^  -^34  /  ^"34 

_L_  (T  2      _^    1  .S      _   T  1  0  _i_    T  1  2  >  T  1  1 
^^V^»2  3     '     ^^3  4  ^^42     •      ""^3  4 /'"S  4 

-|-(^^T2  3  ^^  '^3  4  ^^  "^4  2     '     ''*34/'-'43- 


L'expression  (i  3)  est  symétrique  par  rapport  à  3  etL. 
Les  deux  premières  lignes  contiennent  les  deux  mem- 
bres symétriques 

■3211  T  1       T  2      . 

-.T^3  J>.^  ,,        -^1  2  '-'2  3  ' 

0 

par  conséquent,  prenons  les  deux  premières  lignes  pour 
le  point  de  départ  de  noire  transformation  et  formons 


(  499  ) 
le  binôme  symétrique 

(li)  '  <.-^23^--^34-^^i2) 

1  V-M.l      _|_T5     _flO_.ril_iTl-2i 

Faisons  la  soustraction  (i3),  (i4)  5  nous  aurons  évi- 
demment pour  résultat  une  l'onction  symétrique  sem- 
blable et,  avec  cela,  le  nombre  des  lignes  sera  diminué  de 
deux  unités.  Ainsi  nous  avons  pour  reste 

Nous  avons,  par  conséquent,  la  relation  entre  les  pé- 
riodes dans  la  foi-nie  suivante  : 


(i5) 


x(Ll3  +  L|,-^LlO)-(^l3-*-^l4  +  5ll^) 
x(Ll,  +  L|3-L|0-f-LU+L|!)] 
^[3i?L|,-5Vi,L|«]+[3imt-^ilLn]  =  o. 


+  3U  +  :i>i. 


Les 

périodes 

norma 

lies 

sont 

Wi  = 

5Vh  + 

313-r-a-- 

M. 2  = 

^l3- 

^1, 

.  ^-^i-i, 

0J3  = 

5V|2, 

M'^  = 

2^3  4' 

W3  = 

""34' 

toe=3U; 

z,  =LU+Lt3i42-^Mi-m- 

î.,  =  L'2.  -f-  L',  -i-  LM!, 

^4=144, 

S,    -LU, 

=-6     —    1^3  V  • 

Il  est  facile  de  prouver  (jue  rliaeune  des  péiiodes  (  1  3) 
s'exprimera   par   une    fonction    entière   et    liru-aire  des 


(  5oo  ) 
périodes  normales  avec  les  coefficients  dz  i .  Nous  avons 
évidemment 

a|3  -  3  j,  -  aïO  -  5VH  =  CO,  -  (Oc. 

On  peut  former  aussi  les  périodes  normales  par  d'au- 
tres moyens.  Par  exemple,  posons 

(^-*^2  3  ^^  ^^3i^^  ^^i2^^  -^^Si  Ji.^2  3^~  '-'3  4  ^  ^4  2  ^^  ^3  4  J 

1.^^23  ""^34     ■     '*^42     ■     '**34M^23  ^3  4     ■     ^42     '      *-34/ 


En  faisant  la  soustraction  de  ce  binôme  de  (i3),  nous 
aurons  à  la  place  de  six  lignes  seulement  quatre  : 

I  <-^2  3  — ^3  4- 

I    +(^i2-^i3 

Posons 


(i6) 


T  1 0  i  I  1 

T  10  1   12 

-^2  4-'  '-'2  3 

3i,)Lîo 


-(3|3--3^,^3J0KL}2-Lh-Li0;=a)3E4-s3on. 

En  faisant  la  soustraction  de  ce  binôme  de  (i()  ),  nous 
aurons 

"■^3  4  ^^4  2  ^^4  2  '-'3  4  —  '"ô  =-6         =-5^^. 

Par  conséquent 

•         ^2=^|3-^t4-^lS-^H: 
0)3=51}, _3J3^310, 

0)5=   5V|,. 

co«=5i!!;. 


(   '^oi    ) 
Les  périodes  (i3)  s'exprimeront  au   moyen  des  pé- 
riodes normales,  de  la  manière  suivante  : 

5^i2- 2lf3- a'^-^  5ll>  -  5^11  =-  COi-  0.,--  0.3, 

%\,_-  ^U-i-  3ill^  3ill^  ^11=   Uii  —  LO,-^   W3-^tO4-0J«, 
5l|  ,  -T-  5II3  -+-  5II4  -T-  3^11  -h  51^?  —   Wj W.,  -I-  W3-i-  W^-i-  tOg, 

-*2  3     '     ~*3i^-^i2  -»:ji—  ^^"1? 

-^23^^14-^-2^'?  —  3^3  4=  ^-^i. 

La  propriété  des  périodes  obtenues  à  l'intégration 
immédiate  de  s'exprimer  par  une  fonction  entière  et 
linéaire  des  périodes  normales  avec  les  coefficients  :3=  i 
peut  être  prouvée,  en  général,  de  la  manière  suivante. 
Effectivement,  après  l'intégration,  nous  aurons  une  re- 
lation entre  les  périodes  à  laquelle  nous  pouvons  donner 
la  forme  suivante  : 

{a\  -^al  -^al  -+-... -h  rt/J  6' 
'-{al  -\-  a'I  -^  al  ^-  .  .  .-T-  af^)  b- 
Ul)  ■-(^a\^al^al---...^al)b^ 


_(^a';'-^a^^a^'-i-...^af;^Jb-^P=o, 

où  les  lettres  a  et  b  marquent  les  périodes  des  intégrales 
qui  contiennent  des  cycles  simples.  Pour  former  la  pre- 
mière paire  des  périodes  normales,  on  prend  deux  lignes 
quelconques  du  (17);  soit 

«}  -!-  al-T-  al-^. . .—  al^=  wi, 
rtf  -^  «?  -!-  «5  -^ . .  .  -i-  a,' r=  co,. 

En  retranchant  de  (17)  li'  binôme 

W]  Î2  —  -I  "^2 

et  en  désignant,   (mi    général,   par  af  le  nombre  égal  à 


(  5o2   ) 
zéro  ou  à  ±  i .  nous  aurons 

(^a]  -h  al  -~  al  -^ ...  -h  af-^  aj  toj  -^  st^  oj-,  )  b'^ 
-(af  -T-  a|  -T-  rt:j  -f-. . .-;-  a/  -;-  a}  oj]  -^  a^  0J2)  ^>^ 

(18)       '     — Cq^ô_4_  «1  _u.  ^/.| -4_.  .  ._;_  <7  3  _}_  2t5(,j,  _  alio,)  6^ 

/      'P  iV  IV    ,  .         'P  'P  •■>/'  ,   /  •, .. 

-  (  ^j  -f-  a;  —  (7-  -f- . .  .  -^  «;.  ^  -i-  a ,  ojj  ^-  a;  0J2  j  w- /'. 

Posons  que,  pour  la  formation  de  la  seconde  paire  des 
périodes  normales,  on  prend 

rt^  -^  «I  -1-  . . .-+-  af  -h  af  oj]  -^  3t|aj2  =  «03, 
«î  -^  (7  j  — .  .  .—  af  —  oi\  oji  —  y.'%  0J2  =  104  ; 

en  retranchant  de  (18)  le  binôme 

«0,3  Ï4 £•,  OJj.. 

nous  aurons  pour  reste 

{a\^-  a\-^  al-i-  .  .  .  —  af  -^  af  0;,  —  a^  ^2  —  s;:^  C03  )  b-' 
—  {a\  —  a%-^  al  —  .  .  .—  af^—  'x\  tO]  —  ai  oj,  -+-  y.'^  0)3)  (^^ 

^  (  af  -  af  ^  af  ^ .  .  _  «f  _  af  oj,  ^  af  (o.,  -  af  0.3  )  62/'. 

En  continuant  cette  transformation  nous  aurons  dé- 
fi ni  ti  veinent 

122   =   W2. 

iii  =  —  a'f  oj]  —  a^  W2  —  ws: 

il\   =  —  Oi\  (0|  —  a|  0)2  —  (O;. 
t\  '>!'  '>P 

il,,,  =  —9-   '.j,— a;  i<Ji  —  ...-T'i-j.2,,. 


(  5o3  ) 


SUR  LES  FORMES  QIADRATIOIES  ET  SLR  L'É014TIO\ 
DITE  E\  s; 

PvR  M.   H.  LAURENT. 


Les  mélliodes  connues  pour  la  discussion  de  la  fa- 
meuse équation  en  5,  que  l'on  rencontre  dans  une  foule 
de  théories  et,  en  particulier,  dans  celle  des  plans  prin- 
cipaux des  quadriques,  ont  l'inconvénient  d'être  trop 
particulières  ou  de  s'appuyer  sur  des  identités  déduites 
de  la  théorie  de  la  multiplication  des  déterminants,  qui 
n'est  pas  exigée  parles  programmes  officiels.  \  oici  une 
nouvelle  démonstration  très  générale  et  qui  ne  présente 
pas  ces  inconvénients;  elle  est  d'ailleurs  fort  simple, 
comme  on  va  le  voir. 

Soit  «//=  aji-  Il  s'agit  de  trouver  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  la  résultante  en  .v, 


(i) 


«21 


ai  2 


.  ««1  (f,iî 

des  équations 

(riii—  s)j-i 


O, 


(V 


s).r, 


,-t-  a,„.r„=  o. 


(«««  — -S'IJ"/; 


ait  une  racine  double,  triple,  etc. 

Rien  n'enipèche  de  su|)poser  que  la  première  des 
équations  (2)  est  précisément  Téquation  S  ^^  o  elle- 
même;  il  suffit  de  supposer  que  x,.  .r> r„  y  sont 

remplacés    par   leurs    valeurs,  tirées  des    autres   équa- 


(  5o4  ) 
lions  (■/).  auxquelles  on  peut  adjoindre 

(  2 )  Xl  -î-  xl  -^  .  .  .  -h  Xfi  =  O 

(bien  que  cela  ne  soit  pas  nécessaire,  la  démonstration 
se  faisant  aussi  bien  en  supposant  x,i=^  i).  En  égalant 
alors  à  zéro  la  dérivée  du  premier  membre  de  la  pre- 
mière formule  (2)  prise  par  rapport  à  s,  on  aura  la  con- 
dition pour  que  S  =  o  ait  une  racine  double  ;  en  prenant 

cette  dérivée,  on  introduira  les  quantités  — ^  qui  devront 
être  éliminées  en  faisant  usage  des  autres  formules  (2) 
également  différentiées^  ainsi  l'équation  -^  =  o  sera  la 
résultante  des  équations 


Ci) 


provenant  de  l'élimination  des  dérivées  -r^;  et  aussi  des 
quantités  Xi  à  l'aide  du  système  (2  ).  Or,  si  l'on  multi- 
plie la  première  des  ériualions  (3)  par •.  la  seconde 

i  '-  '  <J('ii 

par  7   •••7  la  ji^^"^*^  par  -^—  et  si  on  les  ajoute,   on 

trouve,  en  observant  que  S  =  o, 

àS              oS                        dS 
Xi xo h . . .  -r-  J"„ =  o  ; 


,             X  dxi 
^«'       'Us 

dx^                         dxn 
a,,  ^j^     ;  ...  :    «.„   ^^^         .r,  =  0, 

dx, 
^''"    ds      ■   '' 

dxj                                    dx„ 
ds                                       ds 

dxi             dx=>                       dxii 

xi  — 1-  Xi  -Y-'  -4- .  .  .  -h  ir„  —j—  —  0, 

ds              ds                         as 

mais  Xi,  Xo,  .  •  -,  en   vertu  de  (2  ),  sont  proportionnels 

-  =^  - —  1=  .  .  .     donc 
o         dani 

»    ■ 

\dau/         \àa.i/  "^■•-  '     \da„J   ~ 


,     dS       dS  (JS  , 

a  -; — 5  =^  - —  1=  .  .  .  ,  donc 

» 


(  .>o5  ) 
Telle  est  la  forme  que   l'on  peut  donner  h  l'étiuation 
-—  =  G-  en  la  combinant  avec   S  =  o,   cela   exige  que 

tous  les  mineurs  de  S  soient  nuls,  si  les  «/y  sout  réels. 

Clierclions  la  condition  pour  que  S  =  o  ait  une  racine 
lrij)le;  des  considérations  analogues  nous  conduisent  à 
didéicntier  les  formules  (3)  et  l'on  a 

d-.T  d-T,,         dxx 

i(fM  —  s)  -|—   —  .  .  .  -ha,,,  —-^5 2-—  =o, 

ds'  ds-  ds 


En  multipliant  la  seconde   par = »  la  suivante  par 

...  et  en  les  ajoutant,  on  a 


ds    (Jaiiddii  ds    UftiiOciis 


=  o; 


mais —7-^ j  -7—,...    étant  proportionnels   n    leurs  coefn- 

ds      ds  '       ^ 

cients,  on  a  encore 

d,  S  à, S 


=  o, 


et  ainsi  de  suite. 

L'esprit  de  cette  métliode  s'applique  encore  dans  une 
foule  d'autres  circonstancfîs  :  par  exemple,  dans  la  théo- 
rie des  intersections  des  coniques  et  des  quadtiques. 
Pour  ne  pas  trop  allonger  cet  article,  nous  considé- 
rerons seulement  les  applications  aux  quadri(|ucs. 

Soient  /'=  o,  ^  =  0  les  équations  de  deux  quadi-i- 
ques,  /"et  i,""  désignant  des  fonctions  de  .T\  j%  z,  l  liomo- 
gènes.  JNoiis  ferons 

Anii.  de  MuLlicnint .,  '.V  <:-v\c.  I.  \.    (  Nnvoiiihrc  1^91.)  3"» 


(  5o6  ) 
Clici'clions  un  point,  r,  »',  ^,  t  ayant  nièinc  plan  polaire 
par  rapport  aux  Jeux  cjuadriques,  il  sera  déterminé  par 
les  équatious 


^1 


■A 

ft2 


■Il 


ou,  en  égalant  ecs  lapports  à  —  .?, 


(0 


j  /i  -^  ,^i  ■'<■  =  o> 


A- 
A- 


^îS  =  o, 
ff-.s  ~  o. 


Si  l'on  élimine  ^r,  j)'^,  ^,  ^  entre  ces  formules,  on  obtient 
du 


en 


(|ui,  en  général,  aura  quatre  racines  distinctes,  à  clia- 
cune  desquelles  correspondra  un  point  .r,  y,  z,  t  donné 
par  les  formules  (4)j  tout  cela  est  bien  connu. 

I  °  Je  dis  que  si  V équation  S  ^  o  a  une  racine  double, 
les  surfcices  f  ■=■  o,  »  =  o  sont  tangentes.  En  eiïet, 
l'équation  S=o  peut  être  considérée  comme  étant  la 
première  des  équations  (i),  où  .r,  j  ,  z  sont  remplacés 
par  leurs  valeurs  tirées  des  autres  formules  (i).  En  dif- 
iérentiant  ces  équations,  on  aura 


(/h  + 

,^-11-0 

d.r 
cls 

-i- 

ij\ï-' 

'  S 

,dv 
^'-'^  dS 

+  (/.:) 

-1- 

A'ia-? 

dz 

ds 

-1- 

A'i 

^=  <), 

</21  + 

.^215.) 

d.r 
'ds 

-^- 

ifn^ 

S 

,dv 

+  (.A, 

■+- 

.•?'23«) 

dz 
ds 

- 

f(i 

=  "t 

CAi  +  é'iiO  -fs  "^  ^■■^"'"'  "*-*■'  "^ 


Un  en  lire 

f    . 

f\\-^  f^w^     J'\ï^--  f^\iS     J'y.- 


-+-(.A3-^/?-VJ-0 


(  ■'''!  ) 
ajoutant  les  lignes  avec  la  dernière  après  les  avoii-  mul- 
tipliées par  x,  7',  2r,  /,  on  a,  en  vertu  de  (i)  et  du  théo- 
rème des  fonctions  liomogèues, 


/i 


./. 


'125      fi, 


gl^S 


d'où  l'on  conclut  ^  =  o  et,  par  suite,  en  vertu  de  (i), 
fz=o.  Les  surfaces  ^  =  G,  y=  0  en  l(,*ur  point  com- 
mun .r,  j)%  z  sont  donc  tangentes. 

2"  Cette  démonstration  est  en  défaut  ([uand  les  mi- 
neurs de  S  sont  nuls,  car  le  multiplicateur  de  g,  dans  la 
formule  précédente,  est  nul.  ^lais  alors  les  formules  (i) 
se  réduisent  à  deux  distinctes;  il  y  a  une  infinité  de  pôles 
a",j)  ,  z  en  ligne  droite  répondant  à  la  racine  double; 
la  droite  de  ces  points  rencontrey=  o  en  deux  points 
où  l'on  a  aussi  ^^  =r  o  :  les  surfaces  f=  o,  ^'"  =  o  sont 
alors  bitangeutes;  elles  se  coupent  d'ailleurs  suivant 
deux  courbes  planes,  puisque  y -f-A^  =  o  représente 
alors  deux  plans. 

3"  Si  tous  les  mineurs  de  second  ordre  de  S  étaient 
nuls,  un  raisonnement  analogue  prouverait  que  S  =  o  a 
une  racine  triple  et  que  les  ])oles  correspondants  .z",j%  z 
seraient  dans  un  plan;  l(!s  dvu\  surfaces  y"=  o,  g=  o 
circonscrites  l'une  à  l'autre  se  toucheraient  suivant  un(.' 


couroe  plane 


M> 


(  5û8  ) 


^OTE  SUR  m  DÉVELOPPEllENT  DES  QIA\'TITÉS  IVWIÉRIOUES, 

m  vmmn  mim  amlogie  avec  celii  m  frac- 
tions CONTINTES  ; 

Par  m.  E.  GAHEN, 

Professeur  au  lycée  de  Hennés. 


1.   Soit  une  quatiliié  numérique  x,  en  appelant  a,  sa 

partie  entière 

I 

.To  étant  <^  I . 

Soit  Uq  la  partie  entière  de  x^. 

"û  <  ^0  <  l'o  +  1  , 

—  est  une  valeur  aiiprocliée  de  —  par  excès,  à  moins  do 

«0  "^  '  -^0  ^ 


On  peut  donc  poser 

I  I 

.r  =  «1  H ■  —  , 

I                  I  ... 

—  <C   a  fortiori      <i. 

En  appelant //,  la  partie  entière  de  .r,  on  peut  écrire 

de  même 

I  r 


■r  —  <7 ,  -4- — 

Un  "i  T2 


et  ainsi  de  suite 
Finalement 


I  I  I 

(l)  T  =  Oi^, 1 

"o  "l  "2 


(  5o9  ) 
et  Teireur  commise,  quand  on  s'anèle  au  leinie  —  ,  est 

U,i 

du  signe  de  u,i  et  plus  petite  eu  valeur  absolue  que 


"«(«/t-Hi) 


2.   On   peut   développer   x  par    une    série    analogue 
d'une  façon  un  peu  différente. 
Soit  <7|  la  partie  entière  de  x 


I 

^0 


Soit  Uo —  I  la  partie  entière  de  Xq,  jt-  est  une  valeur 

de  —  approchée  par  défaut  à  moins  de  y —  fT  ^'^^ 

I 
-,  ,  -, près. 

On  peut  donc  poser 


(•^ 

0 

( 

X  = 

1 

U„(U 

«1 

0 

— -     a 

■I) 

I 

forti 

et  ainsi 

de  suite. 

Final 

ement 

37  =  «1^- 

I 

I 

ri 

■  H-  . . 

I 

L'erreur  commise  en  s'arrètant  au  terme  jr-  est  posl- 

tive  et  inférieure  à 

1 

U„(U„  — I)" 

3.  Le  développement  eu  séries  de  cette  nature  n  est 
évidemment  possible  que  d'une  seule  manière.  Si  x  est 
incommensurable,  le  dévelop[)ement  est  évidenunent 
illimité.  Je  dis  que,  si  xest  conunensurabb.',  !<•  dévelop- 


(   5io   ) 
peinent  est  liiui Le.  Considérons,  par  exemple,  le  dévelop- 
pement en  série  (i). 

Je  peux  supposer  x  <^  i  pour  ne  pas  embarrasser  les 
calculs  du  terme  irrégulier  «,. 

Soit  alors 


A,  B  étant  entiers  : 


X  =  — t 

B 


A  _    (  II 

B  lf^,  lli  U-i 

Considérons 

A i_ (  B  —  A  ;<„  )  _  _  Ao 

B        «0  ~~  B«o        ~       B,/ 

en  posant 

Ao  =  B  —  A  «0) 

Bq  =  B«o; 
A         II  Ao  I    _  Bo— Ao«i  _  A| 

B  Mo  "l  Bo  M]  Bo«l  Bi 

en  posant 

Al  =  Bo  —  Ao?/i, 

B,  =  Bo«i. 
D'une  façon  générale, 

A__j[_^_i -4-_L_iV' 

Bo  «0  «1        •  •  •—  11^^        J}^^ 

Ayj  =     By,_l  A/;  -1    U  ,,^ 

B/,  —  B/,_i  II  p. 

Je  dis   (pie  les   nombres  entiers   A^  vont  en  décrois- 
sant, c'est-à-dire  cpie 

B;,-      A/;«;,^,<     A/, 

ou 

B/,   '^    U,,+i  H-  1 

Or  c'est  ce  qui  lésulle  de  la  façon  même  dont  la  série  a 


(  5m   ) 

été  formée.  On  a  déterminé  «/j+i,  jiislcuiciil  par  la  con- 
dition 

Up-hl  Dp  llp+i-i-I 

Les  nombres  entiers  et  positifs, 

allant  en  décroissant,  Tun  d'eux  est  forcément  nul  et  la 
série  est  limitée. 

Exemple  : 

3>5  _  I  i 

ii3  ~  7        791 


4.  Pour  qu'une  série 


I  I  r 

a,-\ H ... 

Mo        "1        "2 

soit  une  série  de  la  forme  (i),  il  faut  et  il  suffit  que,  pour 
toute  valeur  de  //, 

j i_  I     _  I 

Si,  en  effet,  cette  condition  est  remplie,  on  voit  faci- 
lement qu'en  développant  la  quantité 

I  I 

X  =  ai-\ h... 

«0        "1 

en  série  (1),  on  retrouve  justement  ce  développement. 
De  même  pour  une  série 


"•"-ïï;-^ïï^ 


la  condition  est  que 


•      +...< 


Co>si':Qri:jNCK.  —  Si,  dans  une  série  illimitée  de  lu 


(  5r.  ) 
forme 


I  I  I 

Ua        Ui         Ui 


OU  a,  pour  toute  valeur  de  «,  ou  tout  au  iiioins  à  partir 
d\ine  certaine  vcdeur  de  7i,  constainnieiit 


> 


la  série  a  pour  somme  un  nombre  incommcnsiinible . 
Eu  particulier,  celle  condition  est  remplie  si 
I  I 

OU 

I  I  [  I 

Uni  Uii-r-  \}  Uri-i-l  Uii-^i  U'i-^S 

ce  qui  donne  des  caractères  peiinetlant  de  reconnailre 
si  Ja  somme  d'une  série  est  un  nondjie  incommensu- 
rable. 

On  aurait  un  théorème  analogue  pour  la  série 
III 

Une  telle  série  représente  un  nombre  incommensurable, 
si  l'on  a  constamment 

1  I  I 

> 


U„(U„— 1)      u„+i    ■   U„+2 
Exemple.  —  Soit 


I        I        I 


chaque  dénominateur  est  égal   au  précédent  multiplié 

par  lui-même  plus  un. 

On  a  donc  ici 

I  _      I 


(  5'3  ) 
et,  [)ar  coiiM'qucnl, 

I  I  II 

Donc  la  série  a  pour  somme  iin  nombre  iiKominen- 
surable. 

ylut.re  cxenip/e.  —  La  série  donl  le  terme  général  esL 


„1.2.:i...« 

ff  étant  >>  I . 

On  voit  facilement  (jiie  la  somme  de  celle  série  est 
incommensnrable. 

D'ailleurs  Liouvillc  a  montré  que  c(;tle  somme  n'est 
pas  non  plus  un  nombre  algébrique. 

5.  On  peut  généraliser  le  résultat  précédent,  en  consi- 
dérant des  séries  de  la  forme 


UO  1/ 1  112 

ou 

'^)  _j_  «"t  ^  ^ïi  _^ 

«0  "l  «2 

j/o,/i|,  .  ■  .,  i'(),»'i,  •  .  .  étant  des  nombres  entiers. 

On  démontrera  sans  peine  que  la  somme  de  la  pre- 
mière est  un  nombre  incommensurable,  si  Ton  a  con- 
stamment 

En  particulier,  cette  condition  est  remplie  si 


ou  si 

C/;  +  l  C„-|-.i  <V,  4_-î        ^  ('„ 


l',i  +  l  "n-h-2  ««+3  "ni'f/i-^i) 

La  somme  de  la  seconde  s(''rie  est  un  nombre  inconi- 


(  -^'4  ) 


mcnsiirahlc,  si 


n-^l  »  //-^-2 


< 


««+1  "«-f2  U„(M„—  1 


CO\COURS  D'A1)11ISSI0\  A  L'ECOLE  CE\TIMLE  E\  1891 
(SECONDE  SESSION). 


Gévrnélne  analytique. 

On  donne  deux  axes  rertangulaires  et  un  cercle  C  passant 
par  l'origine  et  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  x  = > 

y  z= .  Dans  ce  cercle  on  mène  deux  cordes  de  longueur  rf, 

•^  ■?.  .  " 

passant  par  l'origine.  D'un  point  de  l'axe  des  :r,  dont  l'abscisse 

est  p,    on  mène    des   droites  perpendiculaires   à   ces   cordes. 

Gela  étant  : 

1°  On  demande  l'équation  A  du  lieu  des  points  tels  que  le 
produit  de  leurs  distances  aux  cordes  soit  dans  un  rapport 
donné  À  avec  le  produit  de  leurs  distances  aux  droites  perpen- 
diculaires à  ces  cordes  et  le  lieu  des  centres  des  coniques 
représentées  par  l'équation  A  lorsque  X  varie; 

•}°  On  discutera  la  nature  des  coniques  représentées  par  l'é- 
quation A  ; 

3°  Le  rapport  À  étant  clKiisi  de  façon  que  la  conique  A  de- 
vienne un  cercle,  on  demamle  de  trouver  le  lieu  du  centre  de 
ce   cercle   lorsque    le   centre   du    cercle   C   décrit   riiv|)erbo]e 


n.ry  =  — - 
•^  4 


Pliy&ique. 


1°  Un  récipient  de  capacité  invariable  renferme  i'''  d'air  sec 
à  o";  cet  air  s'y  trouve   soucia  pression  de  o^jyfio  de  mercure. 

On  y  refoule  2''°,  3i3  de  gax  oxygène  sec  et  7''', 687  de  gaz 
azote  sec,  puis  on  élève  à  100"  la  température   du  récipient. 


(  5.5  ) 

On  demande  la  pression  finale  dans  cet  appareil,  connais- 
sant : 

Le  poids  de  i'"'  d'air  à  o°  et  o"", 760 i,2t)3 

La  densité  de  l'oxygène i ,  io56 

La  densité  de  l'azote 0,972 

Le  coefficient  de  dilatation  des  gaz  ....  0,00867 

1°  Énoncer  très  sommairement  les  principes  du  fonctionne- 
ment de  la  machine  électrique  à  plateau  de  verre  dite  machine 
de  Ranisden. 

Chim  ie . 

Les  hydracides;  leurs  préparations.  Comment  établit-on, 
par  analyse,  leur  composition? 


Calcul  trigonométrique. 
Soient 

(T,  6,  c  les  côtés  d'un  triangle; 

K  le  rayon  du  cercle  circonscrit; 

a,  ^,  Y  les  hauteurs  qui  correspondent  aux  côtés  «,  i,  c. 

On    donne    les   rapports    -=1,3436-8,   -tt  =  i  ,'2)4376,  et  on 

1  1      j         T      1       1  c      a     8     7 

demande   de  calculer  les  rapports  —,  —,  ^  ■,  -*-,  en   suijoosant 

K     <7     6     f  •  '  ' 

l'angle  A  aigu.  » 

Epure. 

On  donne  deux  cônes  de  révolution.  Les  deux  axes  (oj,  o' z') 
et  (u)?,  w'/')  sont  de  front,  inclinés  à  45°  sur  le  plan  horizontal 
et  perpendiculaires  entre  eux.  Le  plan  de  front  qui  les  contient 
est  à  o™,!!  en  avant  du  plan  vertical.  La  cote  du  sommet 
(o,  o')  est  de  o'",ii;  celle  du  sommet  (w,  w')  est  de  o"",  08  ;  la 
distance  010  est  de  o'",o6;  le  milieu  de  ow  est  à  égale  distance 
des  grands  côtés  flu  cadre;  le  demi-angle  au  sommet  de  chacun 
des  cônes  est  de  45". 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections,  ses  con- 
tours apparents  et  leur  ligne  d'intersection,  l'ensemble  des 
deux  cônes  terminés  d'une  pari  au  plan  horizontal  de  projec- 
tion et    d'aiili'e  jiniM   ;ni    pbiii  Iniri/iml ni  (huit  la  cote  e<t  o'".  17. 


(  5iG  ) 

On  n'indiquera  à  l'oncre  rouço  que  les  conslruction?  nérc?- 
saires  pour  déterminer  un  point  quelconque  de  linterpcction 
des  deux  cônes  et  la  tangente  en  ce  point,  un  point  quel- 
conque de  chacune  des  sections  planes  qui  limitent  les  cônes 
et  les  tangentes  en  ces  points. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du 
cadre  à  o"',24  du  petit  côté  inférieur. 

Titre  extérieur.  —  Intersection  de  cônes. 
Titre  intérieur.  —  Assemblage  de  cônes. 

Ce  titre,  en  lettres  dessinées,  est  de  rigueur.  Le  cadre  a  o^j^i 
sur  o'^,27. 

On  exposera  succinctement,  sur  une  feuille  à  part,  le  pro- 
cédé suivi  pour  chacune  des  déterminations  précédentes. 


XOTE  SIR  LE  PROBLÊ^iE  DE  MECAMQUE 
PROPOSÉ  .41   COXCOLRS  DAGRÉGATIO.\  E\   1891; 

Extrait  u'ixe  Lettrk  dk  M.  de  Saint-Germain  a  M.  RoiciiÉ. 


Je  vais  <;iicore  biièvcnient  indiquer  celte  année,  pour 
quelrpies  lecteurs  des  Xuui'elles  annales,  une  solution 
du  problètue  de  Mécanique  qui  a  été  proposé  aux  can- 
didats à  rAgiégalion  des  Sciences  niatliérnatiques. 

On  supposait  qu'un  tiièdie  trirectangle  OXYZ,  tour- 
nant avec  une  vitesse  constante  to  autour  de  l'arête  OZ, 
dirigée  en  sens  contraire  d(!  la  pesanteur,  entraîne 
avet^  lui  le  paraholoïde  P,  défini  par  l'équation 

(i)  x-^~  y-=  i-pz. 

\jn   point   M,    de    masse   i,    de    poids  g^  assujetti  à   se 
mouvoir  sur  la  surface  de  P,  est  attiré  vers  le  soiniuet  O 

par  une  force  égale  à  -^  OM;  en  outre,  _MA.  _MI3  étant 

les  jier|)endiculaires  abaissées  d<î  M  sur  les  génératrices 


(  5.-  ) 
de  P  qui   passenl  eu  O,  M  est  sollicité  par  deux  foices, 
respecti\  euient  diiii;ées  suivaut    les  se^nie/its  A.M,  B.M 

et  écales  à  — -  A.M,  — ^  lîM.  La  i)Osilion  du  point  M  est 

défîuie   par  les   parauièlres   A,   u  cpii   (Iguicut  dans    les 
équations 

(■2) 


372 

y 

— 

X 

[X 

À 

T^ 

P 

X 

y- 

a 

P 

[J. 

-- 

P 

des  paraboloïdes  hoinofoeaux  à  P  et  pa'-sant  eu  .M.  Cela 
posé,  ou  (leuiaudait  : 

1°  De  former  l'équatiou  de  Jacobi  dont  il  suflîrait 
de  connaître  une  intégi-ale  complète  pour  en  déduire, 
par  des  dilléreutiations,  les  équations  du  mouvement 
du  point  M; 

1°  De  trouver  cette  intégrale  complète  et  les  équa- 
tions du  mouvement  quand  on  suppose  oj  =  o  ; 

3°  D'intégrer  l'équalion  de  la  trajectoire  et  d'indi- 
rjuer  la  forme  de  cette  ligne  quand,  (o  étant  toujours 
nul,  on  a,  pour  t  =.  o. 


\/ps'> 


T  =y  =  p 
f/^  _       3  -+-  3  v/3  /— 


dt 

La  première  partie  est  une  (juestion  de  cours.  Clier- 
chons  la  demi-force  vive  T  du  point  Î\L  Soient  x,  j',  z 
les  coordonnées  du  mobile  :  sa  vitesse,  lésullante  delà 
vitesse  relative  et  de  la  vitesse  d'entiaiuement,  a  pour 
projections,  sur  OX,  OY,  OZ, 

Ann.  de  Malhéniat.,  3'  srrif,  l.  \.  (  r>{'ccmliic  iX(jt.)  o(j 


{  518  ) 
L-L  l'on  a 

(3)      T=  l(x'i-^y'--T-  z'-^)^  ouxy~yx' )^  -to-^^x^'-^y-). 

Clierclions  encore  le  travail  oU  correspondanl  à  un 
déplacement  virtuel  du  point  M  compatible  avec  les 
liaisons  telles  (ju  elles  existent  à  Vinstant  même  que 
nous  considérons,  c'esl-à-dîre  à  un  déplacement  arbi- 
traire sur  le  paraboloïde  supposé  fixe.  Le  travail  du  poids 
est  — g^-'^-i   celui    de   l'attraction  dirigée    suivant   MO, 

—  (^xox -\-yoj  -\- zoz)\   si   le  point   A   est  sur    la 

génératrice  pour  laquelle  y  est  égal  à  x,  on  trouve  aisé- 
ment que  ses  coordonnées  sont 

T  -\-  V  T  -r-  V 

—  ) —  5      o  ; 

■i.  -i. 

le  travail  de  la  force  dirigée  suivant  AM  est  donc 

-^ {'jx  —  oy)  -i-  ^  0-     =  ^  0. AM  ; 

p  V    -i  -^  J     2/> 

le  travail  de  la  force  dirigée  suivant  B.M  est  de  même 

P  \_   1  -  '         ]     -i-p 

et  l'on   trouve,   en   ajoutant   les   travaux  de  toutes  les 
forces, 

oU  =  —  ^  oc  4-  —  (jT  or  -f-  V'  ^^r  -H  4  -  0-). 

p 

On  voit,  sans  même  invoquer  la  relation  qui  lie  x,  j>', 
z,  qu'il  existe  une  fonction  de  forces  correspondante  (')  : 


(')  Si  l'on  cherchait   le  mouvement  relatif  de  M  en   introduisant 
les  forces  fictives  de  Coriolis,  la  valeur  de  T  se  simplifierait,  mais 


(  ^'9  ) 
nous  pouvons  l'écrire 

(4)  U  =  -;r-  +  — (:r2+r2-4-4--^- 

■,p 

Il  faut  exprimer  U  et  T  en  fonction  des  variables 
À,  iji..  Des  écjuations  (i)  et  (2)  on  déduit,  soit  par  la  mé- 
thode de  Binet,  soit  par  une  résolution  directe  qui  est 
ici  bien  simple, 

X^-  =    '- '- '—  , 

1  2 


(5) 


Ck-^  pM\i.  —  p\ 


l 


On  trouve  alors 

'      ,  _  (u.-^p)V-h(l  —p)  ;j.' 
l  a/a(X— /?)([x  +  ^) 

(6)  J  =  - — 1-'-  ! 

2/2^). -!-/?)(  [X  — y?) 

.        ).'  -  a' 


Ces  résultats  nous  conduisent  aisément  aux  valeurs 


on  devrait  considérer  le  travail  virtuel  de  la  force  centrifuge  com- 
posée Fj,  soit  2ti)(j''5j;  —  ar'07);  la  fonction  des  forces  n'existerait 
plus  cl  on  ne  saurait  former  l'équalion  de  Jacobi.  Quant  à  croire 
que  le  travail  virtuel  de  1%  est  nul  parce  que  son  travail  réel  le 
serait,  c'est  une  ?rave  erreur. 


(     .)U0    ) 

(liei'ihées  de  U  vl  tle  T, 


(8)  U  =-^^-^  +  ^  (X^-  À;x  +  ix^--p^), 

8(12— />2)        ^  8(.a2— />2)  f^ 


(9) 


-a)2(X;ji-p'-), 


le  radical  ayant  le  signe  du  produit  xy. 

Gomme  la  valeur  de  T  n'est  pas  homogène  par  rap- 
port à  )/  et  u.',  nous  devrons,  pour  former  la  fijnclion  II 
d'Hamilton  et  l'é(piatiou  de  Jacobi,  e\prin)er  au  moyen 
des  variables  canoniques  la  quantité 

IV    =  a'   -^,   -h  \3.    -— ;  —  T. 

dk  dii. 

Il  convient  d'abord  de  la  simplifier  en  décomposant  T 
en  trois  parties,  Tq,  T, ,  To  ;  Tq  est  la  somme  des  termes 
indépendants  de)/  et  y.',  T,  et  Ta  sont  les  sommes  des 
termes  du  premier  et  du  second  degré  par  rapport  aux 
mêmes  variables^  le  ihéoième  d'Fuler  sur  les  Ibnctions 
homogènes  donne  la  l'elatioii 

\  dk  dh  c'a  /        '     \  dix  dix  dix  j 

K  =  T2-To, 

ou,  en  se  reportant  à  l'équation  (9), 

Pour  introduiie  les  \ariablcs  canoniques,  nous  consi- 


(    ^21     ) 

déierons  l'expression  (y)  de  T  et  nous  poserons 

"1  c^T         ;ji(À  +  M.)      ,   .    /PCP  .  /X---/>^ 

â[x  ^([JL'  —  p-)'  2     y     IX-  — p- 

Dans  réquation  (lo)  remplaçons  )/  et  u/  par  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  fi  i)  enfonetion  de  /et  de/n 
et  reportons-nous  à  l'équation  (8)  :  nous  aurons  itnnié- 
diateuient  la  quantité 

M  =  K  —  U, 

exprimée  au  moyen  des  vaiiables  A,  |j.,  /,  lu , 
).(  A  -f-  u)  \         -2   y    /.-  —  p^  I 

—  -  w2 (  X a  —  p^-  )  H-  '  ^ (  X  —  a  )  —  —  (  X2  —  X a.  +  ÎJ.2  - p'-). 

Si,  dans  cette  expression,   on   iem[)]ace  /,  //i  par -ry  » 

f)S  .       .  '111  f^S 

^-  et   SI,  ajoutant  an  resuliat  obtenu   le   ter. ne  — -  >  on 

dix  '     •'  àt 

égale  la  somme  à  zéro,  on  obtient  une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  propre  à  déterminer  la  variable  S  con- 
sidérée comme  une  fonction  inconnue  de  X,  u,  t.  Jacobi 
a  démontré  qu'il  suffirait  d'en  counailre  une  intégrale 
S)  dé[)endaiil  de  deux  constantes  aibilraiics  a,,  a^, 
autres  (jue  (;elle  qu'on  [»eut  introduite  [)ai'  simple  addi- 
tion, pour  en  déduire  les  écpiations  du  mouvement  sous 
la  forme 

S  =  S,  4- 73  est  d'ailb'urs  une  iuli-i^rale  compli'le  de 
ré(|uation  de  Jacobi. 


(    522    ) 

Quand  ou  fait  (o  =;  o,  cette  équation  devient,  en  niul- 
tipiiant  tous  les  ternies  par , 


elle  présente  une  forme  qu'on  a  bien  souvent  rencontrée 
dans  Jes  applications  classiques  du  théorème  de  Jacobi, 
et  aucun  lecteur  ne  sera  embarrassé  pour  trouver  l'in- 
tégrale demandée  :  si  nous  posons,  pour  simplifier 
l'écriture, 

o  (u)=  gii^  —  pgu"--^ p{-?Ji  —  pg)u-^  a, 
<V(")=  gu'^^pgu^-^p{-ih—pg)u  —  a, 


nous  aurons 


S,= 


a  et  h  sont  deux  constantes  qui  remplacent  a,  et  a^. 
L'intégrale  des  forces  vives  est  vérifiée  quand  to  est  nul 
et  T  — U  reste  égal  à  A,  en  adoptant  pour  U  les  valeurs 
(4)  et  (8).  Les  formules  (12)  donnent  les  équations  du 
mouvement 5  mais,  aux  deux  premières,  on  peut  substi- 
tuer les  équations  suivantes,  où  Aq?  \'-o  désignent  les 
valeurs  de  X,  [o.  pour  ^  =  o,  i , 

(i3)  ' —    '      -         "  '      i 


">  t  _    f  l'-d\  ■      r  '  l^'  ^\^ 

la  première  est  réf|uation  de  la   Lrajectoire,  la  seconde 
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donne  la  loi  du   mouvement  sur  cetlc  ligue.  Enfin  si, 
dans  les  deux  dernières  équations  (12),  on  remplace  /, 
m  par  leurs  valeurs  (i  1),  sauf  co  =  o,  on  en  pourra  dé- 
duire 


•),     o.\/{i'-—p'-)o(i)  ^v^d-t-— /?-;1>(m-). 

{13  )      A    —    ; -—^ 5  [J.    =    ~ — r= , 

(  A  -H  ji.  )  \/p  1  (  A  -+-  tx  )  si  p  \x 

les  radicaux  en  ).  et  u  doivent  avoir,  à  un  instant  quel- 
conque, des  valeurs  de  mêmes  signes  que  )/  et  ijl',  et  ce 
sont  les  mêmes  déterminations  qui  doivent  figurer  dans 
les  éf|uations  (i3)  et  (i4)- 

Etudions  maintenant  la  trajectoire  dans  le  cas  parti- 
culier proposé.  A  cet  elfet,  nous  déterminerons  les  con- 
stantes qui  figurent  dans  son  équation,  et  d'abord  À07  l^o* 
Pour  que  les  intersections  des  paraboloïdes  (i)  et  (2) 
soient  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  X  et  y.  soient  de 
même  signe  et,  en  valeur  absolue,  au  moins  égaux  à  p  : 
nous  les  prendrons  positifs.  Eu  ayant  égard  aux  valeui-s 
de  X01V01  on  voit  que  ^o  <^st  nul  :  le  point  de  départ  Mo 
du  mobile  est  sur  la  génératrice  OA  ;  les  équations  (3) 
donnent  d'ailleurs 

Nous  déterminerons  ),y,  u.'g  à  l'aide  des  deux  pre- 
mières équations  (4  )  :  si  l'on  y  remplacer',  7  ',  A,  |j.  par 
leurs  valeurs  iniliales,  on  a 

3  +  3  s/-î    ,—  ^  3  à;  -+-  ;;.; 


8 


9 


d'où  l'on  lire 


3 
\ 


3     / ,  3     ,-—- 

•n  =  —  -,  s''fpg'       :>-o  =  —  -  vf^p.ç- 
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Les  intégrales  premières  (i5)  vont  nous  periuellre 
de  calculer  facilement  h  et  a  :  remplaçons  <p()\)  et 
'i/(a)  par  leurs  développements,  donnons  aux  variables 
leurs  valeurs  initiales  et  élevons  au  cairé  :   nous  aurons 

8^^=  8^^ ' 

27         _  3(\Offp^-\- ^p'^h  — a) 

on  en  déduit 

h  =  0,         a  =  gp^. 

On  peut  s'assurer  diiectement  que  //  est  nul,  car  Uq 
est  égal  à  ^/^^,  <'t  l'équation  (9)  montre  que  telle  est 
aussi  la  valeur-  initiale  de  T  :  écrivons  alors  l'équation 
ditférentielle  de  la  trajectoire 


d'h,  du  sont  proportionnels  à  À',  a'  et,  en  se  plaçant  à 
l'instant  initial,  cette  équation  permettrait  de  talculer  «. 
Les  valeurs  de  a  et  de  h  donnent  les  identités 

'f{lC)=  ffilÛ  —  p-)i  U  —p),  '\^{u)  =  (u^-  —  p-^){U  -t-/7), 

et  l'équation  dilVérentielle  de  la  trajectoiic  peut  s'écrire 


p  ?-'—p' 


Sans  l'intégiei-,  on  peut  en  tirer'  des  indications  pré- 
cises sur  la  forme  de  ia  trajectoire  :  A.  |j.  part'iit  tous 
deux  de  la  valeur  O-p  et  commencent  par  décroître,  "a„, 
ui|j  étant  négatifs;  il  faut  d'abord  pr-eirdr'3  le  signe  +  dans 
le  second  membre  de  l'équation  (lii).  Jl  est  clair  que  a 
eomnrerrce  par-  décroilic  [)las   rapidement   que  Â,  parce 
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que  le  coefiieienl  de  (^y-  ^^t  d'abord  moiiidie  que  celui 
de  d\\  tant  que  \x  décroîtra,  il  ne  pouira  être  supérieur 
à  \.  Quand  [j.  atteint  sa  limite  inférieure  />,  l'intégrale 
du  second  membre  de  l'équation  (i  6)  croit  indéfiniment; 
il  doil  en  être  de  nièiue  pour  l'intégrale  du  piemier 
mendjre  et  il  faut  pour  cela  (|ue  A  tende  en  même  temps 
vers  sa  limite  /;;  l'équation  (i4)  montre  que  K  et  u.  n'at- 
teignent leurs  limites  qu'au  bout  d'un  temjjs  infini. 
Ainsi  [x  et  X  décroissent  en  mèmi^  temps  de  o,p  à  j),  \  res- 
tant au  moins  égal  à  [jl,  par  conséquent,  z  au  moins  égal 
à  zéro;  la  trajectoire  se  réduit  à  un  arc  tini  INJoO  situé 
au-dessus  du  plan  0X\  sur  la  région  de  la  surface  de  P 
qui  est  com|)rise  entre  la  génératrice  OA  et  le  plan  ZOX. 
Cliercliotis  la  tangente  en  un  point  quelconque  I\J. 
LV'xpression  (y)  de  ds-  nioutre  cju'entre  quatie  lignes 
de  courbure  correspondant  aux  parauiètres  )>  et  A  -f-  d\^ 
{JL  et  [J-  H-  d^^j.^  dh  et  du.  étant  infiniment  pelits,  il  existe 
un  petit  rectangle  dont  les  côtés  sont 


/).(  À  -f-  fi.)  rfX  /u(X  H-  fi.  )  dix  _ 

il  en  résulte,  eu  égard  à  l'équation  (i6),  qne,  si  l'on 
appelle  0  l'angle  sous  lequel  la  tiajectoiie  coupe  en  !M  la 
ligne  A  =  con.s! .,  on  a 


taiiirO 


À  (  fi.-^  —  p-^  )  dl         '^^  —  P  ,    A-^P 


y    fi. (  X  -  —  p-  )  dj.       li  —  jj  \ 


P 


Au  point  jMq,  la  trajectoire  coupe,  sous  un  angle  de 
3o'',  la  ligne  de  courbure  A  =  2/>  et,  par  suite,  comme 
on  le  voit  aisément,  sous  un  angle  de  i5",  la  généia- 
trice  MoO. 

Pour  étudier  la  courbe  dans  le  voisinage  de  l'origine, 
remplaçons  A,  ^x  par  /; -f- a,  />  -f-  [j;  si   a,  3  sont   cxlrè- 
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niemeiil  pelils,  1  équation  (i6)  se  réduit  seusiblenieiit  à 


d'où  l'on  tire 


?/2 


^  est  plus  petit  qu'aucune  puissance  positive  dca^  donc, 
au  point  O,  la  trajectoire  a  un  contact  d'ordie  infini 
avec  la  parabole  u.  =::  />  située  dans  le  plan  ZOX  et  sa 
iornie  générale  nous  est  maintenant  bien  connue. 

Hàtons-nous  de  terminer  en  indiquant  Tintégrale  de 
l'équation  (16).  Le  mo^'en  le  plus  commode  d'intégrer 
le  premier  membre  est  de  poser 


d'où 


'-P 


v/a  d/,  7  du 


(^  À2  _  pi  j  ^\  _  fj  pu-  (  -l  —  U'-  ) 

On  obtient  immédiatement  l'intégrale  en  fonction  de  11 
et,  par  suite,  de  A  ;  l'intégrale  du  second  membre  s'en 
déduit  eu  cliangeant  ).  en  p.,  p  en  —  p  :  si  l'on  égale  les 
deux  intégrales  jirises  à  partir  de  A  =  2/>  et  de  'ji.  =  2/7, 
ou  trouve,  pour  l'équation  qui  définit  la  trajectoire. 


\os 


{1  —  v/3}\/fi.  —  pi^y/iK  -f-v/À  — p) 


y/s  V' À  -r-  p  (v  5'  i-'^  —  S' l'-  -^  P  } 


l 'X 


\/  x-t;  ~\/  TTt 


\-r-  v/j 


P  ^3 


—  2 
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RECL\1IATI0\  DE  PRIORITÉ  POUR  l\E  FAITE; 

Par  m.  g.  BRISSE. 


Ou  m'a  signalé  une  faute  dans  mon  Recueil  de  pro- 
blèmes de  Géométrie  ajinlylique  à  l'usage  des  classes 
de  Matliémaliques  spéciales,  paru  en  janvier  1888.  Il 
parait  que  cette  faute  s'offrait  bien  naturellement,  puis 
que,  dans  un  Ouvrage  analogue,  paru  en  1891,  et  que 
je  ne  puis  trouver  qu'excellent,  sans  blesser  la  modestie 
de  l'auteur,  la  même  faule  a  été  commise  exactement  au 
même  endroit  dans  le  mèm(;  problème.  La  voici  : 

Ecole  Centrale,  première  session  de  i883.  —  Le  dis- 
criminant 

est  faux  et   doit  être  remplacé,  comme  je  l'ai  fait  dans 
ma  deuxième  édition,  par 

a/i-    ,        ,   „ 


QUELQUES  THEOREMES  DE  GEOMETRIE  ELEMENTAIRE  ; 

Par  m.  Georges  LEGHALAS. 


Atin  de  faite  comprendre  le  genre  d'intérêt  qui  peut 
s'attacher  aux  démonstrations  que  nous  allons  donner, 
il  convient  de  dire  quelques  mots  d'une  discussion  à  la- 
(pielle  a  donné  lieu  la  Cjéoméli'ie  non  euclidienne  dans 
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qui;l(]Utis  recueils  philosophicjues  (' ),  Taudis  que,  d'ac- 
cord avec  M.  Caliuon,  nous  soutenions  qu'une  science 
purement  rationnelle  ne  doit  s'appuyer  que  sur  les  prin- 
cipes de  la  raison  pure,  M.  Renouvier  et  M.  l'abbé  de 
lîroglie  alîn  niaient  liaulenient  que  la  Géoniélrie  repose 
en  outre  sur  des  jugements  synthétiques  a priui'i ou  de^ 
intuitions.  Dans  ce  débat,  un  des  principaux  aigumenls 
des  adversaires  de  la  Gt'Oinè.trie  générale  (-)  consistait 
dans  l'aftii-aiation  que,  si  l'on  [)eut  construire  une  Géo- 
métrie sans  s'appuyer  sur  lepostulatum  d'Euclide,  on  ne 
saurait  se  passer  d'une  l'oule  d'autres  postulats,  admis 
implicitement  dans  tous  les  traités  de  Géométrie,  eucli- 
diens ou  non. 

Déjà  nous  avons  contesté  cette  assertion  de  M.  Re- 
ïîOu\ier  en  discutant  les  exemples  cités  [)ar  lui  (^),  non 
pas  que  nous  prétendions  prendre  la  défense  de  maint 
exposé  peu  exact,  mais  en  prenant  pour  point  de  dépait 
les  définitions  données  par  M.  Caliuon.  On  conçoitqu'il 
est  dillicile  de  répondre,  sans  se  jeter  dans  des  dévelop- 
pements exagérés,  à  tijutes  les  deiuandes  de  démonstra- 
tions, suitout  si  elles  touchent  .i  des  parties  tiès  dillé- 
rentes  de  la  Géométrie,  parce  que  les  propositions 
indiquées  en  supposent  parfois  toute  une  série  de  pré- 
paratoires. Mais  le  P.  Poulain,  qui  est  intervenu  eu  ad- 
versaire dans  le  débat  ('),  nous  a  fourni  une  excellente 
occasion  de  soumettre  à  une  épreuvecaractéiistiquecette 


(')  Bévue  philosnp/u'f/!i(s^  Critifjiie  philosnphique.  Annales  de 
Philosophie  chrélienne . 

{')  Les  personnes  désiranlsc  fiiirc  une  i<l>-c  pn}ci?e  de  ct'Uc  Géo- 
métrie n'auront  qu'à  se  reporter  à  \'/ntroduclion  à  la  Géométrie 
des  espaces  à  trois  dimensions,  publiée  pur  M.  Culinon,  clicz  Bcrgcr- 
Levrault  et  Gaulhier-Villars  et  fils. 

(')  JReviie  philosophique  de  juillet  l'^ç)". 

{*)  Études  religieuses,   tiKii  iS()r. 
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allliniallou  d'indéniontrabilité  crime  l'oule  de  proposi- 
tions, eu  nous  donnant  l'énoncé  d'un  certain  nombre  de 
théorèmes  sur  la  ligne  droite  et  le  plan  dont  il  n'avait 
pu  découvrir  ni  obtenir  de  personne  la  démonstration. 
Or  nous  avons  pu  lui  fournir  cette  démonstralion,  pour 
toutes  les  propositions  indiquées,  en  partant  de  la  pro- 
priété du  plan  d'être  une  sniface  identique  à  elle-même, 
c'est-à-dire  telle  que  toute  figure  qui  v  est  située  peut 
y  être  déplacée  de  toute  façon  sans  déformation.  Cette 
propriété,  qui,  jointe  à  la  retournabilité,  sert  à  définir 
le  pian,  intervenant  seule  dans  les  démonstrations,  nous 
avous  pu  généraliser  les  énoncés  du  P.  Poulain.  La  suite 
de  nos  théorèmes  est  d'ailleurs  un  peu  plus  longue  que 
la  sienne,  parce  que  nous  avons  dii  la  compléter  par 
quelques  propositions  préliminaires  ou  intermédiaires. 
Nous  croyons  pouvoir  ajouter  que  nos  démonstrations, 
revues  sur  ses  bienveillantes  indications,  lui  ont  paru 
rigoureuses  et  qu'il  nous  a  engagé  à  les  publier. 

Définitions.  —  Une  suiface  est  idenliipie  à  elle-même 
quand  toute  iiguie  qui  est  située  sur  elle  peut  y  être  dé- 
placée d  une  façon  quelconque  sans  déf(M'mation. 

Une  géodésique  d'une  surface  ideuti(]ue  à  elle-même 
est  une  lignesituée  sur  cette  surface  et  telle  que,  par  deux 
[)oints  de  celle-ci,  il  en  passe  loujouis  une,  et  générale- 
ment une  seule. 

Dans  son  Etude  sur  la  sphère,  In  li^7ie  droite  et  le 
plan  ('),  M.  Calinon  a  montré  qu'il  existe  deux  sortes 
de  surfaces  identiques  à  (dles-mênics  :  les  unes  dont  les 
géodésiques  se  coupent  muluellement  en  deux  points 
et  sont  des  courbis  fermées,  les  autres  dont  les  géodé- 
siques ne  se  coupent  (]u  eu  un   point  et  sont  indéfinies. 

(')  Berscr-LcvraiiU,  1888. 
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]\ous    considérerons  d'abord  ces  dernières,    puis   nous 
montrerons  comment  les  démonstrations  données  à  leur 
égard  peuvent  être  étendues  aux  premières. 

I.  —  Surfaces   idejntiqcks   a   elles-mêmes 

A     GÉODÉSIQTJES     INDÉFINIES. 

Théorème  I.  —  Une  demi- géodésique  indéfinie  étant 
donnée  sur  une  surface  identique  à  elle-même,  elle 
engendre  toute  celte  surface  en  tournant  autour  de  son 
origine  O,  et  cela  d'un  mouvement  continu,  sans  retour 
sur  Les  parties  déjà  engendrées. 

La  géodésique  peut  se  mouvoir  sur  la  surface  autour 
de  son  orii^ine  O,  en  vertu  de  la  délînition  de  la  surface 
identique  à  elle-même.  D'autre  part,  tout  point  de  la 
surface  détermine  une  géodésique  passant  aussi  par  le 
point  O,  d'où  il  résulte  que,  ({uand  la  géodésique  décrit 
tous  les  mouvements  possibles  dans  la  surface  autour 
de  O,  elle  passe  par  le  point  considéré  dans  une  de  ses 
positions. 

La  rotation  de  la  géodésique  autour  de  O  s'opère  d'ail- 
leurs d'une  façon  continue,  et,  pour  revenir  à  sa  posi- 
tion première,  cette  ligne  n'a  besoin  d'opérer  aucun 
mouvement  en  sens  inverse  du  mouvement  initial,  car 
la  définition  de  la  surface  identique  à  elle-même  ne  com- 
porte aucune  différence  entre  ses  diverses  paities,  ce  cpii 
laisserait  sans  raison  suffisante  la  nécessité  dune  dis- 
continuité ou  d'un  retour  à  partir  d'une  position  quel- 
conque. En  vain  objecterait-on  qu'une  rotation  complète 
pourrait  laisser  non  décrite  une  autre  nappe,  car,  s'il  j 
avait  plus  d'une  nappe,  les  géodésiques  joignant  les 
points  de  deux  nappes  diliérentes  appartiendraient,  elles 
aussi,  à  la  surface  qui  serait  en  réalité  un  (espace  à  trois 
dimensions. 
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Théobème  II.  —   Une  geodésù/iie  indé/inie  partage 
une.  surface  identique  à  elle-tnénie  en  deux  régions  pré- 
sentant un  caractère  distinctif. 

Soient  la  géodésique  AB  (;t  un  point  quelconque  O  sur 

Fi;;.    I. 


cette  géodésique.  Si  je  fais  tourner  une  denii-géodésique 
OM  autour  de  ce  point,  à  partir  de  la  position  OA,  elle 
coïncidera  avec  OB  à  un  certain  moment  de  sa  révolu- 
tion, pnis  reviendra  en  O  A  sans  rétrogradation,  après  a  voir 
engendré  toute  la  surface (lliéor.  I).  Tout  point  de  celle- 
ci  correspond  à  une  position  de  OM,  et,  suivant  que  cette 
position  a  précédé  on  suivi  la  coïncidence  avec  OB,  le 
point  appartient  à  deux  régions  distinctes  auxquelles 
donne  naissance  la  géodésique  AB. 

Théorème  III.  —  Sur  une  surface  identi(/ue  à  elle- 
même,  toute  ligne  continue,  qui  joint  deux  points  ap- 
partenant à  des  régions  différentes  par  rapport  à 
une  géodésique,  rencontre  celle-ci. 

Nous  démontrerons  d'abord,  à  titre  de  lenime,  que,  si 
l'on  joint  les  deux  points  donnés  M  et  1\1'  par  des  géo- 
désiques  à  un  [)oint  quelconque  O  de  la  géodésique 
donnée  AB,  la  deiui-géodésique  OjM  ne  peut  venir 
coïncider  avec  OM',  an  moyeu  d'un  mouvement  con- 
tinu autour  de  O,  sans  coïncider,  à  un  certain  moment, 
avec  OA  ou  OB. 

Si  nous  supposons  d'abord  un  mouvement  sans  ré- 
trogradation, s'elfecluant  dans  le  sens   pour   Iccpiel    M 
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est  situé  dans  la  première   légion,  le  passage  de  OM  à 
OM'  enlraine    forcément  la  coïncidence    avec  OB,   en 
vertu  du  théorème  II. 

S'il  s'agit  d'une  rotation   également  sans  létrograda- 

FiS.  2. 


tion  mais  en  sens  inverse,  il  y  aura  forcément  coïnci- 
dence avec  OA.  En  ellét,  les  deux  rotations  partielles 
de  OM  à  OM'  sont  supplémentaires  l'une  de  l'autre, 
c'est-à-dire  ([u'elles  engendrent  la  totalité  de  la  surface; 
d'où  il  résulte  (|u'elles  entraînent  la  double  coïncidence 
avec  OA  et  OB.  Conjme,  d'ailleurs,  la  première  rotation 
n'a  amené  que  la  coïncidence  avec  OB,  la  seconde  doit 
amener  celle  avec  OA, 

S'il  s'agissait  du  passage  de  OM'  à  OM,  il  y  aurait 
naturellement  inversion  dans  les  coïncidences  pour  les 
mêmes  sens  d(î  rotation. 

Enfin,  si  l'on  suj)pose  des  rotations  oscillantes,  les  ré- 
trogradations n'ont  pour  résultat  que  de  faire. décrire 
plusieurs  fois  certaines  zones  de  la  surface  et  de  rendre 
possibles  plusieurs  cî^jïncidences  avec  les  deux  demi- 
géodésiques  OA  et  013. 

Ce  lemme  étant  établi,  le  tliéorème  se  démontre  sim- 
plement. Soient  C  et  1)  les  deux  points  donnés,  leliés 
par  une  ligne  continue  quelconque,  et  considérons  un 
point  mobile  suivant  cette  ligne.  Pour  prouver  qu'il 
rencontrera  la  géodésifjue  AB,  il  suflit  de  montrer  que 
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la  yéodésique  mobile  OM  passant  constamment  par  ce 
point  mobile  et  par  un  point  fixe  quelconque  O,  pris 
sur  AB,  coïncide  avec  cette  dernière  ligne  dans  une  des 
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positions  qu'elle  occupe  pendant  le  mouvement  de  C 
en  D.  Or  cela  résultera  du  lemme,  s'il  est  prouvé  que 
la  géodésique  OM  se  déplace  d'une  façon  continue  en 
même  temps  que  M. 

Or  dire  que  OM  ne  se  déplacerait  pas  d'une  façon 
continue,  ce  serait  dire  qu'il  y  a  saut  d'une  position 
OM'  à  une  position  OM''  faisant,  avec  elle,  un  angle  fini 


Fi: 


et  que,  [)ar  suite,  la  trajectoire  de  OM  ne  pénètre  pas 
dans  la  région  que  décrirait  OM  entre  les  positions  OM' 
et  OM"  si  son  mouvement  était  continu.  Or  la  surface 
identique  à  elle-même  est  composée  d'un  certain 
nombre  de  régions  semblables  juxtaposées  ('),  d'où  il 


(')  Cela  résulte  du  théorème  I,  puisque  toute  la  surface  est  en- 
gendrée par  une  rotation  de  OM.  11  va  de  soi  d'ailleurs  que  nous 
emploj'ons  une  expression  abrégée,  ne  supposant  qu'en  apparence 
l'exacle  divisibilité  de  la  rotation  complète  par  la  rotation   M'OM". 

Ann.de  Mathemat.,  3"série,  t.  \.  (Décembre  1891.)  3j 
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résulte  fjiie  ces  régions  ne  peuvent  avoir  une  dimension 
infiniment  petite  qu'à  une  distance  infiniment  petite 
de  O  :  la  ligne  joignant  C  à  D  serait,  dès  lors,  diseon- 
liiiue,  à  moins  de  passer  par  O,  c'est-à-dire  de  rencon- 
trer AB. 

Théorème  IV.  —  Quand  deux  géodésujues  indéjî- 
nies  se  rencontient,  il  y  a  sur  chacune  des  points  qui 
sont  de  côtés  f/i^érents  par  rapport  à  l  autre. 

Soient  les  deux  géodésiques  AB  et  CD  se  rencontrant 
en  O.  Je  dis  que  OD  est,  par  lapport  à  AB,  du  côté  op- 
posé à  OC.  Si,  en  elfet,  on  considère  une  deini-géodé- 
sique  O.M  qui,  d'abord  en  cc/incidence  avec  Oz\,  tourne 
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autour  du  point  O,  cette  géodésique  eugendre  toute  la 
surface  identique  dans  sa  rotation  continue  (tbéor.  I), 
et  je  vais  montrer  que ,  si  elle  rencontre  OC  avant 
OB,  elle  ne  peut  rencontrer  OD  qu'après  OB.  Fai- 
sons tourner  COD  autour  de  O  :  si  OD  est  du  même 
côté  que  OC  et  située  au  delà,  au  point  de  vue  de  la 
rotation  de  OM,  elle  arrivera  la  première  en  coïnci- 
dence avec  OB,  les  deux  moitiés  de  la  géodésique  tour- 
nant forcément  dans  le  même  sens,  puisque  leurs  angles 
respectifs  avec  une  autre  géodésique  ne  diffèrent  que 
par  une  constante-,  mais  alors  les  deux  géodésiques  AB 
et  CD  coïncident  dans  toute  leur  étendue,  ce  qui  est 
impossible,  puisque,  en  tournant  dans  ce  sens,  OC  ne 
peut  venir  en  coïncidence  avec  OA  qu'après  avoir  coïn- 
cidé avec  OB,  ce  qu'il  n'a   pu  encore  faire. 
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Théorème  V.  —  Un  triangle  géodésique  partage  la 
surface  sur  laquelle  il  est  situé  en  deux  régions  telles 
que  toute  ligne  continue,  reliant  un  point  de  l'une  des 
régions  à  un  point  de  Vautre,  rencontre  forcément 
un  des  côtés  du  ti  iaugle. 

Soient  deux  géodésiques  indéfinies  AAi  etBB,  se  cou- 
pant en  O  :  chacune  d'elles  partage  la  surface  identique 
en  deux  régions  distinctes  A',  A'et  B',  B",  telles  que  Ic-urs 
points  respeclifs  soient  situés  de  côtés  dilïérents  par 
rapport  à  la  géodésique  considérée  (lliéoi-.  III);  il  ré- 
sulte d'ailleurs  du  lliéorèuie  IV  que  chaque  géodésique 
divise  en  deux  chacune  des  régions  répondant  à  l'autre, 
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(AB)' 


en  sorte  que  la  surface  est  partagée  en  quatre  régnons 
A'iy,A'B",  A"B'et  A"ir. 

Si  maintenant  nous  joignons  deux  points  A  et  B, 
pris  sur  ces  deux  géodésiques  dans  les  régions  B'  et  A', 
nous  donnons  naissance  à  un  triangle  et.  en  même 
temps,  nous  partageons  la  surface  en  deux  nouvelles 
régions  (AB)' et  (Alî)",  la  seconde  contenant  le  point  O; 
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le   triangle  OAJ3  est   la    partie  commune   aux   régions 
A',  IVet  (AB)". 

En  vertu  du  tliéorème  III,  pour  aller  d'un  point  de 
cette  partie  de  la  surface  à  tout  point  qui  n'y  est  pas 
situé,  eu  suivant  un  clieniin  continu,  il  faut  traverser 
la  géodésique  qui  sépare  les  deux  régions,  c'est-à-dire 
traverser  un  côté  du  triangle  ou  son  prolongement. 
Mais,  si  le  passage  a  lieu  sur  un  prolongement,  c'est- 
à-dire  en  un  point  extérieur  à  la  zone  qui  est  constituée 
par  le  triangle,  il  a  du  y  avoir  une  précédente  traversée, 
et  l'on  voit  ainsi  que  la  première  a  eu  lieu  sur  un  des 
côtés  du  triangle  et  non  sur  un  prolongement. 

Théorème  VI.  —  Un  triangle  géodésique  enferme 
une  aire. 

M.  l'abbé  de  Broglie,  qui  a  employé  cette  expression 
«  enfermer  une  aire  ou  un  espace»  (*),  a  négligé  de  la 
définir.  On  pourrait  croire  de  prime  abord  que  la  pro- 
[)riété  démontrée  au  tliéorème  précédent  peut  servir  de 
définition;  mais  on  s'aperçoit  qu'elle  ne  répond  pas  à 
l'idée  plus  ou  moins  vague  que  nous  altaclions  à  l'expres- 
sion en  question,  pour  peu  que  l'on  considère  un  cy- 
lindre sur  lequel  loule  courbe  continue  rencontrant 
toutes  les  génératrices  donne  naissance  à  deux  régions 
telles  que  celles  dont  parle  le  tliéorème  V,  sans  qu'évi- 
demment cette  courbe  lenferme  une  aire.  Nous  croyons 
qu'on  peut  définir  aifisi  le  sens  de  cette  formule  :  Une 
ligne  située  sur  une  surface  est  dite  enfermer  une  aire 
lorsque  :  i°  elle  partage  la  surface  en  deux  régions  telles 
que  toute  ligne  continue  allant  d'un  point  d'une  des 
régions  à  un  point  de  l'autre  la  rencontre  forcément;  et 

(')  Annales  de  Philosophie  chré/ieniic,  juillet  if^'gi. 
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2"  on  peut,  décomposer  l'une  au  moins  de  ces  régions 
en  aires  telles  que,  si  l'on  joint  successivement  un  point 
du  contour  limitant  chacune  de  ces  aires  à  tous  les  autres 
par  une  ligne  située  sur  la  surface,  on  passe  ainsi,  au 
moyen  d'un  mouvement  continu  et  par  une  \ariation 
continue  de  la  ligne,  en  forme  et  en  longueur,  d'un  des 
éléments  du  contour  voisins  du  point  fixe  à  l'éléuient 
situé  du  côté  opposé.  Lorsque  l'une  seulement  des 
régions  peut  subir  cette  décomposition,  les  points  de 
cette  région  sont  dits  intérieurs  au  contour,  et  ceux  de 
l'autre  légion  lui  sont  dits  extérieurs. 

En  vertu  du  théorème  V,  les  triangles  géodésîques 
jouissent  de  la  premièie  des  pi-opriétés  susdites;  quant 
à  la  seconde,  ils  en  jouissent  également,  car,  si  l'on  con- 
çoit un  segment  de  géodésique  passant  constamment  par 
un  sommet,  coïncidant  d'abord  avec  un  des  côtés  et 
s'appuyant  constamment  sur  le  côté  opposé,  ce  segment 
se  confond  avec  le  troisième  côté  lorsqu'il  passe  par  le 
troisième  sommet. 

A  litre  de  vérilication  de  notre  définition,  reprenons 
l'exemple  du  cylindre  t-t  considérons  une  courbe  l'enve- 

Fig.  7. 


loppant  complètement,  formée,  par  exemple,  d'un  arc 
j)lan  BC  et  de  deux  arcs  d'Iiélice  AB  et  AC.  Comme  pré- 
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cédemment,  nous  pouvons  considérer  un  arc  d'hélice,  de 
forme  variable  d'ailleurs,  qui,  passant  constamment  par 
le  point  A,  se  déplace  eu  s'appuyanl  sur  BC^  mais, 
lorsque  cet  arc  passera  par  C,  il  ne  coïncidera  pas  avec 
le  côté  AG  du  triangle,  en  sorte  que  l'aire  engendrée  ne 
sera  pas  limitée  parles  trois  côtés  de  celui-ci.  Ainsi  se 
trouve  confirmée  la  pensée  que  nous  avions  bien  reconnu 
les  propriétés  confusément  groupées  sous  l'expression 
«  enfermer  une  aire  » . 

Corollaire.  —  Tout  contour  résultant  de  la  juxtapo- 
sition de  plusieurs  triangles  géodésiques,  accolés  deux  à 
deux  par  toutou  partie  d'un  côté,  euferrae  une  aire. 

Théorème  VIL  —  Tout  contour  fermé  tracé  sur  une 
surface  idetitique  à  elle-même  enferme  une  aire. 

Soit  un  point  O  quelconque,  pris  sur  le  contour.  Par 
ce  point  et  tout  autre  du  contour  passe  une  géodésique, 
en  sorte  que,  si  l'on  considère  un  point  mobile  M,  par 


tant  de  O  et  y  revenant  après  avoir  suivi  tout  le  contour, 
on  a,  pour  chaque  position,  un  segment  de  géodésique 
OM,  et,  si  l'on  prend  deux  positions  infiniment  voisines, 
elles  forment  un  triangle  avec  la  portion  de  contour  com- 
prise entre  elles. 
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Cela  posé,  si  la  géodésique  O.M  se  meut  tout  le  lenips 
dans  le  même  sens,  on  aura  une  série  de  Iriaiighîs 
accolés,  dont  les  deux  extrêmes  auront  deux  côtés  sur  le 
contour-,  en  vertu  du  corollaire  au  théorème  précédent, 
le  présent  théorème  est  démontré  dans  ce  cas  paiticulier. 

Un  géomètre,  faisant  appel  à  l'intuition,  pourrait  dire 
que  tout  contour  peut  donner  lieu  à  une  décomposition 
en  contours  partiels  conformes  au  type  précédent;  mais 
nous  sommes  tenu  à  plus  de  rigueur.  Nous  allons  donc 
établir  une  distinction  entre  les  phases  durant  lesquelles 
la  géodésique  OM  se  meut  dans  le  sens  suivant  lequel  son 
mouvement  doit  s'achever  et  celles  répondant  à  \ui 
mouvement  inverse.  On  peut  formuler  à  ce  sujet  le  prin- 
cipe suivant.  Les  triangles  élémentaires  répondant  aux 
premières  de  ces  phases  constituent  les  éléments  d'une 
aire  fermée  dont  on  doit  retrancher  les  tiiangles  engen- 
drés pendant  les  mouvements  opposés  à  la  rotation 
finale. 

Si  le  contour  considéré  ne  se  recoupe  pas  lui-même, 
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cette  [)ro[)Osition  s'étahlit  simplemenl.  Pendant  {ine  le 
point  1\I  décrit  l'arc  OMA,  les  triangles  se  juxtaposent 
régulièrement;  mais,  (|uand  il  y  ^  retour  en  sens  inverse. 
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de  OA  en  OB,  la  première  série  reste  ouverte  eu  OA, 
puis  il  en  est  de  même  de  la  nouvelle  série  en  OB.  Seu- 
lement, tandis  que  celle-ci  restera  ouverte,  l'autre  se 
trouvera  fermée  quand  le  point  M  dépassera  le  point  C, 
situé  sur  le  prolongement  de  OA.  11  est  hien  vrai  qu'un 
nouveau  mouvement  rétrograde  pourrait  venir  accoler 
d'autres  triangles  à  OB5  mais,  de  ce  côté,  on  aboutira 
toujours  à  un  dernier  côté  ouvert,  puisque,  par  hypo- 
thèse, le  mouvement  doit  reprendre  finalement  l'autre 
direction.  Cela  étant,  on  voit  que  les  triangles  dus  à  la 
rotation  directe  appartiennent  en  principe  à  une  aire 
fermée,  mais  que  l'on  doit  en  retrancher  les  triangles 
engendrés  pendant  la  rotation  rétrograde,  en  sorte  qu'il 
n'en  reste  alors  qu'un  quadrilatère  élémentaire  tel 
que  pqrs. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  se  recoupe  elle-même,  le 
principe  précédent  paraît  en  défaut,  car  les  triangles 
correspondant  à  la  région  AB  restent  ouverts  sur  une 


partie  de  la  longueur  du  côté  OB  ;  mais  on  rentre  dans 
l'énoncé  général,  si  l'on  a  soin,  en  dépassant  le  point 
double  A,  de  suivre  la  direction  rétrograde  AC.  D'une 
façon  géïiérale,  on  doit,  aux  points  multiples,  suivre  la 
direction  la  plus  rétrograde,  ou,  si  aucune  n'est  rétro- 
grade, celle  qui  incline  le  moins  dans  le  sens  direct. 
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Corollaire.  —  Tous  les  points  à  l'infini  sur  une  sur- 
face identique  à  elle-même  sont  extérieurs  par  rapport  à 
toute  ligne  fermée  tracée  sur  cette  surface. 

Lorsque  du  point  A  du  contour  fermé  part  un  point 
mobile  qui  suit  ce  contour  pour  revenir  en  A,  chacune 
de  ses  positions  détermine  une  géodésique  AM  qui  coupe 
le  conLoiir  ea  un  certain  nombre  de  points,  tous  situés 
à  distance  finie  du  point  A.  Nous  venons  de  voir  que  le 
contour  enferme  une  aire  et  que  cette  aire  est  engendrée 
partout  ou  partie  du  segment  compris  entre  A  et  le  point 
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mobile,  d'où  il  résulte  que  les  points  à  l'infini  sur  les 
diverses  droites  A,M  sont  extérieurs  à  l'aire  enfermée 
par  le  contour.  Il  en  est  de  môme  d'ailleurs  des  points  à 
l'infini  situés  sur  les  géodésiques  issues  de  A  qui  ne  ren- 
contrent pas  ailleurs  le  contour,  puisque  aucune  partie 
de  ecs  lignes  n'engendre  l'aire  enfermée  par  celui-ci. 

Théorème  VIII.  —  Si  un  point  C  d'une  géodésique  AB 
esL  situé  entre  A  et  B,  et  si  une  demi- géodésique  CD 
est  issue  de  C  :  i"  les  deux  angles  quelle  détermine 
n'ont  pas  de  partie  commune-  2°  si  CD  tourne  autour 
de  C  et  si  l'un  des  angles  augmente,  l'autre  diminue. 
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1°  Chacune  des  deux  géodésiques  entières  divise  la 
surface  en  deux  régions  distinctes  (théor.  Il),  «tcliaque 
demi-géodésique  est  située  par  rapport  à  son  supplé- 
ment dans  une  région  distincte,  au  point  de  vue  de  la 
division  de  la  surface  par  l'autre  géodésique,  en  vertu 
du  théorème  IV.  Donc  chaque  demi-géodésique  partage 
une  de  ces  régions  en  deux  régions  distinctes. 

On  peut  procéder  aussi  par  démonstration  directe,  en 
remarquant  que  la  demi-géodésique  CD,  partant  de 
la  position  CA,  décrit  d'un  mouvement  continu,  sans 
retour  en  arrière,  toute  une  moitié  de  la  surface.  Donc 
une  quelconque  de  ses  positions  sépare  une  région  pré- 
cédemment engendrée  d'une  région  à  engendrer  ulté- 
l'ieurement,  sans  qu'il  paisse  y  avoir  de  point  commun, 
car  ce  point  déterminerait  une  position  déjà  occupée  par 
la  géodésique  CD. 

2°  Les  trois  demi-géodésiques  C  (ADB)  forment  deux 
angles  accolés  dont  la  somme  est,  par  définition,  l'angle 
formé  par  les  deux  deini-géodésiques  CA  et  CB  situées 
dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre,  en  sorte  (jue  cette 
somme  est  constante.  Donc,  qviand  l'un  des  termes 
augmente,  l'autre  diminue. 

Théorème  IX.  —  Si  une  géodésique  rencontre  en 
un  point  C  le  périmètre  d'un  polygone  quelconque, 
ailleurs  qu'en  un  sommet,  elle  rencontre  ce  périmètre 
en  un  second  point. 

Si  nous  considérons  un  point  qui  part  de  A  et  arrive 
en  B,  après  avoir  suivi  tout  le  périmètre  sauf  le  côté  AB, 
la  géodésique  joignant  C  à  ce  point  mobile  a  pu  éprou- 
ver des  mouvements  alternatifs^  mais,  quels  que  soient 
ces  mouvements,  elle  a  forcément  engendré  toute  l'une 
des  deux  régions  entre  lesquelles  est  partagée  la  surface 
par  la  géodésique  AB.  Or  toute  géodésique  passant  par 
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C  a  l'une  de  ses  moitiés  dans  celle  région  (lliéor.  fV), 
et  par  suite  cette  moitié  coïncide  avecl'une  des  positions 
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de  CM,  laquelle   a  un  deuxième  point  commun  avec  le 
contour. 

IL  —  Surfaces  identiques  a  elles-mêmes, 

A     GÉODÉSIQUES    FERMÉES. 

Nous  ne  reprendrons  pas  chaque  théorème  en  détail. 
Qu'il  nous  suffise  d'indiquer  que,  sous  réserve  des  dilïé- 
rences  que  nous  allons  signaler,  énoncés  et  démonstra- 
tions sont  également  valables,  pourvu  qu'on  substitue  à 
toute  demi-géodésique  indéfinie,  issue  d'un  point,  une 
moitié  de  géodésique  comprise  entre  ce  point  et  le  point 
commun  d'intersection  de  toutes  les  géodésiqucs  passant 
par  le  premier  point  considéré. 

Les  quatre  premiers  théorèmes  ne  donnent  lieu  à 
aucune  difficulté  ([ui  mérite  d'être  mentionnée  (')  ;  mais 


(')  Notons  cependant,  au  sujet  du  théorème  III,  que  le  contour 
supposé  ne  pas  entrer  dans  la  zone  comprise  entre  les  géodésiques 
OM'  et  OM"  pourrait  passer  par  le  point  de  rencontre  des  géodésiqucs 
issues  de  O  aussi  bien  que  par  ce  dernier  point  :  clans  un  cas  comme 
dans  l'autre,  il  rencontre  AB. 
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il  n'en  est  pas  de  même  des  théorèmes  suivants,  en  rai- 
son de  ee  que  les  géodésiques  se  coupent  mutuellement 
en  deux  points.  Il  en  résulte  que,  lorsqu'on  veut  repro- 
duire la  démonstration  du  théorème  V,  la  géodésique 
AB  se  trouve  diviser  en  deux  régions  chacune  des  quatre 
régions  précédentes,  tandis  que,  sur  une  surface  indé- 
finie, elle  n'en  divisait  que  trois.  Sans  entrer  dans  une 
ana]_)'se  détaillée,  nous  ferons  remarquer  que  la  difficulté 
disparait  si  l'on  ne  considère  que  des  triangles  avant  des 
côtés  inférieurs  à  une  demi-géodésique  :  alors  les  dé- 
monstrations des  théorèmes  V  et  VI  sont  valables. 

Pour  le  but  que  nous  nous  proposons,  il  nous  suffira 
d'étudier,  en  outre,  les  triangles  ayant  deux  côtés  supé- 
rieurs à  une  demi-géodésique. 

Ces  deux  côtés  se  coupent  eu  un  point  compris  entre 
le  sommet  dont  ils  sont  issus  et  leurs  secondes  extrémités, 
en  sorte  que  le  triangle  est  formé  de  ce  qu'on  peut  ap- 
peler un  fuseau  et  dun  triangle  du  premier  type  :  les  dé- 
monstrations des  théorèmes  V  et  VI  s'y  appliquent  sans 
difficulté,  pourvu  qu'on  ait  soin  d'attribuer  à  l'origine 
des  deux  grands  côtés  le  rôle  de  sommet  principal,  c'est- 
à-dire  d  en  faire  le  point  O  du  théorème  V  et  d'en  faire 
l'origine  de  la  géodésique  mobile  du  théorème  ^  I. 

Gela  posé,  le  théorème  \  lise  démontre  comme  sur  une 
surface  indéfinie,  mais  donne  lieu  à  quelques  remai'ques  : 
1°  Si  le  contour  ne  passe  pas  par  le  point  où  se  coupent 
toutes  les  géodésiques  passant  par  le  point  O,  tous  les 
segments  de  géodésiqvre  engendrant  l'aire  enfermée  sont 
ou  plus  grands  ou  plus  petits  qu  une  demi-géodésique*, 
suivant  qu'on  les  prend  plus  grands  ou  plus  petits,  on  en- 
gendre deux  aires  dillérentes  dont  la  réunion  forme  la 
totalité  de  la  surface,  puisque  les  segments  des  deux 
séries  sont,  deux  à  deux,  supplémentaires  les  uns  des 
autres.  2"  Si  le  contour  passe  par  le  point  opposé  au 
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pcMiit  O,  les  segments  engendrant  une  même  aire  sont, 
les  uns,  plus  petits  et  les  autres  plus  grands  qu'une 
demi-géodésicjue;  mais  ici  encore  les  segments  supplé- 
mentaires engendient  le  reste  de  la  surface. 

3°  Dans  le  cas  précédent,  le  segment  générateur  abou- 
tissant au  point  opposé  au  point  O  est  tangent  en  ce 
point  au  contour,  y  ayant,  à  la  limite,  deux  points 
communs,  le  point  mobile  sur  le  contour  et  le  point  par 
lecjuel  passent  toutes  les  géodésicjues  génératrices.  lien 
résulte  que,  si  le  contour  forme  un  angle  en  ce  point, 
on  a  deux  géodésiques  distinctes;  on  doit  admettre  alors 
que  la  demi-géodésique  génératrice  pivote  autour  de  ses 
extrémités  pour  passer  d'une  des  positions  à  l'autre  :  elle 
engendre  ainsi  un  fuseau  qui  constitue  une  aire  fermée, 
ainsi  qu'on  le  montre  par  un  raisonnement  analogue, 
mais  plus  simple  que  celui  qui  concerne  les  triangles. 

Ce  cjui  précède  montre  que  tout  contour  fermé  enferme 
deux  aii'es  composant  la  totalité  de  la  surface. 

Le  théorème  Vlll  ne  donne  lieu  à  aucune  difficulté. 
Quant  au  théorème  IX,  il  parait,  à  première  vue,  en 
soulever  une,  attendu  cjue,  semble-t-il,  il  peut  falloir 
plus  d'une  demi-géodésique  pour  relier  successivement 
le  point  C  aux  divers  points  du  contour, 

.Mais  ici  les  lemarques  faites  à  l'occasion  du  théo- 
rème \]l  interviennent  utilement,  (;ar  nous  avons  vu  que 
l'on  peut  engendrer  toute  une  des  aires  limitées  par  le 
contour  au  moyen  d'un  segment  inférieur  à  une  demi- 
géodésique,  sauf  dans  le  cas  où  le  contour  passerait  par 
le  point  de  concours  des  géodésiques  issues  de  C;  mais 
alors  le  théorème  n'a  pas  besoin  de  démonstration, 
puisque  ce  point  est  forcément  un  deuxième  point  de 
rencontie.  Sauf  dans  ce  cas  particulier,  cjui,  on  vient  de 
le  voir,  ne  soulève  pas  de  difficulté  réelle,  l'objecliou  for- 
mulée (\st  donc  sans  fondement. 
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Si  le  calcul  numérique  est  d'une  utilité  journalière  pour  le 
financier,  l'ingénieur,  le  marin,  etc.,  il  constitue,  sans  contre- 
dit, une  besogne  rebutante  qu'on  a  depuis  longtemps  cherché 
à  alléger  par  l'emploi  de  tables,  de  machines  ou  de  tracés 
graphiques. 

La  méthode  graphique  peut  venir  en  aide,  au  calculateur, 
de  deux,  manières.  Tantôt  c'est,  comme  en  Statique  gra- 
phique, au  moyen  d'une  épure  que  l'on  exécute  sur  des  don- 
nées géométriques  et  qui  fournit  l'inconnue  sous  la  même 
forme.  D'autres  fois,  comme  dans  l'Ouvrage  qui  nous  occupe, 
c'est  par  l'emploi  d'abaques,  c'est-à-dire  de  Tableaux  repré- 
sentant sur  un  plan  à  l'aide  de  lignes  tracées,  une  fois  pour 
toutes,  les  équations  qui  lient  certaines  variables  entre  elles  : 
une  simple  lecture  fournit  alors  le  résultat  demandé. 

Les  abaques  employés  jusqu'ici  étaient  construits  à  des  points 
de  vue  très  divers  et  par  des  procédés  entièrement  dissem- 
blables. Ce  n'est  pas  le  «loindre  mérite  de  M.  d'Ocagne  que 
d'avoir,  par  une  habile  analyse  comparative,  su  démêler  un 
lien  étroit  entre  des  méthodes  en  apparence  si  disparates  et 
d'être  parvenu  à  constituer  un  véritable  corps  de  doctrine  en 
rattachant  ces  éléments  épars  à  un  même  principe. 

Rien  de  plus  simple,  d'ailleurs,  que  ce  principe  fondamen- 
tal. Soit 

(0  F(a,p,Y)=o 

une  équation  donnée,  dont  la  résolution  permet  de  déterminer 
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la  valeur  de  l'inconnue  y  pour  chaque  système  de  valeurs  attri- 
buées à  a  et  p.  On  veut  substituer  à  ces  calculs  pénibles  l'em- 
ploi d'un  abaque  donnant  les  mêmes  résultats  par  de  simples 
lectures.  A  cet  effet,  on  choisit,  à  volonté,  deux  équations  de 
la  forme 

(II)  Fi(^,  r,  a)  =  0, 

(h)  F,(x,y,^)=o; 

puis,  on  élimine  a  et  3  entre  les  trois  relations  précédentes,  ce 
qui  donne  une  nouvelle  équation 

(I3)  ■         FsCa-,  jK,  ï)=o. 

L'équation  (Ii),  où  x  et  y  désignent  des  coordonnées  cou- 
rantes, représente  une  famille  de  courbes  auxquelles  les  No- 
mographes  donnent  le  nom  d'isoplèthes,  relatives  à  a,  pour 
rappeler  que  a  conserve  la  même  valeur  en  tous  les  points  de 
l'une  quelconque  de  ces  courbes  et  ne  varie  que  d'une  courbe 
à  l'autre.  Les  équations  (lo)  et  (I3)  définissent  pareillement  le 
système  des  isoplètlies  relatives  à  [3  et  le  système  des  isoplèthes 
relatives  à  y-  Supposons  qu'on  ait  construit  ces  trois  groupes 
d'isoplèthes  en  plaçant  sur  chaque  couche  individuelle  la  va- 
leur correspondante  de  celui  du  paramètre  a,  p,  y  qui  le  con- 
cerne. Le  Tableau  graphique  formé  par  ces  trois  systèmes  de 
courbes  cotées  constitue  un  abaque  représentatif  de  l'équa- 
tion (i). 

Voici  comment  on  se  servira  de  cet  abaque  :  Veut-on  la 
valeur  de  y  qui  répond  à  un  système  de  valeurs  a'  et  jj'  attribuée 
à  a  et  3?  On  prendra  le  point  de  rencontre  ^I  de  l'isoplèthe 
(a')  et  de  l'isoplèthe  (3');  'a  cote  7'  de  celle  des  isoplèthesCy) 
qui  passe  par  .M  sera  la  valeur  cherchée  de  '(.  Si,  bien  que  les 
isoplèthes  (v)  soient  assez  voisines  les  unes  des  autres,  l'iso- 
plèthe (y')  qui  passerait  par  M  n'est  pas  tracée,  on  fera  une 
interpolation  à  vue. 

L'idée  qui  s'offre  la  premicre  à  l'esprit  pour  le  choix  des  re- 
lations (II)  et  (I2)  consiste  à  prendre 

d'i)  07  =  a, 

(i'2J  •  y-=?, 

alors  que  l'équation  (I3)  devient 

(>;»)  F(.r.  r,  y)=o. 
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Les  isoplètlies  (a)  sont  des  droites  parallèles  à  l'axe  des  ^,  les 
isopièthes  (P)  des  droites  parallèles  à  l'axe  des  x,  et  si  l'on 
opère  sur  du  papier  quadrillé,  la  construction  de  l'abaque  se 
réduit  au  tracé  des  isopièthes  (v). 

Tels  sont  les  Tableaux  graphiques  si  utiles,  construits  par 
M.  Eugène  Pereire,  pour  des  questions  d'intérêt  et  de  finance. 

Tel  est  aussi  l'abaque  bien  connu  destiné  à  remplacer  les 
Tables  de  multiplication  et  qui  est  relatif  à  l'équation 

T  =  ^^; 

les  isopièthes  (y)  sont  alors  des  hyperboles  équilatères  ayant 
pour  asymptotes  les  axes  coordonnés. 

Si,  dans  ce  dernier  abaque,  on  remplace  les  équations  (l'j) 
et  (l'j  )  par 

X  =  logst,         Y  =  logi^, 

l'équation  (l'j  )  devient 

ar-f-jK  =  logy. 

On  tombe  de  la  sorte  sur  un  abaque  à  triple  réglure,  c'est- 
à-dire  sur  un  abaque  composé  de  trois  systèmes  d'isoplèthes 
rectilignes.  Telle  est  l'origine  d'un  principe  fondamental  dans 
cette  théorie,  qu'on  nomme  principe  de  V anamorphose  et 
que  l'on  doit  au  savant  M.  Lalanne,  l'un  des  fondateurs  de  la 
Science  nomographique. 

Dans  l'impossibilité  de  tout  citer,  nous  renverrons  au  Livre 
de  M.  d'Ocagne  pour  l'exposition  générale  du  principe  de 
l'anamorphose  et  pour  la  recherche  du  type  des  équations 
susceptibles  d'être  représentées  par  des  abaques  à  triple  ré- 
glure. 

Nous  voulons  surtout  attirer  l'attention  sur  deux  points  : 
Le  premier  concerne  ^'exposition  des  recherches  si  ingé- 
nieuses et  si  justement  appréciées  de  M.  l'ingénieur  des  Mines 
Lallemand,  Directeur  du  Service  du  nivellement  général  de  la 
France.  Grâce  à  ses  nouveaux  abaques,  dits  hexagonaux, 
M.  Lallemand  est  parvenu  à  faire  exécuter  en  quelques  mi- 
minutes  une  besogne  qui  se  répète  chaque  jour  et  qui,  aupa- 
ravant, absorbait  tous  les  instants  d'un  groupe  d'employés. 
Cet  exemple  n'est-il  pas  une  leçon?  Que  de  spécialités  dans 
lesquelles  les  abaques  pourraient  offrir  un  pareil  avantage!  Les 
abaques   hexagonaux   s'appliquent   à    un   type  général   d'équa- 
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lions  que  Ion  rencontre  fréquemment  dans  la  pratique.  M.  Lal- 
lemand  n'a  publié  sur  ses  méthodes  qu'une  Note  succincte  dans 
le  t.  Cil  des  Comptes  rendus  et  quelques  feuilles  lithogra- 
phiées  pour  les  besoins  de  son  service,  mais  non  livrées  au 
public.  Ces  procédés  si  élégants  et  si  utiles  pouvaient  donc 
être  considérés  comme  inédits,  et  l'on  doit  remercier  M.  d'O- 
cagne  de  les  avoir  fait  connaître  en  les  rattachant  à  la  mé- 
thode générale. 

Le  second  point  se  rapporte  aux  abaques  à  points  iso- 
plèthes.  On  nous  permettra  d'y  insister  un  peu,  vu  que,  à 
notre  sens,  c'est  la  partie  la  plus  originale  du  Livre  de  M.  d'O- 
cagne. 

Considérons  un  abaque  à  triple  réglure  et  construisons  sa 
figure  corrélative;  à  chaque  droite  de  l'ancienne  figure  ré- 
pondra un  point  de  la  nouvelle,  et  réciproquement,  de  telle 
sorte,  à  trois  droites  de  la  première  passant  par  un  même  point, 
correspondront  trois  points  de  la  seconde  situés  en  ligne 
droite.  Ainsi,  tandis  que,  dans  l'ancien  abaque,  les  isoplèthes 
étaient  des  droites  enveloppant  trois  certaines  courbes,  dans 
le  nouveau  les  isoplèthes  seront  des  points  distribués  sur  trois 
autres  lignes;  à  chaque  système  de  A'aleurs  de  a,  [3,  y  satisfai- 
sant à  l'équation  proposée,  répondront,  non  plus  trois  droites 
concourantes,  mais  trois  points  placés  respectivement  sur  ces 
trois  lignes  et  situés  en  ligne  droite. 

Pour  rendre  pratique  cette  idée  nouvelle,  il  fallait  choisir 
un  mode  de  corrélation  aussi  simple  que  possible.  Pour  cela, 
M.  d'Ocagne  n'avait  pas  à  chercher  bien  loin;  il  lui  a  suffi 
d'utiliser  ses  coordonnées  parallèles  de  droites.  Les  lecteurs 
de  ce  journal  savent,  par  les  intéressantes  Communications 
de  cet  ingénieur  distingué  aux  Nouvelles  Annales,  en  1887, 
1889  et  1890,  ce  qu'on  entend  par  coordonnées  parallèles  d'une 
droite  MN  {fig.  1).  Ce  sont  les  segments  AM  =  a,  BM  =  p 
que  cette  droite  intercepte  sur  deux  axes  parallèles  AU,  BV, 
ces  segments  étant  comptés  à  partir  des  extrémités  A  et  B 
d'une  perpendiculaire  commune  à  ces  axes.  Cela  posé,  nous 
aurons  défini  clairement  le  mode  de  corrélation  adopté,  en 
disant  qu'il  consiste  dans  le  changement  des  coordonnées  car- 
tésiennes de  points  en  coordonnées  parallèles  de  droites. 

Rien  n'est  plus  simple  actuellement,  étant  donné  un  abaque 
à   triple    système    de  droites    isoplèthes,    que    de    construire 
l'abaque  corrélatif  à   triple   système  de  points  isoplèthes.  On 
Ann.  de  Matkémat.,  3'  série,  t.  X.  (Décembre  1891.)        38 
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prendra  les   coordonnée?  cartésienne* 


{œ 


b) 


{■^ 


r=^') 


de  deux  points  appartenant  à  une  droite  quelconque  du  premier 
abaque.  Le  point  qui  répondra  à  cette  droite  dans  le  second 
abaque  sera  le  point  commun  aux  deux  droites  dont  les  coor- 
données parallèles  sont  (;/  =  «,  p  =  6)  et  («  =  a',  p  =  b'). 


Fig.  I. 


Considérons,  par  exemple,  l'abaque  construit  par  M.  La- 
lanne  pour  la  recherche  des  racines  positives  d'une  équation 
du  troisième  degré 

z^  -^pz  -\-  q  =  o 

privée  du  terme  en  z-.  On  prend   pour  (Ij)  et  (U)  les  équa- 
tions X  =^ p,  y  ~  q,  Gt  l'équation  (I3)  est  alors 


■7 


C'est  donc  un  abaque  à  triple  réglure  :  il  est  représenté  par 
la  Jlff.  2.  En  le  transformant  par  le  procédé  indiqué,  on  ob- 
tient l'abaque  à  points  isoplèthes  représenté  par  la  Jig'.  3.  Les 
points  isoplèthes  (p)  et  (çr)sont  distribués  respectivement  sur 
les  deux  droites  parallèles  auprès  desquelles  on  a  inscrit 
échelle  de  p,  échelle  de  q\  les  points  isoplèthes  {z)  sont  sur 
la  courbe  marquée  en  trait  fort  et  sur  laquelle  on  a  inscrit 
échelle  des  z.  Veut-on,  par  exemple,  la  racine  positive  de 
l'équation 

5^-f-  25  —  6  =  0; 
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on  joindra  par  une  droite  le  point  2  de  l'axe  des  p  au  point 
( — 6)  de  l'axe  des  q;  le  point  où  la  courbe  en  trait  fort  est 
coupée  par  cette  droite  porte  la  cote  1,46;  ce  nombre  est  la 
racine    demandée.    Pour   n'avoir    pas    à    tracer    de    ligne    sur 
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l'abaque,  on  emploiera  un  fil  qu'on  tendra  entre  les  points  0. 
et  (—6). 

Remarquons,  d'ailleurs,  bien  vite  que  l'emploi  des  coordon- 
nées parallèles  ne  servira  pas  seulement  à  la  transformation 
des  abaques  préalablement  construits  à  l'aide  des  coordonnées 
cartésiennes.  L'application  immédiate  des  coordonnées  paral- 
lèles à  une  équation  à  triple  réglure  permettra  de  construire 
directement  l'abaque  à  points  isoplèlhes  correspondant  à  cette 
équation. 

Les  abaques  à  points  isoplèthes  se  recommandent  par  une 
plus  grande  facilité  dans  la  lecture  et  dans  l'interpolation  à 
vue;  ils  offrent,  en  outre,  sur  les  abaques  à  droites  isoplèthes, 
l'avantage    de    permettre   l'introduction   d'une  quatrième   va- 
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riable.  Considérons,  par  exemple,  l'équation  complète  du  troi- 
sième degré 

z^ -\-  n z^ -\- p Z  -r-  cj  =  o. 


Pour  construire  l'abaque  correspondant  en  droites  isoplèthes, 
il  faut  faire  d'abord  disparaître  le  terme  en  z'^.  Gela  n'est  pas 
nécessaire  pour  l'abaque  à  points  isoplèthes.  L'introduction  du 

Fig.  3. 


coefficient  n  comme  quatrième  variable  entraîne  seulement  la 
construction  d'autant  de  courbes  successives,  analogues  à  la 
courbe  en  trait  fort  de  X^,  fig.  3,  qu'on  attribue  de  valeurs  à  n; 
et  comme  ces  courbes  sont  parfaitement  distinctes,  aucune 
confusion  n'est  à  redouter  :  on  pourra  s'en  assurer  en  jetant 
un  coup  d'œil  sur  la  dernière  planche  du  Volume,  planche  que 
ses  dimensions  ne  nous  permettent  pas  de  reproduire  ici. 

En  résumé,  la  création  d'un  nouveau  corps  de  doctrine  bien 
défini,  l'exposition  claire  et  méthodique  des  principaux  résul- 
tats antérieurement  obtenus  et  surtout  des  beaux  travaux,  à 
peu  près  inédits,  de  M.  Lallemand,  enfin,  l'invention  des 
abaques  à  points  isoplèthes  :  telle  est  la  part  considérable  qui 
revient  à  M    d'Ocagne  dans  ce  remarquable  Opuscule   qu'un 
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